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UvoD

Bytost matykafova predstavuje véény pohyb, ruch a kvas. Vyskytuje se soucasné na vice
mistech, coz dluzno vysvétliti jediné jeho iraciondlni podstatou, pobiha tstavem

a pobada vse k rychlejsimu tempu. V ruce drzi svazek kli¢(, jimiZ ustavi¢né chfesti, aby
upozornil Zactvo na svtj pfichod, a ve tfidé jich uzivd k metani a strefovani se

do riiznych pfedmétd. Rovnéz vyborné vrhé kiidou. Jeho vééné putovni bufinka, kterou
stale zapomin4, je pomalovéna riznymi obrazci a ¢isly, jimiz si kazdy z poslt krati
dlouhou cestu z poschodi do poschodi. CoZ ptisobi velmi stylové a matyk obycejné Zasne,
pro¢ mu lidé v elektrice fikaji , pane profesore”. I vysvétluje si to svou védeckou
popularitou a zna¢nym rozsifenim své ucebnice ,Jak se hravé nau¢im poctu
deriva¢nimu”, jez patrné pronika mezi prosty lid.

Jaroslav Zdk: Studdci a kantori

Pohédku ,Dlouhy, Siroky a Kratkozraky” navtivily ve Vamberku stovky lidi z $irokého
okoli, nebot’ ji Cimrman uvedl pod vhodné zvolenym ndzvem ,Jitrnice zdarma“.

Jaroslav Smoljak, Zdenék Svérdk

NemoZzem vam sl'tbit’ ni¢ nez krv, drinu, slzy a pot.

Winston Churchill



Dostéva sa vam do ruk knizka venovand ¢asti matematiky, ktord sa nazyva matematickd analyza.
Od standardnych ucebnic sa tato knizka v niektorych podstatnych detailoch lisi. NeZ sa teda odhodlate
venovat’ svoje tsilie préci s fiou, prijmite kratku vystrahu.

Ked’ ¢lovek beZzne chyti do ruky ucebnicu, va¢sinou oc¢akdva, Ze si v nej nieco precita, dozvie sa,
ako sa veci majii, zapamita si to a stane sa tak z neho expert. Hlavna namaha, ktort vynaloZi, tak lezi
v oblasti pamaéti. Ked’ sa jednd o matematiku, vaésinou si pamita nejaké vzorce a postupy.

Nie Ze by tato kniha od vés nechcela, aby ste si obas nieco aj zapamadtali, ale hlavnd ¢ast’' namahy
bude spocivat’ v niecom inom. Této kniha od véas bude chciet’, aby ste si niektoré veci sami vymysleli.
Bude chciet/, aby ste riesili tilohy a z ich rieSenia sa poucili. Nebude trvat’ na tplnom a dokonalom
rieSeni, ale bude si vyZadovat/, aby ste vynalozili ndmahu, o rieSenie sa skuto¢ne pokusili a mysleli
pri tom. Najlepsie s perom v ruke. VolI'né miestd v knihe st ur¢ené pre vase poznamky. Ak sa na ttato
cestu odhodléte, nebude to pre vés tplne jednoduché. Cakaju vés viaceré prikoria a ndmahy:

Budete musiet’ prekonat’ vlastnii lenivost’ a chut’ nechat’ rieSenie na inych.
Pridete o istotu. Ked’ ¢lovek hl'ada vlastné rieSenie, nie vzdy si je isty, Ze na to ide dobre.

K niektorym otdzkam, ktoré ostant otvorené, sa bude treba po ¢ase vratit'.
Ako odmenu za ttito ndmahu ale ziskate veci, ktoré st cenné a o ktoré stoji za to usilovat:

Ziskate psychicktl odolnost’ a samostatnost’ v mysleni.

Veciam budete rozumiet’ nie preto, Ze vdm niekto povedal, ako st a vy ste si to zapamatali, ale
preto, Ze ziskate sktisenost’ s tym, aké st vo svete funkcii vztahy a ako sa daji pouZit'. Budete
sa tak viac opierat’ o to, Ze rozumiete tomu, ako veci fungujt a odkial sa vzali, nez o to, Ze ste
ich iba prijali ako informaciu. Viac ako pamat’ tak bude zat'aZzena schopnost’ rozumiet’ vzt'ahom
a stvislostiam a vyvodit’ z nich to, ¢o je doleZité a ¢o potrebujete. A tréning tejto schopnosti vam
moZe byt na osoh. Nielen ¢o sa matematiky tyka.

Ak by sa ukézalo, Ze je niektord tloha nad vase sily, netreba si ztfat'. Po kazdej kapitole nasleduju
spravy. V nich najdete zdznam toho, ako sa s tilohami popasovali vasi kolegovia, pre ktorych bol kurz
povodne pisany a aj rieSenia najdoleZitejsich dloh. Znovu vam ale kladiem na srdce: prv, nez si spravy
pozriete, sktste néjst’ vlastné rieSenie. Ako spravne podotkli kamarati Kacka a Hynek v tivode k inej
ucebnici matematiky, ¢lovek sa nenaudi varit’ iba ¢itanim kucharskych knih, ani opravovat’ auto ¢itanim
servisnych priruc¢iek. Musi sa do toho pustit’ a skiisat’ to robit’. A s matematikou je to tplne rovnako.
Sprévy sluzia teda najmd na to, aby ste sa mohli pozriet’, ako sa s tilohami popasovali ini I'udia a ziskali
tak aj iny pohl'ad na vec, ktory moze viest’ k hlbsiemu pochopeniu. AZ v druhom rade sltizia ako zdroj
rieSeni, na ktoré ste nevedeli prist’.

Dakujem $tudentom Skoly pre mimoriadne nadané deti a Gymnézia, vd’aka ktorym a pre ktorych
tento text povodne vznikol. Prispeli do neho nezmazatelnym dielom. Dakujem tieZ recenzentovi Iva-
novi Poldchovi a korektorke Lubici Brix za cenné pripomienky a za trpezlivost’ a pozornost/, ktoré
kurzu venovali. A d’akujem mojej Zene Zuzke a nasim det'om, za trpezlivost,, ktort mali so mnou,
ked” som na tomto kurze pracoval.

Prajem vam, aby vdm vynaloZend ndmaha priniesla radost’ z porozumenia a aby ste objavili krésu,
ktord sa v matematike skryva.

Anino Belan



AKO ZACHYTIT POHYB

Matematika sa zacala rozvijat’ s prichodom vel'kych civilizacii. Ked” v jednom meste byva niekol'ko
tisic I'udi, situdcia si vyZaduje ovela vdcsie a podrobnejSie planovanie, nez ked” byvaju tri rodiny po-
kope niekde na samote. Ak sa totiZ veci nenapldnuji dostato¢ne starostlivo, l'udia si vyjedia zdsoby,
zacnu si skdkat’ po hlavach, nebuda mat’ ¢o pit’ a utopia sa v splaskoch. Sticast'ou takéhoto pldnova-
nia pre vel'ké pocty I'udi sa nutne stalo pocitanie. Pocitali sa zasoby, stavebny materidl, pocet muZov
schopnych slizit' v armade ¢&i peniaze.

Matematika bola uchovavana ako vzacne poznanie a odovzddvand z generdcie na generdciu. Pek-
nym svedectvom o tom je Rhindov papyrus, ktory bol napisany v Egypte priblizne v roku 1650 pred
Kristom a zhffia dobové matematické poznatky. Ked” autor opisuje citatel'ovi, ¢o vo zvitku néjde, tak
ako nadpis zvitku pouZije nasledujiicu vetu: ,Presné vypocty na preSetrenie veci, poznanie vsetkych
veci, zdhad a vSetkych tajomstiev.”

Vel'ky zlom v histérii matematiky nastal v obdobi antického Grécka. Grékom totiZ prestalo stacit/,
Ze niektoré zdkonitosti v matematike odpozorovali a iné sa dozvedeli od predkov. Chceli vediet’, preco
matematika funguje. Preto vymysleli dokazy a dokazovanie. Umenie dokazu doviedli do dokonalosti
a celti geometriu dokézali odvodit’ z niekol'’kych zdkladnych principov a piatich axiém.

Geometria je krdsna a Gréci ju robili brilantne. Problém je ale v tom, Ze geometria sama o sebe
posobi statickym dojmom. Je o vzt'ahoch medzi hotovymi objektami. Pohyb Gréci s jej pomocou ne-
zachytili. To sa podarilo aZ ¢asti matematiky, ktord je dnes zndma ako matematickd analyza a o ktorej
bude rozpravat’ cely tento kurz.

Fakt, Ze sa grécki matematici do rieSenia tiloh o pohybe prili§ neptist'ali, méa niekol'’ko pricin. Jednou
z nich st paradoxy, ktoré vymyslel filozof Zenon z Eley. Zenon sa k veci postavil ako chlap a drsne
vyhlésil, Ze Ziaden pohyb neexistuje a Ze to, ¢o vidime okolo seba, je iba Sal'ba zmyslov. Uvddzal pre
to padne dovody. Napriklad takyto: ,Zda sa ti, Ze Sip preleti drdhu od luku do terca? Zdat' sa ti to
moZe, ale v skutocnosti je to nemozné. PretoZe ak mé Sip preletiet’ do ter¢a, musi najprv preletiet’ do
polovice drahy. A ak ma preletiet’ do tej polovice, musi najprv preletiet’ do polovice z tej polovice (teda
do Stvrtiny). Ale ak sa méa dostat’ do Stvrtiny, musi najprv preletiet’ do polovice z tej Stvrtiny. Takto sa
da uvazovat’ do nekonecna a preto 8ip nikdy luk nemdze opustit’.”

Uloha ¢ 1:  Je Zenonova tvaha spravna? Ak 4no, &m to je, Ze nase zdanie tak vel'mi odporuje realite?
Ak nie, kde je v nej chyba? (Nejde o to dat’ naucent odpoved’ — ide o to naozaj najst’ ¢o
najlepsi dovod.)

Na odpoved’ na Zenonovu otdzku, ktora by bola dostato¢ne uspokojiva, si muselo I'udstvo pér tisic
rokov pockat’. Aj my odloZime tplne presnt odpoved’ na neskor. Pod’'me sa teraz zaoberat’ pohybom
sposobom, akym ndm to umozZnuje sticasnd technika, konkrétne kino.

Na obrédzkoch vidite zdznam, na ktorom And’a pred fakultou matematiky, fyziky a informatiky UK
héadZe tenisovu lopticku popri oranZovom pése s mierkou (mierka je v metroch).” Frekvencia zdznamu
je 25 snimok za sekundu. Z tohto zaznamu sa d4 vypozorovat' mnoho veci. Nasleduje niekol'’ko otdzok,

1 Dakujem Andi, Mat'ovi, Johy a Migke za pomoc pri tvorbe tohto zdznamu.
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na ktoré sa poktste dat’ ¢o najpresnejsie odpovede. Upozoriiujeme ale, Ze odpovede nemusia byt jed-
noznacné. PouZitie meradiel, kalkulaciek, tabul'kového kalkulatora ¢i inych pomocok je chvalyhodné
a odportcané.

Lahké otazky

Uloha & 2: Na kol'’kej snimke opustila tenisova lopticka Andinu ruku?

Uloha & 3:  Na kol'’kej snimke bola lopti¢ka najvyssie?

Uloha ¢. 4:  Na kol'kej snimke And’a lopti¢ku znovu chytila?

Uloha &.5:  Ako dlho loptitka letela?

Trochu tazZsie otdzky

Uloha ¢&. 6: Ak rychlost’ mala lopti¢ka na snimke &. 25?

Uloha & 7: Ak rychlost’ mala lopti¢ka na snimke &. 10?

Uloha ¢&. 8: O kol'ko sa zmenila rychlost medzi snimkami &. 37 a &. 38?

Ako ste zist'ovali svoje odpovede?



Este tazsie otazky

Uloha é. o

Uloha &. 10

Uloha &. 11:

Uloha &. 12:

Uloha &. 13:

Uloha ¢. 14:

Akt najvacsiu rychlost’ lopticka dosiahla?

Akt priemernd rychlost’ lopticka dosiahla?

Na ktorej snimke dosiahla lopti¢ka rychlost’ 1m/s ?

Ked’ si budeme v§imat’ iba tie snimky, kde lopti¢ka letela, medzi ktorymi dvomi sused-

.....

O kol'ko sa zmenila rychlost’ medzi snimkami ¢. 43 a ¢. 44? O kol'ko sa zmenila rychlost’
medzi snimkami €. 44 a €. 45?

(nepovinnd pre machrov fyzikov) Ked” And’a chytila lopti¢ku, akou silou na fiu posobila?
(Lopticka vazi 56,7 g.)

Ako ste zist'ovali svoje odpovede?

Uloha &. 15:

(iloha na premyslenie do 4. kapitoly) Ako rychlo sa meni funkciay = —4,8x>+9,8x — 1,
ak je x = 0,4? Ako by sa vobec dalo nieco také zistit'? Co to ma spolo¢né s tlohou 7? Co
ma ta funkcia spolo¢né s hadzanim lopticky?

1
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SPRAVY

Po kazdej kapitole budu zverejnené spravy. Tie budt pokryvat’ zaujimavé a doleZité veci, ktoré sa
na hodine udiali, aby sa nezabudlo na otvorené otazky alebo zaujimavé postupy, ktoré sa pocas rieSenia
objavili.

Uloha 1

David prisiel s tvahou, Ze ten Sip sa bude hybat’. Oddvodrioval to takto:
Ked” mame sticet nekonecne vel'a ¢isel, vysledok nemusi byt' nekonecno. Napriklad ked” potrebu-
jeme scitat’

S:*+*+7+7+“': —{—7 *"‘*‘}'*‘{‘...

1 1 1 1 1,1/1 .1 1 1 1
2 4 8 16 2 2\2 4 8 -

(Polovicu na zaciatku radu sme opfisali a zo zvysku sme vynali polovicu pred zéatvorku. V zatvorke
nam prekvapivo zase zostal povodny rad.) Zistili sme teda, Ze
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Ja som vyjadril dve ndmietky. Prva bola voci tomu, Ze riesi inti Zenonovu aporiu, nez je ta, ktora
bola uvedend v texte. V tej inej Zenon hovori, Ze ip nemodZe doletiet’ do terca, lebo najprv musi
preletiet’ polovicu drdhy, potom polovicu zo zvySku, potom polovicu zo zvysku atd’. a tym padom
do terca nikdy nedoleti, lebo tych kiskov, ktoré musi prejst’, je nekone¢ne vela. V takom pripade je
spravnym argumentom, Ze aj ked’ je tych casti nekonecne vela, tak stcet je kone¢ny a tym padom je
vzdialenost’ prekonatel'nd. Problém je ale v tom, Ze podl'a toho paradoxu, ktory je v prvej kapitole, sa
$ip z luku ani nepohne.

Druhd ndmietka bola proti postupu scitania. Ukdzal som, Ze ak by som rovnako chcel s¢itat’ neko-
ne¢ny sucet 1 +2+4+ 8416 + ... tak to mdZem urobit’, lenZe mi vyjde evidentny nezmysel:

s=142+4+48+16+---=
=1+2(14+2+4+8+...)=1+2s

s=1+2s / —2s
—s=1
s=-—1

Na prvit namietku zaznelo z triedy, Ze ak by sme v zadanej ap6rii nepocitali drdhu Sipu, ale cas, za
ktory doleti 8ip do ciel'a, tak tam dostaneme stcet rovnakého radu, akurat bude ten rad otoceny nie
smerom k ter¢u, ale smerom k luku. A ak by ten ¢as vysiel koneeny, tak §ip z luku vyletiet moze. (Zial
nepaméatdm sa, kto presne s tymto skvelym ndpadom prisiel.)

Na druht ndmietku Déavid vravel, Ze finta funguje len vtedy, ak je koeficient patri¢nej geometrickej
postupnosti mensi ako 1, ale k tomu, preco je to tak a ¢i je to naozaj tak, sme sa zatial nedostali.
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Ulohy 6 aZ 8

Co sa tiloh o rychlosti tyka, vyskytli sa tri postupy, ktorymi sa rychlost’ na danej snimke uréovala.
Prvy postup bol, Ze sa pozrieme, kol'ko lopti¢ka presla po najblizsiu snimku a tato drdhu vydelime
jednou dvadsatpétinou (resp. vyndsobime dvadsiatimi piatimi), lebo v = $ a rozdiel medzi dvoma
snimkami je 21—5 s. Ak si ozna¢ime polohu na k-tej snimke s, tak rychlost’ na k-tej snimke by bola

Sk+1 — Sk
= = 25(sk41 — k)
25

Proti tomuto typu pocitania sa ozvala jedna drobnd namietka, Ze tak dostaneme rychlost’ niekde
medzi tymi dvomi susednymi snimkami. A Ze ak chceme rychlost’ v jednej konkrétnej snimke, treba
zobrat' tie snimky okolo. Rozdiel drah v tomto pripade treba ale delit' 3, lebo medzi zvolenymi

.....

Tk ko1 > 1 %(Sk+l — Sk-1)
25

Treti sposob pocitania rychlosti bol pomocou fyziky a energii. V 25. snimke bola kinetickd energia
0] (lebo rychlost’ bola nula) a potencidlna energia m - g-3,97 J. Na 10. snimke bola kineticka energia
’”TUQ a potencidlna m - g - 2,15 J. Zo zdkona zachovania energie dostaneme, ze 3,97 ¢ = %2 +2,15g, ateda
%2 = 17,85, v?2 = 35,70 a v = 5,98 m/s. Proti tomuto spOsobu principidlne ndmietky nezazneli, len som
pripomenul, Ze fyzici ob¢as pouZivaju finty, ktoré sa este len chystame objavit'.

Pri tejto prileZitosti si dovolim pridat’ este Stvrty spdsob: Z toho, Ze lopticka ma nulovi rychlost’
priblizne na dvadsiatej piatej snimke a z toho, Ze v = a - t, vieme spocitat’, Ze na k-tej snimke bude mat’
lopticka rychlost’

k —25
§ 705
(ked” bude lopticka padat/, rychlost’ bude zdpornd). Tento spdsob ale vychddza z &isto fyzikalnych
vedomosti a Ziaden film k nemu nepotrebujeme. Uvddzam ho len na porovnanie s ostatnymi.

Ked’ teda chceme napr. pocitat’ rychlost’ na desiatej snimke (tiloha ¢. 7), podl'a prvého postupu to
vyjde 5m/s, podla druhého 6,25m /s a podl'a tretieho 598 m/s. Po¢itanim cez zrychlenie dostaneme
5,89m/s. Na zéklade tychto sktsenosti sme odhadli, Ze ten druhy spésob dal v tomto konkrétnom
pripade lepsi vysledok ako prvy.

v=—

Uloha 12

Aby sa dalo zmysluplne zist'ovat’, kde bola zmena rychlosti najvacsia, Kubo, Dusan a Mat'o vlozili
data z filmu do tabul'kového kalkuldtora. V tomto texte budem pouzivat' Mat'ove data. Data v grafe
vyzeraju takto:

45
4 ]
35 .l-'-.... ....'..l.
3 nu" Sy
m -
2,5 a® ]

1,5 = s
1 ] By
05 L

Poloha [m]
N
[ |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Snimka

13
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Ked’ z tychto dat (druhou z uvedenych met6d) vypocitame rychlosti, dostaneme takyto graf:

=
o

By

.

Rychlost [m/s]
o dANONDO®

Snimka

A ked’ z tychto rychlosti podl'a vzt'ahu a = 7 vypocitame zrychlenia (rovnakou symetrickou me-
tédou — vezmeme rychlosti na dvoch okolitych snimkach a vydelime dvoma dvadsat'pdtinami), dosta-
neme takyto graf:

50
40 -
30
20
10

0 [ ] ] u

n

05 W lEE W E 20y ..!...‘l...a:." om 45 50

20 E =N BN N
| OJ

-30

Zrychlenie [m/s”2]

Snimka

Ludia fyzikdlne vzdelani hned’ na zaciatku tvrdili, Ze zrychlenie by malo zakazdym vyjst’ rovnaké.
Ale evidentne nevyslo. Hodnoty zrychlenia pocas letu lopticky skacu od —23,4m/s* po 0m/s% (Ta
vysokd hodnota na konci je uz z ¢asu, ked” And’a lopti¢ku chytila.) Niektori vypocty v tomto momente
vzdali.

Dalgia analyza ukézala, Ze chyba je v chybe. Lopti¢ka je na fotografidch rozmazana, meter ma
stupnicu 10cm a ak chceme uréit’ polohu lopticky, tak najlepsia presnost’, s ktorou polohu lopticky
vieme odhadnut/, je £2cm. Ked’ mdme dva tdaje o polohe, kazdy s presnostou +A a spravime ich
rozdiel, tak vysledok bude mat’ chybu £2A, pretoZe sme sa pri kaZdom merani mohli pomylit' na
ind stranu. Aby sme vypotitali rychlost, nasobili sme rozdiel zlomkom 2. Pri tej prileZitosti nasa
chyba narastla na +25A. TakZe ak bola chyba v merani polohy +2cm, tak chyba v rychlosti bude
+0,5m/s. (V tomto momente zacina byt' vidno d’alsiu vyhodu pocitania rychlosti druhou metédou
oproti prvej. V prvom pripade sme rozdiel hodno6t nasobili 25, takZe tam bola chyba az £50A, ¢ize az
1m/s). Ked' teraz pocitame zrychlenie, opat’ spravime rozdiel dvoch rychlosti (chyba nardstla na =50A)
a vyndsobime %, dostaneme chybu £625A. Ak je teda chyba 2 cm, tak zrychlenie moZeme dostat’ az
s chybou +1250cm/s?, teda £12,5m/s?. Ked’ sa pozriete na graf, tak tie vysledky sa skuto¢ne zhruba
o tol'ko niekedy lisia od ,oficidlneho” gravitaéného zrychlenia —9,81 m/s?. (Zrychlenie je zéporné, lebo
je smerom dole.)

RiSo na spracovanie videa pouZil softvér https://physlets.org/tracker/. S jeho pomocou ziskal
dobré data, nevedel ale povedat’, s akou presnost'ou softvér polohu zistil. Vd’aka nasim tvaham o chy-


https://physlets.org/tracker/

Sprawy |

bach a z presnosti, s ktorou sme z jeho dat urcili zrychlenie, sme vedeli spatne urcit, Ze softvér urcil
polohu s presnost'ou lepsou ako 1 cm.

Z tvah o chybe vidno, Ze pocitat’ gravitacné zrychlenie ¢i usudzovat’ na jeho konstantnost’ z dvoch
po sebe idtcich snimok je nezmysel. To va¢Sinu I'udi viedlo k tomu, Ze poslednt tlohu o tom, akou
silou And’a na lopti¢cku posobila, ani nerie$ili s tym, Ze zrychlenie nevieme urcit’ dostato¢ne presne.
Mozeme sa ale pokusit’ aspori o odhad.

Hodnota zrychlenia na 44. snimke (t4 poslednd vysokd hodnota) vysla +37,5m/s%. Ked'Ze sme
chybu odhadli na 12,5m/s?, skuto¢né zrychlenie bude niekde medzi 25m/s* a 50m/s%. To pri hmot-
nosti lopticky 0,0567 kg hovori, Ze sila, ktord na lopticku posobi, je od 1,4 N do 2,8 N. Této sila sa
sklada z gravitacnej sily, ktord pdsobi na lopticku (0,56 N) a sily, ktorou pdsobi v protismere And’a.
TakZe Andina sila, ktorou posobila na lopticku, bude niekde od 2,0 N do 3,4 N.

Keby sme z nasho pokusu chceli zistit' gravitacné zrychlenie (za predpokladu, Ze je stale rovnaké),
tak spravime rozdiel rychlosti na konci a na zaciatku (43. a 7. snimka), ¢o je —7,125m/s —7,5m/s.
Ked'Ze obe rychlosti pozndme s presnostou +0,5m /s, rozdiel bude —14,625 £ 1m/s. Ked'Ze medzi
snimkami uplynie 1,44 sekundy, gravita¢né zrychlenie vyslo 10,15 & 0,69 m/s>. Nase meranie je teda
v dost’ dobrom stilade s tym, ¢o namerali ini pani fyzici.
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V predoslej kapitole sme sa zaoberali letiacou loptickou. Vedeli sme, kde sa v danom ¢ase nachddza
a zist'ovali sme, ako rychlo sa meni jej poloha (teda akt mé rychlost’) a ako rychlo sa ment jej rychlost’
(teda aké ma zrychlenie). V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ problémom opa¢nym. Z tdajov o tom,
ako rychlo sa nieco deje, sa budeme pokusat’ urcit’, kol'ko sa toho udialo.

375 KiB/s
300 KiB/s

225 KiB/s
150 KiB/s

75 KiB/s
0 KiB/s 0.0 KiB/s / 0.0 KiB/s

Uloha ¢. 1:  Na obrézku vidite zdznam sietovej prevadzky pocas stahovania jedného stiboru. Udaj,
ktory z grafu nie je vidno a ktory som zistil stopkami, bol, Ze celé st'ahovanie trvalo
724 sekind.” Okrem toho jedného stiboru som na danom pocitaci ni¢ iné nest’ahoval, ale
ako sa dd I'ahko z grafu uhadnut/, zvy3ok rodiny internet pouZzival. Zistite ¢o najpresnejsie,
aky vel'ky bol stibor, ktory bol st ahovany. PouZitie meracich ndstrojov, ¢i uz ru¢nych alebo
elektronickych, je odportcané.

Pre kontrolu moéZem spomenut, Ze som st'ahoval fotoképiu Ptolemaiovho spisu Almagest
z webu Viedenskej univerzity.> On je tam k dispozicii v Styroch roznych rozliSeniach, takZe som tymto
vysledok tplne neprezradil, ale chod’te sa tam pozriet’ az potom, ked” budete mat’ premyslent a spi-
sand aspon prvi odpoved'.

Podobne, ako sme pri lopticke chceli vediet’, ako sa meni rychlost’ v priebehu celého letu, aj v pri-
pade st'ahovania by bolo zaujimavé vediet’, ako sa meni vel'kost' stahovaného stboru v case. Skuste
preto zistit' odpovede na nasledujtce tlohy (je mozné, Ze niektoré z nich ste uz vyriesili pocas rieSenia
prvej dlohy):

Uloha & 2: Kol'ko dat bolo stiahnutych po prvej mindte?

2 Ako som neskor zistil, z pévodného obrédzka, v ktorom sa graf postiva rychlostou 1 pixel za sekundu, sa tdaj zistit' dal.
Obévam sa ale, Ze aj v tlacenej verzii aj v .pdf verzii dokumentu sa tento tdaj stratil, pretoZe obrazok bol roztiahnuty na
sirku strany.

3 https://www.univie.ac.at/hwastro/rare/1515_ptolemae.htm
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Uloha ¢. 3:  V akom ¢ase som poprosil rodinu, aby vypli YouTube, lebo potrebujem stibor rychlo
dost’ahovat’, aby sa mi vosiel graf do zdznamu?

Uloha & 4:  Kol'ko dét sa stiahlo od 280-tej do 430-tej sekundy st'ahovania?

Uloha & 5:  Kol'ko dét sa stiahlo od 430-tej do 500-tej sekundy st’ahovania?

Uloha ¢&. 6:  Skste nakreslit’ graf zavislosti mnozstva stiahnutych déat od ¢asu.

Uloha & 7: Aké bola priemernd rychlost’ stahovania?



4

5

SPRAVY

Jednotky

Neistotu vzbudila otdzka, v akych jednotkéch st vlastne dostupné tidaje — ¢i ide o kilobity alebo
kilobajty alebo este nieco iné. Pre veci neznalych — v pocitacoch sa zvykne vetko prekdédovat’ na nuly
a jednotky. Jeden bit (znatka je [b]) je prave jedna nula alebo jednotka. Ked’ sa d4 takychto nul alebo
jednotiek vedl'a seba osem, je to jeden bajt (po anglicky byte, znatka [B]). Do 6smich bitov — teda do jed-
ného bajtu — viete zakédovat’ ¢islo od o do 255 a do toho sa da uz celkom dobre schovat’ abeceda. Ked’

.....

.....

pretoZe to ¢islo je osemkrat vacsie, ako ten isty tdaj v kilobajtoch ¢i megabajtoch za sekundu, vyzera
to lepSie a lepsie sa to predava. Preto si nejaki I'udia najprv mysleli, Ze ked’ sa bavime o prenosovej
rychlosti, tidaj je v kilobitoch za sekundu a chceli to prepocitavat’ na bajty. Nie je to ale tak, program,
ktory som pouZil, pracuje s bajtami.

Druhy problém je, Ze ani kilobajty za sekundu [kB/s] nie st presne td jednotka, ktort graf pouZziva.
Namiesto toho pouziva kibibajty za sekundu [KiB/s]. Kilobajt je tisic bajtov tak, ako sme navyknuti
z metrickej ststavy. Ked'Ze informatici pracuja s nulami a jednotkami, tisic pre nich ale ¢asto nie je ten
optimélny ndsobok, s ktorym by chceli pracovat’. Ned’aleko ¢isla 1000 sa vSak nachddza ¢islo 1024, ¢o
je 210 (v stistave nul a jednotiek — teda v dvojkovej stistave — sa zapisuje ako 10000 000 000, &o je krasne
okruhle ¢islo), ktoré informatikom vyhovuje niekedy viac. Kibibajt je teda 1024 bajtov. Informatikom
sa to hodi a ak to ndhodou niekto pochopi ako kilobajt, az tak vel'mi sa nepomyli. Ale je dobré mat’
na pamati, Ze nas vysledok bude v kibibajtoch, lebo tidaje o vel'kosti tych stiborov na webe viedenskej
univerzity sa v kilobajtoch a ak si chce ¢lovek porovnat’ svoj vysledok so skutoénou vel'kost'ou, treba
si to prepocitat’.

Niekto sa ma pytal, ¢i oznacenie jednotky naozaj ma byt KiB a nie kiB. Tvrdil som, Ze moZno to
druhé, ale Ze ako program napisal, tak som urobil snimku obrazovky. Overoval som to ale na wikipedii
a zistil som, Ze to majd dobre a kibibajt m4a naozaj znacku KiB. Podobne mebibaijt, ¢o je 10242 teda
1048576 teda 100000000 000000000 0005 bajtov ma znatku MiB.* Nepliest’ si s MB, ¢o je 10° B, ani
s MuZmi v ¢iernom.>

Uloha 1

Pri tejto dlohe bolo treba graf merat/, aby sa dalo zistit/, v akych ¢asoch dochddzalo v siet'ovej
prevadzke k zdsadnym zmendm. Vzhl'adom na katastrofalny nedostatok pravitok v triede sa siahalo
po roznych improvizovanych néstrojoch, zvlast’ populdrna sa ukdzala byt jednotka jeden Kelbel, po-
uzivand Davidom a Mat'om. (I8lo o vzdialenost' dvoch nemeckych slovi¢ok na pracovnom liste, jed-
notka bola nazvand na pocest’ profesorky nemciny.) Na kazdom tseku sa odhadla priemerna rychlost’
stahovania, vyndsobila sa trvanim tseku a ziskané tidaje sa s¢itali. Aj napriek improvizovanym pros-
triedkom boli dosiahnuté relativne dobré vysledky. Bolo prekvapivé, Ze vsetky vysledky, ktoré boli
dosiahnuté touto metdédou, boli vacsie, nez skutocnd vel'kost’ stiboru. Cely stiibor ma 157 MB a do-
hady boli va&Sinou asi o 10 MB vadsie. Uplne najbliZsie z tejto skupiny sa dostal Rigo, ktorému vyslo
158,6 MB.

Sa l'udia (konkrétne jednak Kubo, jednak Mat'o s Bashou, ktord bola na navsteve), ktorym sa takéto
odhadovanie zdalo mélo presné, stiahli si pdvodny obrazok s grafom a povedali si, Ze sa do grafu pustia

Zapis 1010,y znamend, Ze &islo je zapisané v dvojkovej stistave. Teda Ze je tam 1 osmicka (23), 0 tvoriek (22), 1 dvojka (21)
a 0 jednotiek (2°). Teda po nasom jeto &islo 8 + 2 &ize 10.
Men in Black je klasicka sci-fi akénd komédia. http://meninblack.wikia.com/wiki/Men_in_Black_Series
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stlpec po stlpci, pixel po pixeli. Ked'?e tidaje na grafe pribudajt rychlostou 1 pixel za sekundu, sta&i
spotitat’ vysky jednotlivych stipcov prepotitané na kibibajty a méme presné tdaje, kol'ko sme stiahli.

Kubo pouzil Photoshop, graf orezal vpravo, vlI'avo aj zhora (zhora to orezal na rychlosti 450 KiB/s),
zlikvidoval vodorovné ¢iary na pozadi a prehnal to farebnym filtrom tak, aby bolo pozadie ¢ierne a cely
zvySok obrdzka — ¢iZe graf — biely. Potom si nechal spocitat’, ko'ko ma obrazok bielych pixelov a kol'ko
vSetkych a v rovnakom pomere rozdelil ddaj 450 KiB/s - 724 s — tol'ko by sa stiahlo, keby bol obrazok
¢isto biely. Vysledna vel'kost’ siiboru mu vysla 154 MB, ¢o je asi o 3 MB menej, nez skutocnost’.

Obr. 1: Detail grafu

Mat'o s Bashou sa do toho pustili programdtorsky. Nev§imli si, Ze maja k dispozicii originalny
screenshot, spravili si screenshot z pdf-ka, ¢im prisli o informaéciu, Ze 1 pixel na Sirku je jedna sekunda,
ale to nebolo na prekdzku. Tiez najprv v GIMPe® upravili obrézok na dvojfarebny (Cierne pozadie
vs. zvy$ok), vyexportovali vo forméte .ppm vhodnom na spracovanie a v programe, ktory si napisali,
spotitali pixely a dostali horny odhad. Potom pre kazdy stlpec pridali do &ernej oblasti jeden pixel
a dostali dolny odhad.” Vyslo im to nejako rozumne, zabudli Zial' zaznamenat’, kol'ko. Tak som Mat'a
poprosil, aby to doma zratal eSte raz a poslal mi vysledok. Mat'o sa do toho pustil a odpisal, Ze
to nevyslo tak pekne ako na hodine. Ze to vychadza divne, dolny odhad Ze je 160000 KiB a horny
173000 KiB. (163,8 MB a 177,1 MB). Neskor vysledky trochu upravil. Ja som sa pustil do roboty tiez,
orezal som v GIMPe graf a vymazal som z neho nepodstatné detaily, aby ostalo iba vniitro, vonkajsok
a hranica. Dolny odhad uréeny modrou oblast'ou, ktord je zarucene celd vo vnitri grafu mi vysiel
161638 KiB, horny — teda vSetko mimo &iernej oblasti — vysiel 173067 KiB (165,5 MB a 177,2 MB). Oba
nase vysledky mali dve spolo¢né ¢rty —boli relativne blizko tidajov, ktoré namerali ostatni I'udia priamo
z papiera a spravna hodnota 157 MB bola o dost’ mensia, neZ nase dolné odhady. Chvil'u sme s Mat'om
Spekulovali, ¢im by to mohlo byt ale potom sme to nechali tak.

Nésledne som na radu moéjho syna Tomiho nainstaloval Whireshark.® To je program, ktory vie
zobrazit’, o sa deje pri siet'ovej komunikécii do dplnych detailov. Dal som znovu st'ahovat’ Almagest
a pozrel som sa, ako vyzeraju jednotlivé pakety, ktoré mi do pocitaca chodia. Dozvedel som sa toto:

Kazdy paket, ktory dorazil z Viedenskej univerzity s kiiskom Almagestu do mojho pocitaca, mal
1514 bajtov. Obsahoval jednak hlavicky, v ktorych boli tidaje o tom, odkial’ a kam ide, kedy bol poslany,
aky je dlhy, atd’. Okrem hlavi¢iek obsahoval samotné data. Tych bolo v kazdom pakete 1448 bajtov. Ak
teda chcem stiahnut’ stabor, ktory mé 157 MB, redlne musim kvoli tym hlavickdm stiahnut’ toho viac.
Konkrétne 157 - % = 164,2 MB. Okrem toho dorazia niektoré pakety duplicitne, pretoZe potvrdenka

6 Vol'ne pristupny softvér na pracu s obrazkami http://www.gimp.org
7 Ked’ sa pozriete na obrdzok 1, moZete si vSimnut/, Ze pridat’ jeden pixel nemusi stacit’, pretoZe t4 hranica je niekedy vyssia.
8 Vol'ne pristupny na https://www.wireshark.org
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https://www.wireshark.org

Spravy |

od klienta nepri$la vcas a niektoré dorazia poskodené, takZe si ich klient vyZiada znovu, ¢o eSte zvysi
mnozZstvo prenesenych dat. V kaZdom pripade l'udia, ktorym to vyslo viac nez o¢akdvanych 157 MB,
mali Gplnt pravdu.

Uloha 6

Povab tejto tlohy je v tom, Ze jej rieSenie v sebe skryva rieSenie vSetkych ostatnych tdloh z tejto
kapitoly. Pri konstrukcii grafu treba najprv zistit, v akom case doslo k zmendm v rychlosti siet'ovej
prevadzky, potom si v tychto bodoch vypocitat’, kol'ko sa toho stiahlo, naniest' do grafu a pospéjat’.
V d’alSom budt pouzité DuSanove déta:

Trvanie | Rychlost’ | Koniec | Stiahnuté | Stiahnuté spolu
0 0

30 360 30 10 800 10 800

18 8o 48 1 440 12 240

72 360 120 25 920 38 160

174 8o 204 13 920 52 080

154 175 448 26 950 79 030

32 360 480 11 520 90 550

45 140 525 6 300 96 850

199 360 724 71 640 168 490

V prvych dvoch stlpcoch mé Dusan tdaje, ktoré nameral — kol'ko trvaju jednotlivé tseky a ako
rychlo sa stbor st'ahuje. V tret'om stlpci si vypocital, v akom ¢ase jednotlivé tdseky konéia, v $tvrtom
kol'ko dét pocas jednotlivych tisekov stiahol a v poslednom stlpci scital ¢isla zo Stvrtého, aby zistil,
kol'ko toho bolo stiahnutého na konci jednotlivych tisekov. Z tretieho a piateho stlpca nakoniec urobil
graf:
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Obr. 2: DuSanov graf
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Graf stale sttipa (pretoZe zo stiboru neubuda a siet’ nepadla, takZe vzdy nie¢o pribtidalo). Cim sa
st'ahovalo rychlejsie, tym je graf strmsi. Tiez si modZete vSimnut/, Ze sklon grafu na kazdom tseku, kde
isla siet’ naplno, je rovnaky.

Ak by sme pomocou tohto grafu chceli rie$it’ napriklad tlohu 5, teda kol'ko dét sa stiahlo medzi
430-tou a 500-tou sekundou, pozrieme sa, aké hodnoty ma graf v ¢ase 430 a v Case 500 a spravime
rozdiel.

Vedeli by ste v tomto grafe néjst’ rieSenie tlohy 7?

Na hodine sme riesili otazku, ako by graf vyzeral, keby sa pripocitavali prirastky po sekunde. Ked’
som pocital ti vel'kost/, tak som si napisal program v jazyku Python a pri tej prileZitosti som si nechal
spotitat’ pixely v jednotlivych stipcoch a taky graf urobil.” Celkom sa na ten Dusanov podoba:
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Obr. 3: Moj graf s prirastkami po sekunde

9 Pouzil som dolné odhady — bral som teda iba tie pixely, ktoré sa zaruéene nachadzali vo vnutri grafu.



TERMOSTAT A GRAFY

Ako uz nazov napovedd, tito kapitola bude o termostate.’® Existuje viacero druhov termostatov.
Jednoduché termostaty, aky méte napriklad v rtre na pecenie, funguju tak, Ze nechajt raru zohrievat/,
ako to len ide a ked’ zistia, Ze teplota prekrocila stanoventi medzu, tak vyhrievanie vypnu a ¢akajd,
kym rara vychladne sama. ZloZitejSie chemické pristroje sa daji nastavit’ tak, aby latku ohrievali po-
maly. A domové termostaty maji pod kontrolou nielen kurenie, ale aj klimatizéciu, pretoZe keby pri
Styridsat'stupriovych pédl'avach iba vypli kirenie, teplota by na dvadsat’ stupriov neklesla.

Termostat, o ktorom bude re¢ v tejto kapitole, je univerzalny genidlny termostat (UGT) a zvldda
vSetky tieto ¢innosti a eSte mnohé iné. Sta¢i mu len nastavit, ako ma teplotu menit’ a on sa postara.
Ked' napriklad chcete, aby najbliZsie tri hodiny zvysSoval teplotu rychlostou dva stupne za hodinu
a potom ta teplotu uz nemenil, podstréite mu takyto graf:

T[°C/h] A

t[h]

Obr. 4: Prvé nastavenie termostatu

T4 bodka nad T je spdsob, akym fyzici znadia, Ze nehovoria priamo o teplote, ale o tom, ako rychlo
sa ta teplota meni v case. Keby sme chceli vediet,, ako sa bude spravat’ priamo teplota, tak mame
bohaté sktsenosti z predoslej kapitoly a patri¢ny graf si nakreslit' vieme. MoZete sa nim pokochat’ na
obrazku s.

10 Téato kapitola je vel'mi silno inSpirovana prednaskou Jana Zabku, ktorti som mal td &est’ si vypocut’ na ucitel'skej konferencii
Pytagoras v lete 2014. On sice vtedy rozpréaval o kohttikoch a o vani, pointa vSak zostane zachovand, aj ked’ budeme hovorit
o termostate. Jano vravel, Ze pévodnd idea pochddza od Tomasa Hechta.
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t[h]

Obr. 5: Teplota pri prvom nastaveni termostatu

Uloha ¢ 1:  Naozaj dobre si obzrite prvé nastavenie termostatu, aj graf teploty pri tomto prvom na-
staveni, aby ste si boli isti v tom, ¢o tieto grafy hovoria. Ak si isti nie ste, porozpravajte sa
o tom s niekym zo svojho okolia.

Uloha 1 je skutoéne dolezitd. V tejto kapitole totiZ nepdjde o ni¢ iné, neZ o to, nautit’ sa ovladat
UGT, zistit/, ¢o spravia s teplotou grafy, ktoré mu podstréite, ¢i naopak, podstréit’ mu taky graf, aby
teplota robila to, ¢o chcete.

Uloha & 2:  Ako sa bude spréavat’ teplota pri tomto nastaveni termostatu?

T[C]
T[°C/h] A A

t[h]

t[h]



Uloha &. 3: A pri tomto?

T[C]
T[°C/h] A

tfh]

'
tfh]

Uloha ¢. 4: A pri tomto nastaveni UGT? M4 t4 tloha vobec riesenie, ktoré sa vam vojde do grafu
vpravo?

T[C]
T[°C/h] A

A

t[h]

t[h]

Uloha &. 5: M4 dloha 4 eSte iné rieSenie, ktoré sa vojde do grafu? A eSte iné?
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Uloha & 6:  Najdite ¢o najviac rieseni, ktoré vyhovuja takémuto nastaveniu termostatu:

T[C]
T[°C/h] A

A

tfh]

>
t[h]

Uloha ¢.7:  Co bude robit’ teplota pri tomto nastaveni univerzalneho genidlneho termostatu? Viete
pritom, Ze teplota zac¢inala na nule.

T[C]
T[°C/h] A

A

Této tloha je obzvlast’ zdkerna. Ale spomerite si na predosla kapitolu. Tam ten graf vyze-
ral ovel'a hors$ie a poradili ste si.



Uloha & 8: Na nasledujicom grafe sme nastavili polkruznicu. Vedeli by ste ¢o najpresnejsie zistit/,
o kol'’ko stipne teplota po troch hodindch? O kol'ko sttipne po Siestich hodinach? (Ako sa
spréava teplota v inych ¢asoch, nds momentélne nezaujima.)

T[°C/h]

A

t[h]

Uloha & 9:  Skisme to teraz naopak. Ako treba nastavit' termostat, aby teplota mala nasledujtci prie-
beh?

T[C]
T[°C/h] A

A

t[h]

t[h]
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Uloha & 10: A ako ho nastavit, aby sa teplota sprévala takto:

T[C]
T[°C/h] A

A

t[h]

— >
t[h]
Uloha &. 11: Ako nastavit' termostat, aby sa teplota spravala takto?
T[C]
. A
T[C/h]
A
g

t[h]




Uloha &. 12:

T[°C/h]

29

Ako nastavit' termostat, aby sa teplota spravala takto? (Cast’ grafu ma tvar paraboly a je to
kvadratickd funkcia.)

T[C] A
A

Uloha &. 13:

— T
{[h]

Ak vam tato dloha nie¢im pripomina prva kapitolu, tieZ to nie je tak tplne ndhoda. Po-
kuste sa ju vyriesit' ¢o najpresnejsie.

Pri rieSeni tloh v tejto kapitole ste ziskali niekol'ko zaujimavych skisenosti. Vrat'te sa te-
raz na chvil'u k predoslym dvom kapitoldm a pozrite sa na hlavni tému jednej aj druhej
z nich vo svetle tychto novych skiisenosti. Ak vdm nieco zaujimavé napadlo, tak to sem za-
piste. ZapisSte sem aj nejaké d’alSie komentdare, pripomienky alebo prekvapenia, s ktorymi
ste sa stretli pocas tejto kapitoly.



30

11
12

| KAPITOLA 3. TERMOSTAT A GRAFY

SPRAVY

Na zaciatok dolezitd pozndmka — vSetky tie reci o univerzdlnom genidlnom termostate st len zas-
terka pre ovel'a univerzélnejSiu koncepciu. Pocas celej kapitoly je vzdy vl'avo graf toho, ako rychlo sa
nejaka veli¢ina meni a vpravo graf toho, aké hodnoty nadobtida. Pritom je va¢sinou jedno, ¢i je vlavo
rychlost’” a vpravo poloha telesa, vlI'avo rychlost’ stahovania a vpravo mnozstvo uz stiahnutych dat,
vlavo tdaj, ako vel'mi je otvoreny kohutik (pripadne odtok) a vpravo mnoZstvo vody vo vani alebo
vl'avo vykon termostatu a vpravo aktudlna teplota.

Uloha 7

Ulohy 1 aZ 6 va&Sinou nerobili problémy. Ked’ bolo na termostate nastavené, Ze najblizsie tri hodiny
ma teplota rast’ rychlostou 2°C/h, tak I'udia standardne vyznacili teplotu na zaciatku, o tri hodiny
zakreslili do grafu teplotu o Sest’ stupiiov vdc$iu a dané dva body spojili tse¢kou. Pri tlohe 4 si
uvedomili, Ze teplota na plnom zaciatku nie je zadana a ked’Ze naSmu univerzalnemu genidlnemu
termostatu nastavujeme iba to, ako sa teplota meni, tak si zaciatok mozu zvolit', aky chct. Tento drobny
detail sa casom ukaZze byt vel'mi doleZity.

Tento pristup spdjania bodov tiseckami sa vSak pri tlohe 7 ukdzal byt nepouZitelny. A to z na-
sledujiceho doévodu: Ked’ vieme, Ze pociatocnd teplota bola Ty a potom sa menila stalou rychlost'ou
2°C/h, tak vieme povedat, Ze v Case t bude teplota T = Ty + 2t. Tento vzt'ah funguje nie iba pre celé
hodiny, ale aj pre iné ¢asové tseky.'" Ked'Ze funkcia T = kt + g je linedrna' a linedrne funkcie maja
grafy priamky, tak pouZitie tiseciek je iplne namieste.

Problém s tlohou 7 ale je, Ze sa teplota stdlou rychlostou nemeni. Nebude teda stacit’ vypocitat’
teplotu na zaciatku a na konci, ale bude si treba poradit’ nejako inak. A I'udia si inak poradili.

David prisiel s fyzikalnym pristupom. Spomenul si, Ze situdcia v tlohe 7 je tplne rovnaka, ako ked’
sa pocita vo fyzike rovnomerne zrychleny pohyb. Vtedy sa tiez rychlost’ meni linedrne. Je celkom jedno,
¢i ide o rychlost’ zmeny drahy alebo rychlost’ zmeny teploty. No a drdha vtedy vysla ako kvadraticka
funkcia ¢asu. TakZe tvrdil, Ze aj teplota sa bude menit’ kvadraticky. Okrem toho tvrdil, Ze ak bude
na termostate kvadraticka funkcia, teplota sa bude menit’ kubicky, ak bude na termostate kubicka
funkcia, teplota bude polyném stvrtého stuptiia atd’. Nepovedal vsak, preco by takato fascinujtica vec
mala platit’, vravel iba, Ze fyzici to tak pocitaja.

Pet'o pouzil pristup z predchadzajiicej kapitoly. Pocas kazdej hodiny odhadol priemernt rychlost
zmeny teploty a takto vypocital, o kol'ko teplota v jednotlivych hodindch naréstla.

Urcite by vam nerobilo problémy vypocitat, o kol'’ko teplota narastie za 3,14 hodiny.

Ako linedrnu méte pravdepodobne vZitd funkciu y = kx + g. My mame teraz namiesto y teplotu (T) a namiesto x mame ¢as
(t). Okrem toho je kvocient g po¢iato¢nd teplota (Tp) a smernica k hovori, ako rychlo funkcia rastie (v naSom pripade mé k
konkrétnu hodnotu 2°C/h).
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Obr. 6: Pet'ov postup

Pet'ovu tivahu moZete vidiet na obrdzku 6. Za prvi hodinu teda teplota stipla o § stupiia, za

druht stapla o % stupna, za tretiu o % stupnia, za Stvrta o Z stupnia, za piatu o % stupna a za Siestu o %

stuptnia. Ak by bola pociato¢nd teplota nula (to nemusi byt/, to sme si zvolili), tak by sa teplota vyvijala
takto:

Po 1. hodine: % °C

Po 2. hodine: %—f—% = %OC

Po 3. hodine: 14242 = 2°C

Po 4. hodine: 1+3+3+7 = lboC
Pos.hodine: 143424749 = BoC

Po 6. hodine: 1+3+3+74 92411 = 36oC

Ked’' sme si v8imli ¢itatele tych zlomkov, ktoré vysli, tak Davidova tedria, Ze vysledok bude nejaka
kvadraticka funkcia — konkrétne funkcia T = % (plus pripadne nejakd pociato¢nd teplota Tp) ziskala
istti vdznost'. Teplota po Siestich hodinéch teda bude o 32 = 9°C vécsia.

Dusan to robil podobne ako Pet'o, ale s tym rozdielom, Ze pocas jednotlivych hodin nepocital
s priemernou zmenou teploty, ale s maximalnou — teda ratal, Ze pocas prvej hodiny sa bude teplota
menit’ rychlost'ou 0,5°C/h, pocas druhej hodiny rychlostou 1°C/h atd’. A vedel, Ze tak nedostane
presny vysledok, ale horny odhad. Jeho postup vidno na nasledujiicom obrazku:
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Obr. 7: Dusanov postup

Ak by sa zac¢inalo na nule, tak podl'a jeho spdsobu pocitania by boli medzivysledky po jednotlivych
hodinéach takéto:

Po 1. hodine: % °C

Po2 hodine: 142 = 3°C

Po3. hodine: 1+2%+3 = §°C

Po 4. hodine: 14243421 = 1eC
Pos.hodine: 1+2+3+3+3 = L°C
Po6.hodine: 1+2+4+3+2+5+5 = 2°C

Znalci si v8§imli, Ze itatele tych zlomkov tvoria aritmeticki postupnost’ a Ze takti postupnost’ vedia
s¢itat’. Vyprodukovali vSeobecnt formulku pre stav podl'a Dusanovho poéitania po n-tej hodine. Vyslo
im

(n+21)-n B "2+
2 4

To je zase kvadratickd funkcia (d’alsi argument v prospech Déavida). Vyslo to o 7 viac, ako Pet'ovi.
To je ale v poriadku, ratalo sa s tym, Ze to bude horny odhad skuto¢ného vysledku. DuSanovi vysla
teplota po Siestich hodindch o 26/¢ = 10,5 °C vacsia.

Pytal som sa, aké vysledky by sme dostali, keby sa robili horné odhady nie kazdt hodinu ale kazda
polhodinu a Arthur priSiel s elegantnym rieSenim. V prvom rade vyhlasil, Ze keby sme pocitali podl'a
Pet'ovho spdsobu, tak zmena teploty (ktora je rovnaka ako obsah tych schodikov na obrdzku 6) je rov-
nakd, ako plocha toho trojuholnika pod ¢ervenym grafom, pretoze z kazdého schodu tréi rovnaky kus
mimo vel'kého trojuholnika, ako v trojuholniku chyba. Ked” sme po¢itali podl'a Dusanovho sposobu,
dostali sme o 7 viac, takZe plocha tych pre¢nievajicich schodikov je 7.

13 Na to sa dalo prist’ aj tak, Ze plocha jedného pre¢nievajticeho schodiku je % a schodikov je n.
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Ked’ teraz nebudeme robit’ vypocty po hodine, ale po polhodine, tak zmena teploty za prva polho-
dinu ndm vyjde 0,5/ - 0,25 °C/h (to je obsah toho prvého schodika), zmena teploty za druhtd polhodinu
bude 0,5/ -0,5°C/h (to je obsah toho druhého schodika) atd’. Celkovad zmena teploty bude teda rov-
nakd, ako je obsah toho vysrafovaného schodist’a.

T[°C/h]

t[h]

Obr. 8: Arthurov postup

Pri tomto pristupe ndm oproti Pet'ovej verzii stile nejaké schody precnievaji. Ked' sa ale pozriete na
obrédzok 8, uvidite, Ze vel'kost’ pre¢nievajticej plochy sa o polovicu zmensila. Kazdému vysrafovanému
precnievajicemu trojuholnicku zodpoveda jeden biely, ktory patril do vypoctov, ked” sme ich robili
kazdd hodinu. (Dobre sa na obrdzok pozrite a pohl'adajte, ktory trojuholnicek to je.) Plocha novych
schodov bude teda (obsah trojuholnika pod grafom) plus (polovica obsahu pre¢nievajtcich schodikov
z minula)."* Rovnako je vidiet, Ze keby sme robili odhady kazda stvrthodinu, celkova zmena bude
%z + 1¢- A keby sme takto pokracovali d’alej, rozdiel oproti Pet' ovmu rieSeniu by sa stile zmen3oval.

V tejto faze debaty som pripomenul, ako sa ratalo v predoslej kapitole mnoZstvo stiahnutych dat po
jednotlivych pixeloch a rozmysl'ali sme, ¢i by sa nie¢o podobné nedalo pouZit’ aj tu. Keby sme pouzili
Pet'ovu metédu, tak sa ni¢ podstatné nezmeni. Podl'a Arthurovej tvahy o pre¢nievajticich a chybajtcich
trojuholni¢koch dostaneme stéle obsah trojuholnika pod grafom.

14 Toto v pripade Siestich hodin d4 zmenu 9,75 °C.
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Obr. 9: Zmena teploty metédou , pixel po pixeli”

Keby sme to robili Dusanovou metédou, dostaneme stdle o nieo viac, ako obsah trojuholnika
(pozrite obrdzok 9), ale ¢iIm mensie pixely zvolime, tym menej sa to bude 1i8it'. (To vyplyva z Arthurovej
tvahy o tom, Ze ked’ zmensime Sirku schodu na polovicu, zmensi sa aj rozdiel o polovicu a okrem toho
to je aj vidno. Ako sa ale ukdZe v budtcnosti, slovicko , vidno” je v istom zmysle oSemetné a treba
s nim narabat’ opatrne.)

V kazdom pripade, veci vyzeraju tak, Ze zmena teploty v danom case je rovnaka ako obsah tut-
varu pod grafom. TakZe ak chcem zistit’, o kol'ko mi teplota narastie v Case t, staci vypocitat’ obsah
patri¢ného trojuholnika (pozrite obrazok 10).

T[C/h] A

t/2
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Obr. 10: Zmena teploty v case t

Obsah trojuholnika’® je % = %. Teplota v case t bude teda T = % + Tp. David mal teda pravdu, Ze
pojde o kvadraticka funkciu. A Pet'o mal dobr intuiciu, ked” volil priemerné hodnoty.

Trik s obsahom, ktory bol préve objaveny, sa dal ndsledne vyuZit' pri rieSeni tlohy 8. Sta¢ilo vypo-
¢itat’ obsah Stvrt’kruhu a polkruhu s polomerom 3.

15 Tento vysledok uz sme dostali predtym z Pet'ovho sposobu pocitania a Arthurovej tvahy. Tam sme ho ale mali len pre celé
hodiny, pripadne pre nejaké jenmejsie delenia. Teraz sme ho drzo zovSeobecnili pre I'ubovol'ny ¢as.
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Ulohy 9 a 10 tieZ nerobili vaZnejie problémy. Teplota sa tam menila na jednotlivych intervaloch
stale rovnako. Stacilo sa pozriet’, o kol'ko sa zmeni za hodinu a podl'a toho nastavit’ termostat. V tejto
savislosti je patri¢né pripomentt, Ze ked’ sa nejakd veli¢ina menti stdle rovnako, teda ked’ je jej grafom
priamka, tak sa jedna o linedrnu funkciu. Taka funkcia ma zadpis y = kx + g (za predpokladu, Ze x
je vstupnd premennd a y vysledok). A to ,,0 kol'ko sa zmeni hodnota funkcie, ked” sa x zmeni o 1”
mi hovori préve konstanta k, ktord sa nazyva smernica. (Po anglicky sa tomuto ¢&islu hovori |, slope”
— sklon. Tento ndzov este lepsie vystihuje, ¢o to ¢islo vlastne znamend.) V tlohe 10 mohlo niektorych

I'udi miast’, Ze to, ako rychlo teplota réstla ¢i klesala, nemuselo vzdy byt celé ¢islo. Ale aj necelé ¢isla
su ¢isla.

Uloha 11

Ako vel'mi zaujimavé sa ukézala byt’ tloha 11. Teplotny graf sa tam menil skokovo. Prva reakcia
vacsiny pritomnych bola, Ze sa to ned4, ale zddvodnit’ to nebolo celkom jednoduché. Dusan prisiel so
zaujimavym ndpadom, Ze termostat by sa nastavil tak, ako mozete vidiet' na obrdzku 11.

T[°C/h] A
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Obr. 11: DuSanovo rieSenie

Ked'Ze teplota sa vac¢Sinu ¢asu nemeni, tak hodnota termostatu musi byt skoro vSade na nule. Ked’
ale potrebujeme dosiahnut’, aby sa v stvrtej hodine okamzite ochladilo o dva stupne, tak sa vratime
v Case o dve hodiny dozadu a zatneme chladit’ rychlostou jeden stupeni za hodinu. Rovnaky trik
spravime aj v siedmej hodine.

Tento pristup ale vyZaduje jednak cestovanie v ¢ase, jednak aspor dva paralelné vesmiry, ked'ze
napr. pocas tretej a Stvrtej hodiny mé termostat sticasne udrzovat’ teplotu stdle rovnaku aj chladit’
o0 jeden stupeni za hodinu a to v jednom vesmire naraz dost’ dobre nejde. Okrem toho by sme museli
vediet' medzi tymito vesmirmi podl'a potreby prepinat’. Usudili sme, Ze to st prili§ silné podmienky
dokonca aj pre univerzdlny genidlny termostat a Ze to teda asi nebude dobré rieSenie.

V tomto momente sme si tieZ v8imli, Ze problém s paralelnymi vesmirmi sa ndm vyskytol uz
v zadani dlohy (a aj v mnohych d’alsich tlohach tejto kapitoly). Ak sa lepsie pozriete na graf zadania,
vidite, Ze sa od vés napriklad chce, aby v ¢ase Styri hodiny bola teplota naraz 3 °C aj 5 °C, ¢o sa celkom
dobre neda. Zatial' sme to ale nepokladali za nejaky vazny problém.

Zaujimavy doévod, preco dloha 11 nebude mat’ rieSenie, predniesol David. Tiez zacal s tym, Ze
termostat musi byt skoro v3ade nastaveny tak, aby teplotu nemenil. Vynimku tvoria iba dva body -
¢as 4 hodiny a ¢as 7 hodin. Ako mé byt’ nastaveny termostat v tychto ¢asoch?
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Hodnota urcite musi byt’ zaporna, ked'Ze teplota nam klesne. David tvrdil, Ze td hodnota musi byt
—oo. Na otdzku, Ze preco, vravel, Ze ind byt' nemoZe a po chvili dohadovania sme prisli na to, Ze keby
bola nejaka ind, napriklad —1000°C/h, tak by to zlyhalo na tom, Ze uZ miliéntinu hodiny po Stvrtej
potrebujeme, aby bola teplota 3 °C a nie 5 °C. To ale znamen4, Ze t4 rychlost’ chladnutia musi byt’ vdcsia
ako —2°C/miliéntina hodiny, ¢o je —2000000 °C/h, takze tych —1000 °C/h je mélo. A Gplne rovnakou
fintou ukdZeme, Ze malo je hocico iné, nez —oo °C/h, staci zobrat’ dostato¢ne kratky cas po Stvrtej, aby
to bolo vidno.

Problém ale je, Ze ani keby sme vedeli nastavit' nd$ termostat na —c0°C/h, tak to neriesi nas
problém, pretoZe rovnako by ndm to vyslo, keby sme chceli okamZite zniZit' teplotu nie iba 0 2°C ale
aj o 5 alebo 80 °C. Tak by sa nam mohlo stat’, Ze pri tomto nastaveni by univerzalny genidlny termostat
teplotu stiahol na absolatnu nulu a nemohli by sme protestovat’, Ze spravil nie¢o nespravne (okrem
toho, Ze porusil treti termodynamicky zdkon). A ked'Ze ani kone¢né ani nekone¢né hodnoty nefungujd,
tak tloha nema rieSenie.

Viaceri I'udia sa v tomto momente ozvali, Ze také funkcie, ktoré sa menia skokovo, st nejaké divné.
Zaujimavé bolo, preco tato otdzka prisla na pretras aZ teraz. TotiZ v zadani vSetkych tloh od prvej az
po siedmu také funkcie boli a vtedy si nikto ni¢ nevsimol. To viedlo k debate o tom, ¢i sa rychlost
moZe skokovo menit'. Nakoniec sme usidili, Ze zaleZi od toho, rychlost’ ¢oho meriame. Ked” napriklad
meriame rychlost’ st'ahovania stboru, tak staéi vytiahnut' siet ovy kdbel z pocitaca a data sa prestand
stahovat’ okamzite a rychlost’ klesne na nulu hned’. Ked” meriame rychlost’ pohybu telesa, tak keby
sa ta rychlost’ zmenila skokovo, tak by sme tym Davidovym spdsobom vedeli ukazat’, Ze zrychlenie
musi byt’ nekone¢né. A ked'Ze podl'a Newtonovho zdkona je zrychlenie priamo timerné sile, ktora ho
sposobuje, tak aj td by musela byt nekonecnd a to sa nebude dat’. (Tento argument prisiel myslim od
Mat'a.)

Na zdver spomernime, Ze napriek tomu, Ze sme tak pekne ukdzali, Ze tloha z matematického uhla
pohl'adu nebude mat’ rieSenie, fyzici v niektorych situdciach pouZzivaja objekty, ktoré z matematického
hl'adiska vel'’ky zmysel nedavaju, ale fyzikom sa hodia. Medzi takéto objekty patri napriklad Diracova
delta funkcia.’® Je to funkcia, ktord ma vade hodnotu 0, okrem bodu x = 0, v ktorom md hodnotu
co. Navyse je obsah plochy pod touto funkciou rovny 1. Vedeli by ste tilohu vyrieSit' pomocou takejto
funkcie?

Uloha 12

Uloha 12 sa ukazala byt tieZ zaujimava. Teplota sa totiZ menila nie po lomenej iare, ale po parabole.
RieSenie, s ktorym prisiel Tomas, vyzeralo priblizne takto: Ked’ sa pozriem na graf, vidim, Ze teplota
mi za prvid hodinu stapla o 3°C, za druhtt o 2°C, za tretiu o 1°C, za stvrtd o 0°C, za piatu o —1°C
atd’. Tak skasim, ¢o spravi nasledujiice nastavenie termostatu, v ktorom za¢nem na vykone 3°C/h
a potom budem o stupeti za hodinu klesat':

16 https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function


https://en.wikipedia.org/wiki/Dirac_delta_function

Spravy | 37

T[C/h]

A

> ([h]

Obr. 12: Tomas - 1. pokus

Ked’ sa ale pozriem na plochu pod grafom za prva hodinu, vidim, Ze je to iba dva a pol $tvorceka,
takZe za prva hodinu by mi teplota sttipla iba o 2,5°C a nie o 3°C. Musim teda cely graf posunat’
vyssie. Posuniem ho cely vyssie o pol stuptia a potom uz to bude fungovat'.

T[°C/h] A
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Obr. 13: Tomas - 2. pokus

Ked’ sa pozrieme na obrazok 13, tak je vidno, Ze pre celé hodiny to naozaj funguje. Za prva hodinu
teplota vzrastie o 3°C, za druhti o 2°C atd’. Otdzka bola, ¢i to funguje aj pre tie ¢asy medzitym. Aby
sme to zistili, potrebovali sme spravit’ dve veci: jednak sme potrebovali zistit’, aky obsah bude pod
grafom tej Tomdasovej priamky, jednak sme potrebovali ndjst’ rovnicu tej paraboly zo zadania.

Obsah pod grafom sme rétali takto: Tomé&Sova priamka méd smernicu —1 a kvocient 3,5 (v tom ¢isle
pretina os y), takZe rovnicu bude mat' y = —x + 3,5 (teda presnejsie T = —t + 3,5). Oblast’ pod grafom
medzi ¢asmi 0 a t je lichobeznik. Ten mé vysku t, jednu zakladfiu dizky 3,5 a druha —t + 3,5. Jeho

strednd prietka je priemer zdkladni, teda =57 a obsah je vygka krét strednd priecka, teda W =

AT — 052 +3,5¢.
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Pri tomto pocitani sme nebrali do tivahy, Ze ak berieme ¢as vacsi ako tri a pol hodiny, tak namiesto
pocitania obsahu lichobeZnika treba od jedného obsahu trojuholnika (nad nulou) odé&itat’” obsah men-
Sieho trojuholnika (pod nulou). Ked’ sa na to ale pozriete lepsie, tak ten rozdiel aj tak bude lichobeznik.
Tentokrat s vySkou 7 — t a zakladriami 3,5 a t — 3,5. Obsah vyjde rovnako ako predtym.

Pod'me sa teraz pozriet’ na tii parabolu zo zadania. Vieme, Ze kvadraticka funkcia ma vSeobecnt
rovnicu y = ax? + bx + c. Dalej vieme, Ze td nasa kvadraticka funkcia prechadza cez body [0,0], [1,3]
a [2,5]. To znamend, ze ak do tej kvadratickej funkcie dosadime 0, m4 nam vyjst’ 0, ak dosadime 1, ma
nam vyjst' 3 a ak dosadime 2, ma ndm vyjst' 5. To znamené, Ze:

0 = a-02 +

b-0 + ¢
3 = 4-12 + b1 + ¢
5 = a-22 + b2 + ¢
Cize
0 = c
3 = a + b + c
5 = 4a + 2b + ¢
To je ale suistava rovnic, ktort vieme vyrieSit'. Ked” sme ju vyriesili, dostali sme, ze a = —0,5, b = 3,5
a ¢ = 0. Nasa parabola ma teda rovnicu y = —0,5 x2+35x, a teda je to pre kazdé t presne t4 plocha,

ktora ostava pod tym TomdaSovym grafom.



dx, dy A INE d (NAPRIKLAD DE-RIVACIE)

Na zéver prvej kapitoly ste dostali tlohu na premyslenie. Ta tloha znela takto: Ako rychlo sa meni
funkciay = —4,8 x2+9,8x—1,ak je x = 0,4? Ako by sa vobec dalo nieco také zistit'? Co to m4 spolo¢né
s tlohou 7 z prvej kapitoly? Co m4 ta funkcia spoloéné s hadzanim lopticky?

Jedna z moznych reakcii na dlohu je nasledujtuca: , Ak je x = 0,4, tak td funkcia ma hodnotu
2,152 a ta hodnota sa jednoducho nemeni.”'” T4to reakcia je v istom zmysle tplne presnd. Na druhej
strane pripomina d'alSiu zo Zenonovych apérii. Zenon bol ten grécky filozof, ktorého sme spominali
v prvej kapitole a ktory tvrdil, Ze pohyb neexistuje. A d’alsi z jeho argumentov, pre¢o pohyb neexistuje,
bol nasledujtci: ,,Ak sa letiaci 8ip nachddza v kaZdom okamihu na svojom mieste, tak je v kazdom
jednotlivom okamihu nehybny. Ak by sa totiZ v nejakom okamihu pohyboval, nebol by na svojom
mieste.”’® Oba tieto pohl'ady hovoria o tom istom. Ich podobnost’ zv1ast' vynikne, ked’ porovname
graf funkcie a zdznam polohy tenisovej lopticky z prvej kapitoly. Na obrazku 14 mozete vidiet/, ako
presne zmienena funkcia zodpovedad pohybu lopticky. Graf funkcie je Zlty, vyska lopticky v danom
tase je vyznacena Ciernymi $tvoréekmi. Cierne $tvoréeky zalinaju piatou snimkou (Zas 0,2s), pretoZe
priblizne vtedy opustila lopticka Andinu ruku.

4,5
4
3,5
3
2,5
2
1,5

1

0,5
0 02 04 06 038 1 1,2 1.4 16 18 2
Obr. 14: Funkcia vs. lopticka

Desiaty snimok (teda Siesty Stvorcek) zodpoveda presne ¢asu 0,4s od zaciatku hodu. No a tvrdit/,
Ze funkcia sa v tom bode nemeni, je to isté, ako tvrdit’, Ze sa v tom okamihu nemeni poloha lopticky.

17 Autorom tejto reakcie je MiSo Péalenik.
18 Citované z knihy Martina MojZiSa Tri hlavy draka (veda z ¢asopisu .tyzderi), W PRESS, Bratislava (2014). Celt knizku vrelo
odportcam.
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Ak ale spolu so Zenonom nerezignujeme na snahu ten pohyb nejako zmysluplne popisat/, tak by sme
to mali nejako vymysliet’ aj s tou funkciou.

Popiseme fintu, ktorou takéto tlohy riesil Pierre de Fermat a popiSeme ju jazykom, ktory zaviedol
Gottfried Wilhelm Leibniz. Budeme sa pritom odvolévat’ na skiisenosti, ktoré ste nadobudli v predos-
lych kapitolach.

Uz vieme, Ze hodnota funkcie y = —4,8 x2+9,8x—1vbodex =04 je —4,8- 0,42+938-0,4—1, ¢ize
2,152. Aké bude hodnota tejto funkcie ,,0 jedno filmové policko neskor”? Samozrejme, zaleZi na tom,
ako rychlo bezi kamera a kol'ko ¢asu jedna snimka zaberie. Nech je d’alsie policko nasnimané neskor
o miniatirny okamih, ktory si oznaéime dx, teda na mieste 0,4 4+ dx."” Aka bude hodnota funkcie
v tomto bode? No predsa

—48-(04+dx)>+98-(044dx) —1

Ak teda chceme zistit’ rychlost’, akou sa funkcia v mieste x = 0,4 meni, staci sa pozriet, o kol'ko sa
ndm zmenilo y, ked’ sme sa posunuli o dx. Tato hodnota sa zvykne oznacovat’ dy (¢itajte ako ,malicky
kasok y*). Tento vysledok potom treba vydelit’ ,,casom medzi snimkami”, teda tym dx. Ak si funkciu
zapiSeme tradi¢nym sposobom y = f(x), hodnota, o ktort sa zmenilo y, je v mieste x = 0,4 rovna
dy = f(04+dx) — £(0,4). Ked' to dosadime do nasej funkcie a vysledok upravime, dostaneme

dy = —4,8-(04+dx)>+98-(04+dx) —1—(—48-042+9,8-04—1) =

= —4,8-(0,16 +0,8dx +dx*) +3,92+9,8dx —1+4,8-0,16 —392+1 =
= —0,768 — 3,84dx — 4,8dx* +392+98dx —1 +0,768 =392 +1 =

=596dx — 4,8dx?

Pozorne si vSetky tpravy prezrite a pochopte.*”

Ked’ teraz chceme zistit’ rychlost’, akou sa funkcia meni, musime ,drahu” dy vydelit’ ,éasom” dx.
Dostaneme w = 5,96 — 4,8dx. Tento vysledok evidentne stale zavisi od toho, aké vel'ké dx
si na zaciatku zvolime. Cim bude nasa kamera kvalitnejsia, teda ¢im kratsi bude tsek dx, tym lepsi
vysledok dostaneme. S istou ddvkou drzosti teda dx v tomto momente zanedbame tplne a rychlost/,

akou nasa funkcia v mieste x = 0,4 rastie, bude preto 5,96.

Uloha ¢. 1:  Este raz si poriadne pozrite predosly vypocet, aby ste si boli isti, ¢o sa v fiom vlastne
udialo.

Uloha ¢&. 2:  Porovnajte vysledok, ktory sme dostali, s vysledkom tlohy 7 z prvej kapitoly. O kol'’ko sa
1i8i?

Uloha ¢&. 3:  Vypotitajte rovnakym spdsobom, ako rychlo sa meni funkcia y = —4,8x% +9,8x — 1
v bode x = 1,5. Co sa mdzete dozvediet' z toho, aké znamienko bude mat’ vysledok?

19 Pozor! To dx je jeden symbol. Neznamend to ,dé krét iks”. Znamena to , malicky ktsok z x*. Pre za¢iato¢nikov tato symbolika
posobi trosku méttco, ale ¢asom si zvyknete.
20 Pripomeiime, Ze potas tipravy sme umoctiovali na druhu dvojélen (0,4 + dx)2 =0424+2-04 - dx + dx2.



Uloh podobnych tlohe 3 sa d4 samozrejme vymysliet' vel’ké mnoZstvo. Pre kazdt hodnotu x jedna.
Ak by mal ale ¢lovek hl'adat’ rychlost’ pre pédtnéste x, za¢ne premysl'at’, ¢i by sa nedali nejakym spo-
sobom vypocitat’ vietky naraz. Ide to a vypocty budi dokonca prehl'adnejsie, nez ked” ste pocitali
tlohu 3. Postup bude tplne rovnaky, iba ho uskutoénime s premennou x vSeobecne namiesto toho,
aby sme za x dosadili nejakta konkrétnu hodnotu. Najprv vypocitame hodnotu dy, ktord nam povie,
o kol'ko sa zmeni y medzi dvoma snimkami, ktoré st v ¢asoch x a x + dx. Teda dy = f(x +dx) — f(x).
A ked’ budeme chciet’ vediet’, ako rychlo sa funkcia v bode x meni, vypocitame Z—Z.

Pod’'me teda pocitat’ dy:

dy =48 (x+dx)>+98- (x+dx) —1— (—48x*+98x—1) =

= 48 (2 +2xdx+dx*)+98- (x +dx) —1+48x* —98x+1=
= —48x> —9,6xdx —4,8dx> +9,8x +98dx —1+4,8x>—9,8x+1=
= (—9,6x +9,8)dx — 4,8dx>

Rychlost’ zmeny funkcie y v bode x bude Z—Z, ¢ize —9,6 x +9,8 — 4,8dx. V tejto faze opét’ zoberieme
dx najmensSie moZné, ¢iZe ho $t'astne zanedbdme a dostaneme, Ze nasa pévodna funkcia v bode x rastie
rychlostou —9,6 x + 9,8. Tato nova funkcia Z—Z, ktord hovori, ako rychlo sa pévodné funkcia y v bode x
meni, sa nazyva derivdcia funkcie y.

Uloha & 4:  Zase si to poriadne pretitajte a pochopte.

Uloha & 5: Dosad’te do derivacie, ktord sme prave vypotitali, za x hodnoty 0,4 a 1,5 a porovnajte
s predoslymi vysledkami.

Uloha ¢&. 6:  Vedeli by ste z derivacie zistit/, pre aké x povodna funkcia nadobudla najva¢iu hodnotu?

Uloha &. 7 Vypotitajte s pomocou derivacie znovu tlohu 11 z prvej kapitoly. Porovnajte novy vysle-
dok s vysledkom, ktory vam vysiel vtedy.

Uloha¢.8: V prvej kapitole sme rychlost’ vedeli vypocitat’ viacerymi sposobmi. Jeden z nich bol, Ze
ked’” sme pocitali rychlost’ v nejakej snimke, zobrali sme rozdiel poldh lopticky v okolitych
snimkach a vydelili trvanim dvoch snimok. Ak by sme chceli uréovat’ rychlost’ rastu
funkcie rovnako, treba zistit’, comu sa rovna w

funkcie tymto spésobom.

. Skuste ndjst’ derivaciu nasej
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Funkcia, s ktorou sme pracovali doteraz, je predsa len trochu komplikovana — vyrobili sme ju tak,
aby ¢o najlepsie zodpovedala letu lopticky. Pod'me sa pozriet’, ako vyzeraji derivacie jednoduchsich
funkcif:

Uloha ¢. 9:  Zistite, ako rychlo sa meni v bode x funkcia y = x2.

Uloha &. 10: Zistite, ako rychlo sa meni v bode x funkcia y = 3x.

Uloha &. 11: Zistite, ako rychlo sa meni v bode x funkcia y = 5.

Uloha &. 12: Zistite, ako rychlo sa meni v bode x funkcia y = x? + 3x + 5. Ako suvisi vysledok tejto
dlohy s vysledkom predoslych troch? Pre aké x dosiahne funkcia y najmensiu hodnotu?
Kol'ko to bude?

Uloha & 13: V tlohe 12 z kapitoly 3 bola na grafe vpravo zakreslend ast’ funkcie y = —1x2 + Zx.
N4jdite jej derivaciu a nakreslite graf tej derivdcie. Porovnajte s vysledkom, ktory vysiel
vtedy.



Uloha & 14: Aky by bol zapis funkcie, ktora je derivaciou funkcie, ktora je zadana v tlohe 10 z kapitoly
3 vpravo?

Uloha ¢&. 15: Aké bude derivacia funkcie y = x3?

Uloha &. 16: Vymyslite funkciu, ktora bude mat’ derivaciu y = 3x.

Uloha &. 17: Vymyslite iné dve také funkcie.

Uloha ¢&. 18: Vymyslite funkciu, ktord bude mat’ derivaciu y = x? +3x + 1.
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SPRAVY

Na tivod asi najdolezitej$ia pozndmka, ktord sa v8ak odohrala neverejne, cez prestavku po hodine.
David pozeral na tie veci, ktoré sa v Stvrtej kapitole pocitali a vyhlésil: ,,Ale, Anino, to je nejaky
podvod.”?" Napriek tomu, Ze sa v tychto spravach nedozviete Ziadne d’alSie detaily, dovolim si eSte
raz zdoOraznit/, Ze sa jedna o pravdepodobne najdoleZitejSiu poznamku k celej kapitole.

Samotné pocitanie tloh va¢sinou vadZne problémy nerobilo. Ludia sa mylili hlavne v znamienkach
a ked’ sa tieto chyby odstranili, k vysledku sa dopracovali. Problémy nerobila ani myslienka vypocitat’
derivéciu pre vSeobecné x a potom uZ iba do vzniknutej funkcie Z—Z = —9,6x + 9,8 dosadzovat’ za x
jednotlivé hodnoty, ked’ sme chceli vediet, ako rychlo funkcia y = —4,8 x> + 9,8 x — 1 rastie alebo klesa.

Z toho, Ze vysledok tlohy 3 je zdporny, je zrejmé, Ze funkcia v tom bode (a aj lopticka v tom
¢ase) klesa. Toto pozorovanie mohlo poslazit' ako navod k tdlohe 6. V nej sa malo zistit’, pre aké x
nadobudne funkcia najvyssiu hodnotu. Ak ma funkcia dosiahnut’ maximum, musi sa v danom bode
zmenit’ z rasticej na klesajicu. Teda jej derivacia—9,6 x + 9,8 sa musi zmenit' zo zdpornej na kladndt.
To sa udeje presne tam, kde bude rovna nule. Plati teda —9,6 x + 9,8 = 0, ¢ize 9,6 x = 9,8, ¢iZze x ~ 1,02.

Uloha 8

Osma tloha bola zaujimava jednak sama o sebe, jednak vd'aka rozprave, ktora sa po nej vyvinula.
Predved’'me najprv jej rieSenie (pozor na znamienka!):

flx+dx) — f(x—dx) _
2dx

—4,8(x +dx)®+9,8(x +dx) — 1
— (—4,8(x —dx)? +9,8(x —dx) — 1)
2dx

—4,8(x*> +2xdx +dx*) +9,8(x +dx) — 1
+4,8(x? —2xdx +dx?) —9,8(x —dx) + 1
2dx

—48x2—-96xdx —4,8dx*+98x+98dx —1
+48x>—96xdx+48dx* —98x—98dx+1
2xdx a

~ —192xdx+19,6dx  2dx(—96x+98)
a 2dx B 2dx = —96x+98

V predoslom vypocte je jedno znamienko zle (nast'astie nie vo vysledku). Najdite ho. Ja som vam
hovoril, Ze pozor na znamienka. . . !

Dostali sme rovnaky vysledok ako v tlohe 4. Ked” sme sa rozpravali, ktory sposob vypoctu sa
komu viac pozdéva, boli I'udia, ktorym sa viac pacil ten prvy z dlohy 4, pretoZe sa im zdal elegantnejsi
a nebolo treba pocitat’ hodnotu funkcie v (x — dx), a boli I'udia, ktorym sa viac pacil tento, pretoze
uz v prvej kapitole daval lepSie vysledky (spomefime rozpravanie o chybach v komentaroch) a za
povsimnutie stoji, Ze aj teraz ndm na konci neostalo Ziadne dx, ktoré by sme museli zanedbévat'.

K zaujimavym vysledkom viedla aj otdzka, ¢i existuje funkcia, pri ktorej obe tie metédy davaju
rozne vysledky. Po chvil'ke zamyslenia niekto (myslim, Ze David) vyhlésil, Ze by sa tak stalo, keby t4
funkcia mala Spic. Po d’alSej chvili si niekto d’alsi (David alebo MiSo) spomenul, Ze funkciu so Spicom
pozname. Konkrétne y = |x|, teda absolitna hodnota z x, ktorej graf mozete vidiet' na obrdzku 15.

21 Doslovne ,To je nejaky cheat”.



Sprawy |

Bod, v ktorom ma4 funkcia $pic je [0, 0], takZe tam sa budeme pokusat’ pocitat’ derivaciu. Ak pocitame

prvym spdsobom, tak dostaneme W, coje %, ¢oje 1. (V tejto stvislosti som si dovolil spomentt’

aj moznost’, Ze zvolime zdporné dx a vtedy by to vyslo —1.) Ak pocitame rychlost’ rastu druhym

A |0+dx|—|0—dx| « . |dx|—|dx| « . >
sposobom, dostaneme > T , €oje ——, ¢oje vzdy 0.

Z toho vyvstala otdzka, ako rychlo vlastne t4 absolttna hodnota v nule rastie. K Ziadnej uspokojivej
odpovedi na tato otdzku sme ale neprisli.

Ay
y = |X|

Obr. 15: Absoltitna hodnota

Ulohy 9 a 15
V tychto tlohdch sa zist'ovala derivédcia funkcii y = x* a y = x3. Vypocet mohol prebehntt’ nasle-

dovne:

d(x?)  (x4dx)*?—x2  x2+2xdx+dx? —x?

x dx dx -
2 2
dx
d(x®)  (x+dx)?—x® B 4+3x%dx+3xdx?4+dx®— x>
dx dx - dx -
2 2 3
:3x dx +3xdx* +dx a4 3 dr ot di® — 322

dx
V oboch pripadoch sme v poslednom kroku mali¢ké dx zanedbali.

Ked” sme sa o tychto vysledkoch rozpravali, prisiel David s tym, Ze vie, ako sa to sprava vo vse-

obecnosti. Vieme, Ze plati:

d(x)_ 0
xR
d(xz)_ 1
dx =2-x
d(xB)_ 2
P =3-x

Dalej sa to bude spravat’ rovnako, ¢ize bude platit’:

d(xn) _ n—1
dx =n-x
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. oy e : NIRTRN dx)" —x"
Tak sme si povedali, Ze to x" sktisime zderivovat’, nech sme si isti. Ked” sme ale zacali pocitat’ %

a padla zmienka o binomickej vete, ozvali sa nejaki I'udia, Ze nielen Ze netusia, ¢o to je binomicka veta,
ale nikdy nevideli kombina¢né ¢isla a o kombinatorike poculi len zbezne, takZe bolo treba spravit’
rychlokurz kombinatoriky.

Rychlokurz kombinatoriky

Kombinatorika je ¢ast’ matematiky, ktord sa zaoberd tym, kol'kymi moZnost’ami sa d4 nieco urobit’.
Zacali sme tlohou hodnou prvej triedy na zdkladnej Skole: Anicka md dve suknicky a tri blazky.
Kol'kymi spdsobmi sa moZe obliect’ do Skoly? RieSenie moZete vidiet' na obrdzku 16. Deticky si vSetky
moznosti nakreslia, vy ste uz vel’ki a sta¢i vam vyndsobit’ 2 -3 = 6.

Y

Obr. 16: Blazky a suknicky

Trochu t'aZsi priklad zaloZeny na tej istej finte (aj ked’ ju bude treba pouZit' viackrét) je tento: Jeden
bit je jednotka informaécie, ktord méZe nadobudniit’ hodnotu 0 alebo 1. Jeden bajt je jednotka informdcie
pozostdvajica z 6smich bitov. Kol'ko r6znych bajtov existuje?

Keby sme mali iba dva bity, tiloha by bola rovnakd, ako predosld — pre prvy bit dve moZnosti,
pre druhy bit dve moZnosti. Pre dva bity 2 -2 = 4 moZnosti. (Konkrétne 00, 01, 10 a 11.) Predstavme
si teraz, Ze by boli bity tri. Pre prvé dva mame dokopy Styri moznosti, pre posledny dve moZznosti,
dokopy ich bude teda 4 - 2 = 8. (Predoslé Styri s pridanou nulou a predoslé styri s pridanou jednotkou.)
Keby sme mali Styri bity, moZnosti by bolo 8 - 2. A tak d’alej. Ked’ mdme teda bitov 8, moZnosti bude
2:2.2-2-2-2-2-2 = 256. Pocitatovo zdatni jedinci vedeli, Ze do jedného bajtu vieme zakédovat’ ¢isla
od 0 do 255, teda 256 roznych hodnot aj bez predoslého pocitania.

V d’alSej dlohe sme spominali festival Vrbovské vetry, ktory vo Vrbovom organizuji péani bratia
Jobusovci a ktorého sticast'ou byva stit'az v strel'be z poplasnej pistole. Ked'Ze ter¢ ostdva pravidelne
pocas sut'aze neposkvrneny akymkol'vek zdsahom, tak vitaza vyZrebuju. My sme vtedy prave boli
v triede trindsti (mnoho I'udi chybalo) a riesili sme otdzku, ako mozu dopadnut’ prvé tri miesta, ak by
sa Zrebovalo spomedzi nés.

Uloha je podobna predoslej, len s jednym drobnym rozdielom. Na najvy$som stupni vit'azov moze
byt" ktokol'vek — mame teda 13 moZnosti. Na druhom mieste uz ale nemoéze byt ten, kto bol prvy,
takZe je len 12 moZnosti. Podobne na tret'om mieste moZe byt len niekto zo zvysnych jedendstich, lebo
dvoch I'udi sme si uZ minuli. V8etkych moZnosti bude teda 13 -12 - 11 = 1716.



KebyZe vyberame spomedzi 50 tcastnikov a chceme vyZrebovat’ prvych 10 miest, mali by sme
50-49-48-47-46-45-44 -43 - 42 - 41 moznosti. To je ale otrava zapisovat’, preto sa pouZziva kratsi zapis

50!
40!

pricom to 50! sa ¢ita ,pat'desiat faktoridl” a znamend to ,vynasobime vSetky prirodzené ¢isla od 1 do
50”. Ten zapis funguje kvoli tomu, Ze
500 50-49-48-47-46-45-44-43-42-41-40-39----- 3-2-1
401 40-39----- 3-2-1
=050-49-48-47-46-45-44-43-42-41

teda Ze po vykrateni toho vel'kého zlomku tam zostane presne to, ¢o potrebujeme.

Keby sme mali n 'udi a Zrebovali by sme prvych k miest, moZnosti by bolo (nii‘k)' Toto ¢islo vedia
pocitat’ aj kalkulacky, hl'adajte tlacidlo s ndpisom nPr (pocita sa to ), vie to pocitat’ aj
tabul'kovy kalkulétor (funkcia =PERMUT (13;3)).

Dalsia tloha sa opat’ bude podobat’ na predosli. Chceli sme vediet, kol'kymi spdsobmi sa dajt
z nds trindstich vybrat’ nejaki traja I'udia, pricom chceme iba vybrat’ trojicu a na nejakom poradi ndm
nezaleZzi.

Vyuzijeme vysledok predoslej tilohy. Vyberieme nejakt trojicu (napr. MisSo, Nicole, Johy) a zistime,
kol'kokrét sa v predoslej tlohe téato trojica vyskytla na stupni vit'azov. To zistime jednoducho. Bud’ si
spocitame vSetky moZnosti rucne alebo pouZijeme fintu z predoslej tilohy — na prvom mieste mohol byt
hocikto z nich troch, na druhom mieste niekto zo zvy$nych dvoch a na tretom ten zvysny, moZznosti
je teda 3 -2 -1 &ize 6. Fajn. Takze tato konkrétna trojica bola vo vysledku predoslej tlohy zapoéitana
Sest’krat. Ked’ sa ale troSku zamyslime, zistime, Ze nielen tato konkrétna, ale I'ubovol'na trojica bola
zapocitand Sest’krat. Ked' teda chceme zistit’, kol'ko tych trojic je, staci vysledok predoslej tilohy vydelit’
Siestimi a dostaneme % = 286.

Keby sme z pat'desiatich 'udi vyberali desatice, postupovali by sme rovnako. Najprv by sme ob-
sadili fiktivny desat'clenny stuperi vitazov (to moZeme spravit’ 50 - 49 - 48 - 47 - 46 - 45 - 44 - 43 - 42 - 41
sposobmi) a potom by sme zistili, kol'kokrat sa ndm kazda konkrétna desatica na stupni vitazov vy-
skytuje (10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 krét). Vsetkych desatic teda bude

50-49-48-47-46-45-44-43-42-41 50!
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 40! 10!

Na tom zlomku vpravo bol Z—gi ten pocet moznosti na stupni vitazov a tych 10!, ¢o pribudlo v menova-
teli, je to, kol'kokréat sa na stupni vit'azov objavi kazd4 konkrétna desatica.

Keby sme z n Tudi vyberali k, tak moZnosti bude #'),k, Toto ¢islo tiez vedia pocitat’ kalku-

lacky — tlacidlo mé napis nCr (pocita sa to ), poznaju to tabul'kové kalkulédtory (funkcia
=COMBIN(13;3)) a dokonca ma vlastny ndzov , kombinacné &islo” a vlastnd matematickd znacku (133).
Cita sa to ,trindst’ nad tromi” a hovori to, kol'kymi spdsobmi moéZeme z trinastich I'udi (psov, predme-
tov, prvkov) vybrat’ troch.

Aby tento vzorec fungoval tplne dobre, potrebujeme eSte doladit’ jeden Specidlny pripad. Kon-
krétne otazku, kol'kymi spdsobmi moéZeme z troch I'udi vybrat’ troch? Samozrejme, Ze jednym — mu-
sime ich zobrat' vSetkych. Podl'a vzorca je moZnosti % a aby ndm to vyslo 1, tak musime zaviest’
hodnotu 0! rovnu 1.

Posledny priklad tohto kombinatorického rychlokurzu sa bude tykat' poslicka, ktory pracuje na
istej poste v New Yorku. Na obrdzku sa posta nachddza v bode P. Poslickovi tam rdno odovzdaja
batoh s postou pre banku, ktord je v bode B, ten si obuje kolieskové korcule a fi¢i do banky. Ide
tam samozrejme najkratSou cestou — ide teda Styrikrat Sikmo vpravo a trikrat Sikmo vl'avo (myslené
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z nasho pohl'adu, nie z pohl'adu poslicka). Takych najkratsich ciest je samozrejme viacero a poslicek,
aby sa nenudil, chce ist’ zakaZdym inak. Otédzka je, kol'ko dni mu toto predsavzatie vydrzi, teda kol'ko
najkratsich ciest vedie z bodu P do bodu B.
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Tato dlohu vyrieSime dvomi spésobmi a z toho, Ze vysledok musi byt' v oboch spdsoboch ten isty,
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Obr. 18: Krizovatky vzdialené jednu a dve strany bloku od posty

Prvé rieSenie je takéto: Pozrieme sa najprv na kriZovatky, ktoré sa nachddzaji hned’ vedl'a posty,
vzdialené jednu stranu bloku. Na kazdt z nich sa vieme dostat’ iba jednym spdsobom — pojdeme rovno
na fiu. To bolo jednoduché. Pod'me sa teraz pozriet’ na krizovatky vzdialené dve strany bloku. Dve
z nich st také, Ze sa do nich vieme dostat’ iba sprava alebo zl'ava, takZe stale je iba jeden spdsob, ako
sa do nich najkratSou cestou dostat’. No na kriZzovatku, ktord je juzne od posty (nazvime ju ,juznd
krizovatka”) sa ale vieme dostat’ aj sprava aj zl'ava, takZe moZnosti st aZ dve. Rovnako budeme po-
stupovat’ d'alej. KriZovatky vzdialené tri strany bloku od posty st Styri — opét’ dve také, do ktorych
sa da ist’ iba rovno (a teda jedinym sposobom) a dve také, do ktorych sme sa vedeli dostat’ z krajnej
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alebo z juznej krizovatky. Mdme teda tri moznosti, ako sa do kaZdej z nich dostat’ — dvomi spdsobmi
cez juznu kriZzovatku a jednym cez krajnt.

Rovnakym spdsobom vieme dopocitat’, kol'kymi spdsobmi sa vieme dostat’ aj na d’alSie krizovatky.
V kazdej krizovatke zistime, z ktorych kriZovatiek sa do nej vieme dostat’ a po¢et moznosti v tych
kriZzovatkéch s¢itame. Budeme pokracovat’ tak, ako modzete vidiet' na obrdzku 19. A dozvieme sa, Ze
poslickovi jeho predsavzatie vydrZi 35 dni.

1 <|||l) 5 <||||; 10(([[]}10(([[]} s ||

Obr. 19: Pocet moznosti pre jednotlivé krizovatky

Cisla, ktoré vidite na obrazku 19, sa zvyknt nazyvat aj Pascalov trojuholnik (aj ked’ ho pér storoé
pred nim vymysleli Citiania®*). Druhé riedenie posli¢kovej tlohy ndm odhali prave to, ako Pascalov
trojuholnik stvisi s kombina¢nymi ¢islami.

V druhom rieSeni si posli¢ek za¢ne vSetky moZné cesty zapisovat'. Aby sa mu na planiku nepomo-
tali vSetky ¢iary, bude jeden zapis vyzerat’ napriklad takto: ./ \,\ "\ Tento zdpis mu hovori,
Ze najprv ma ist’ pravou cestou, potom l'avou, potom dvakrét pravou, potom dvakrat I'avou a potom
pravou. Aby sa posliek dostal najkratiou cestou do banky, musi zapis spliiat’ dve podmienky: musi
v flom byt presne sedem $ipok a presne Styri z nich musia byt vpravo. (Z toho uz bude automaticky
plynat, Ze zvysné tri budu vl'avo.) Otazka je, kol'ko takychto zapisov existuje.

Vd'aka tlohe o vyberani troch I'udi z trindstich ndm nebude robit’ problémy zistit’, kol'kymi spo-
sobmi modZeme zo siedmich miest v zdpise vybrat tie Styri, na ktorych bude Sipka vpravo. Je to (Z)
A skutoc¢ne si moZete overit’, Ze to vyjde 35.

Ked' sa pozriete na jednotlivé kriZovatky vo svetle tohto rieSenia, zistite, Ze cely Pascalov trojuholnik
sa z kombina¢nych ¢isel sklada. Napriklad ¢isla v riadku 13 3 1 hovoria postupne toto: ,,Do tejto
kriZovatky musi$ ist’ na tri kroky a vpravo pojdes nulakrat. Patricnych zdpisov cesty bude existovat’
(8), teda len jeden.” ,Do tejto krizovatky musi$ ist' na tri kroky a vpravo podjdes jedenkrét. Zapisov
cesty teda bude existovat’ (3) teda 3. Z rovnakych dovodov je d'alsia trojka (3) a poslednd jednotka (3).
Keby sme teda chceli zistit', kol'ko je (g), pozrieme sa do piateho riadku Pascalovho trojuholnika (to je
ten 1510 10 5 1) na tretie ¢islo, pricom riadky aj poziciu pocitame od nuly. Tretie ¢islo je ta desiatka
vpravo, takze (g) = 10.

Na zéaver tohto rychlokurzu jedna vystraha — tu prezentované vzorce a finty nie st pouZitelné na
I'ubovol'nt kombinatorickd tlohu. Uloh aj fint je ovel'a viacej a ak &lovek mé zistit', kol’kymi spdsobmi
sa nie¢o da spravit, musi si v prvom rade zachovat’ zdravy rozum, v druhom rade zistit/, ako veci
funguja (napriklad tak, Ze sa asponl pokusi vypisat’ si vSetky moznosti) a az ked” pridete na princip,

22 Konkrétne v 11. storodi Jia Xian.
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moZete tlohu zredukovat’ na niektort z tych, ¢o uz poznate. Ak si to chcete vyskusat/, zistite, kol'kymi
sposobmi moZete v stanku, v ktorom maju Styri druhy pohl'adnic, kapit’ tri pohl'adnice. MoZete kupit’
aj rovnaké.

Binomickd veta

Konecne sa dostavame k tomu, na ¢o sme cely ten kombinatoricky tvod potrebovali — k binomickej
vete. Binomickd veta hovori, ako rychlo a bezbolestne umocnit’ (a + b) na n-ta.

Ked’ si napiSete uZ zname vzorceky

(a+Db)* = a*+2ab + b?

(a+b)® =a®+3ab +3ab® + b°

moZete si vSimnut’ nejaké zaujimavé detaily.

Prvy zaujimavy detail je ten, Ze ked’ sa pozriete na jednotlivé ¢leny tych vyrazov vpravo, tak st tam
a-¢ka aj b-¢ka v nejakych mocnindch, ktoré davaji dokopy to, na ¢o sme umoctiovali I'avi stranu. To
je celkom pochopitel'né. Ked’ poc¢itame (a + b)3, tak musime roznésobit’ (a + b)(a + b)(a + b), pricom
z kazdej zatvorky musime zobrat’ bud’ a-¢ko alebo b-cko. To znamenad, Ze vZdy ndsobime tri pismenka,
takZe exponenty buda déavat’ dokopy 3.

Druhy  zaujimavy  detail je ten, Ze ked  roznasobujete (4 + b)(a + D)
(a +b), tak a® ziskate iba raz (zoberiete a z kazdej zatvorky), ale a?b ziskate aZ trikrat (Prva
moznost’: Zoberiete a z prvej a druhej zatvorky a b z tretej. Druhd moZnost': Zoberiete a z prvej a tretej
zatvorky a b z druhej. Tretia moZnost’: Zoberiete a z druhej a tretej zatvorky a b z prvej.)

A treti zaujimavy detail je ten, Ze ked’ sa pozriete na tie ¢isla, ktoré hovoria, kol'’kokrat jednotlivé
¢leny vezmeme, v pripade (a + b)? dostaneme 12 1 a v pripade (a + b)® dostaneme 1 3 3 1. Také &isla
sme videli celkom neddvno — konkrétne je to druhy a treti riadok Pascalovho trojuholnika na obrazku
19.

Binomickd veta hovori, Ze to bude fungovat’ aj d’alej. Teda Ze keby sme napriklad potrebovali
roznasobit' (a + b)°, dostali by sme a° + 5a*b + 104b? + 10a%b> + 5ab* + b°. Sta&i napisat’ spravne
¢leny a pred kazdy napisat’ patricné ¢islo z piateho riadku Pascalovho trojuholnika. Oproti ruénému
roznasobovaniu je to rychle a efektivne.

Preto to funguje? DPretoze ak by sme rozndsobovali (a + b)(a + b)(a + D)
(a+b)(a+b) a cheeli by sme vediet/, kol'kokrat sa bude vo vysledku vyskytovat' a?b?, tak vieme,
Ze z troch zatvoriek musime vybrat’ b-¢ko (a z ostatnych a-cko). No a kol'kymi sposobmi moZeme
z piatich zatvoriek vybrat’ tie tri, z ktorych zoberieme b-¢ko? Predsa (g) sposobmi. A uz je jasné, kde
sa ndm tam ten Pascalov trojuholnik nabral a preco je pri a?b> koeficient 10.

Binomickd veta pre vSeobecné n bude teda vyzerat' takto:

(a+Db)" = <g> a’ + (Tll) a" b+ <Tzl> a" 2% + <;l> a" 3 4
+ ( " )azbnz + < " )ab”l + (n) b"
n—2 n—1 n

Tie kombinacné cisla st opisané z n-tého riadku Pascalovho trojuholnika. Zapis je to majestdtny, ale
uzito¢ny a bude sa ndm este hodit'.
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Derivdcia x"

Kone¢ne méme vsetko potrebné, aby sme mohli tspesne zderivovat’ x”. So znalost'ou binomickej
vety sa to 'ud’om vac¢sinou podarilo. Pocitajme:

(x4 (Dx"ldx + (5)x"2dx> + . ..
(x +dx)" — x" + (" Dxdx1 4+ (Mdx" — x"

dx dx

Teraz si treba uvedomit, Ze (;;) bude vzdy 1 (z n I'udi nikoho nevyberieme iba jednym spésobom)
a (}) bude vzdy n (jedného mozeme vybrat' n spdsobmi). TakZe pokratujme v tpravach:

X"+ (5t dx 4 () edat T 4 (R)dxt = X
dx -

nx"dx + (5)x"2dx? 4o () xdxt T (dxt
dx -

=nx""1 4 " X" 2dx 4 -+ " xdx"2+ " dx"1
2 n—1 n

V tomto momente tradi¢ne vyhlasime dx za dostato¢ne mali¢ké na to, aby sme kazdy ¢len, v ktorom
sa vyskytuje, iplne zanedbali. To, ¢o ndm zostane, bude n x"~1. Derivicia x" je teda pre I'ubovolné
n € N skuto¢ne n x" 1. David mal pravdu.

Ulohy 9, 10, 11 a 12

V tlohdch 9, 10 a 11 bolo treba zistit' derivacie funkcii y = x%, y = 3x a y = 5. To bolo celkom
jednoduché a nikomu to vaZne problémy nerobilo:

d(x?)  (x4dx)?—x>  x?+2xdx+dx? —x?

dx dx dx -
2
:72de+dx =2x+dx =2x
dx
d(3x)_3(x+dx)—3x_3x+3dx—3x_3dx_3
dx dx - dx odx
d(5) _5-5_,
dx  dx

Prva z dloh sme mohli riesit’ aj prave dokdzanym vzt'ahom, posledna tloha hovori, Ze ked” ma
funkcia stale hodnotu 5, tak nerastie ani neklesa. V tlohe 12 bolo treba vypocitat’ derivaciu funkcie
y = x? 4+ 3x + 5, ktord je sti¢tom predoslych troch funkcii. T4 derivécia vysla % = 2x + 3 a viaceri

I'udia zaregistrovali, Ze je to stcet vysledkov predoslych troch tloh. Preco to tak muselo vyjst, je
zrejmé z nasledujtceho vypoctu:

d(x*4+3x+5)  (x+dx)>+3(x+dx)+5— (x2+3x+5)

dx dx -

(x+dx)? —x*+3(x+dx) —3x+5—-5
dx N
2_ .2 _ —
(x +dx)* —x +3(x+dx) 3x+5 5
dx dx dx
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Teraz uz je vidno, Ze vysledok naozaj musi byt’ sticet derivacii predoslych troch funkcii. VSetky tri
derivécie st tam napisané pekne vedl'a seba. (Ak nevidite, Ze st to ony, chvil'u popremysl ajte.)

To, ze derivécia stuctu funkcii bude vzdy stcet derivécii jednotlivych funkcii, ukdZeme formaélne
takto: Nech funkcia h vznikla ako sulet funkcii f a g, teda nech h(x) = f(x) + g(x). Potom

d(h(x)) h(x+dx)—h(x) f(x+dx)+g(x+dx)—(f(x)+ g(x))

dx dx dx
_ flxdx) = £(x) + g(x + dx) — g(x) _
dx
_ frdn) — () | gletdn) —g() _ d((@) | dG()
dx dx dx dx

Ked’ mame teda derivovat’ stucet funkcii, méZeme zderivovat’ kazdua zvlast’ a séitat’.

Uloha 13

Této tloha bola zaujimava najmé z toho dévodu, Ze v predoslej kapitole ndm dala celkom zabrat’ —
bolo treba najprv zistit, ako funkcia y = —3x2 + Zx rastie resp. klesd, potom sme zistili, Ze odhadnuté
funkcia nerobi to, ¢o presne chceme a Ze ju musime posunut’ a potom sme o vysledku ukazovali, Ze
naozaj robi to, ¢o md. (Detaily st v spravach z 3. kapitoly.) Spdsobom, ktory sme objavili pri rieSeni
tlohy 12, sa dalo relativne rychlo zistit’, Ze derivacia funkcie je Z—Z = —x+ %, ¢o je presne vysledok, ku
ktorému sme dospeli aj minule.

Uloha 14

Napriek tomu, Ze vacsina 'udi nemala s touto tlohou véZnejSie problémy, vyskytli sa tu dva zauji-
mavé momenty. Prvy bol, ako zapisat’ funkciu, ktord ma od 0 do 4 hodnotu 1,5, od 4 do 5 hodnotu —4,
od 5 do 8 hodnotu 1 a od 8 d’alej hodnotu 0. Uspesny pokus zapisat’ takito funkciu spravili iba Dugan
a Kubo, ktori sa nechali inSpirovat’ programovacimi jazykmi, pouZili ,if” a funkciu naprogramovali.
Matematici pouzivajt nasledujuci zapis:

15 xe€ (0;4)
—4 x € (4,5)
fx) = %xe(S;S)
0 xé€ (8o

Dalsi problém bol, akti hodnotu ma mat’ tato funkcia v bodoch 4, 5 a 8. Predogly zépis hodnotu
v tychto bodoch neurcuje, lebo vSetky uvedené intervaly st otvorené, a teda hrani¢né body do nich
nepatria. Zistili sme, Ze problém v tychto bodoch je rovnaky, ako ked” sme mali néjst’ derivéciu funkcie
y = |x| v bode 0 - dostdvame int derivaciu, ked” volime kladné dx a ked’ volime zdporné dx (a
eSte ind hodnotu by sme dostali, keby sme chceli funkciu derivovat’ symetricky, ale to sme neskasali),
pretoZze povodnd funkcia ma v tychto bodoch zub. Predbezne sme sa dohodli, Ze rychlost’ rastu funkcie
v takychto bodoch pocitat’ nevieme.

Névrh: Skuste zistit’, kol'ko vyjde derivacia zadanej funkcie v bode 4, ak ju budeme pocitat’ symet-

ricky - teda spdsobom W.
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Ulohy 16, 17 a 18

Funkciu, ktord by mala derivaciu 2x sme uZ nasli. Je to funkcia y = x2. Po kratkom experimentovani
lI'udia prisli na to, Ze ked’ chcti, aby bola derivacia 3x, musia zobrat’ jeden a pol krét viac a Ze teda bude
fungovat' y = 1,5x2. Toto viedlo k rozprave, & vo vSeobecnosti funguje pravidlo, Ze ked’ mé funkcia
nejakd derivéciu, tak c-ndsobok tej funkcie (kde c je nejaké konkrétne ¢islo) bude mat’ c-krat vacsiu
derivaciu. Nakoniec sa ndm podarilo ukézat’, Ze d&no, podobnym spdsobom, ako ked" sme ukazovali,
Ze derivacia stc¢tu dvoch funkcif je sti¢tom ich derivécii: Nech je funkcia g c-nasobkom funkcie f, teda
g(x) =c- f(x). Potom

dg(x)) _ glx+dx) —g(x) _ c-flx+dx)—c-f(x)

dx dx dx
_ o fletd) — flx) L d(f(x))
dx dx

Toto pravidlo spolu s d’alsimi dvoma spominanymi v tychto komentdroch ndm ddva tzasnda moc
— vieme jednoducho a bez rozpisovania zderivovat’ hocijaky polyném. Napriklad derivacia funkcie
y=3x"+2x>+x>+1bude3 -5x*+2-3x*+2x+0, &ize 15x* 4+ 6 x> + 2 x. To bolo rychle. Tento trik
budeme odteraz pouzivat’ a nebudeme na to nijako zvlast' upozortiovat'.

V tlohe 17 bolo treba néjst’ d’alSie dve funkcie, ktoré majt derivaciu 3x. Po sktsenostiach z pre-
doslych kapitol opét’ nerobila vaZznejsie problémy — evidentne funguja funkcie y = 1,5 xZ + 4 alebo
y = 1,5x% — 42 a vobec y = 1,5x% + ¢ kde ¢ je l'ubovol'na konstanta. Na otdzku, &i existuju aj nejaké
iné funkcie, ktorych derivdcia je 3x, sme ale zatial nevymysleli zmysluplnti odpoved’. Poktste sa taka
funkciu néjst’ alebo poskytnit’ dobry dovod, Ze Ziadna ind neexistuje.

N4jst’ funkciu, ktorej derivécia je Z—Z = x2+4+3x+1,bolos tym, ¢o uz vieme, jednoduché. Funkcie,
ktoré maju derivécie 3x a 1 sme uZ nasli. Dalej sme v tlohe 15 zistili, Ze derivaciou funkcie y = x° je
3 x2, takze derivéciou y = %3 bude x2. Hl'adan4 funkcia moZe byt teda y = %3 +1,5x2 + x. Ak by ste
chceli int funkciu, moZete k tomu pripocitat’ 'ubovol'nii konstantu.
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TROCHA GEOMETRIE

V predoslych kapitoldch sme sa zaoberali réoznym funkciami a dévod, pre¢o sme tak robili, bol
vacsinou fyzikdlny. Potrebovali sme zistit’, ako rychlo sa nie¢o meni alebo naopak — potrebovali sme
zistit’, kol'ko toho je, ak sme vedeli, ako rychlo sa to meni. V tejto kapitole bude menej fyziky a viac
geometrie (aj ked” vd¢sinou analytickej). A napodiv vysledky, ktoré dostaneme, budd vel'mi podobné
tym z predoslej kapitoly.

Prvé vec, ktort sa budeme pokusat’ pocas tejto kapitoly zistit, je to, ako vypocitat' rovnicu do-
ty¢nice ku grafu nejakej funkcie. Doty¢nica je priamka, ktord ma v danom bode rovnaky smer, ako
dané funkcia. Pripometime, Ze rovnica priamky> je y = kx + g, kde k a g st konkrétne ¢&isla. Cislo
g, zvané tiez kvocient, hovori, kde dand priamka pretne os y. (Na osi y je totiz x = 0 a ked’ tato
hodnotu dosadime do funkcie, dostaneme y = g.) Cislo k sa nazyva smernica a hovori ndm, aky
ma priamka sklon.** Hovori ndm to viacerymi spdsobmi. Jednak smernica urcuje, o kol'ko sa zmeni
hodnota linearnej funkcie, ked’ x zvacsime o 1 (pretoZze hodnota y v bode (x +1) je k(x +1) + g =
kx + g + k). Jednak je smernica to isté ako tg(a), kde a je uhol medzi osou x a grafom priamky. (Skuste
sa zamysliet’, preco musi byt’ to ¢islo pri oboch definicidch rovnaké.)

Ako tréningovt funkciu si zoberieme start zndmu funkciu y = x? a pokdsime sa vypocitat’ do-
ty¢nicu ku grafu tejto funkcie v bode [0,5;0,25] (prvu suradnicu sme si zvolili, druhti sme vypoditali).
Najprv sa poktsime zistit' smernicu doty¢nice v tomto bode. To bude naroc¢nejsia ¢ast’, kvocient sa uz
potom dopocita I'ahko.

yl\
y=x
(0,5 + dx)
dy
0,52 S——
dx
05 05 +dx X

Obr. 20: Se¢nica

Zactneme pomaly. Povieme si, Ze pre zaciatok nemusime pocitat’ rovnicu dotycnice. Bude stacit’ aj
se¢nica, staci, ked’ sa bude na dotyc¢nicu aspon trosku podobat’. Jeden bod, cez ktory priamka povedie,

23 Zapis si mozno pamatate pod ndzvom ,linedrna funkcia”. Pripominame, Ze st niektoré neprijemné priamky, ktoré sa tymto
sposobom zapisat’' nedaji. Viete, ktoré to si?
24 Po anglicky sa smernica nazyva ,slope” — teda ,sklon”.
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bude ten, ktory bol zadany. Aby sa naSa priamka podobala na graf funkcie ¢o najlepSie, zoberieme
druhy bod tak, aby lezal tiez na grafe funkcie y = x2, ale nebol od prvého prili§ vzdialeny. Jeho x-ova
stradnica sa bude 1igit’ o dx, bude teda 0,5 + dx.

Uloha & 1:  Vypotitajte (a upravte) velkost dy.

Vypocitat’ smernicu tejto ,,skoro doty¢nice” bude teraz jednoduché. Bude to %, pretoZe to je tangens
uhla, ktory zviera se¢nica s rovnobezkou s osou x (pozrite sa na obrazok 20, Ze preco). Navyse je to
presne rovnaké Z—Z, aké sme pocitali v predoslej kapitole. Ak ste sa pri pocitani tlohy ¢. 1 nepomylili,
mali by ste dostat’ vysledok:

dx + dx?

T =1-+dx

\

0,5 X

Obr. 21: Lepsie se¢nice

Co sa bude so se¢nicami diat, ked’ budeme hodnotu dx zmengovat, mdZete vidiet na obrazku 21.
Cim mensie dx zvolime, tym sa bude priamka viac podobat’ na hfadant doty¢nicu. Preto pozbierame
gurd? a poloZime dx priamo rovné 0. Vyjde ndm, Ze smernica doty¢nice ku grafu funkcie y = x> v bode
[0,5;0,25] bude 1.

Hodnotu kvocientu teraz uz dopocitame jednoducho. Ked'ze k = 1, vieme, Ze hl'adana doty¢nica
bude mat rovnicu y = 1-x + g. Dalej vieme, Ze bod x = 0,5 a y = 0,25 na tej priamke zarucene lezi.
Musi teda platit’ 0,25 = 10,5 + g. Z tejto rovnice vypocitame g = —0,25. Hl'adana doty¢nica bude mat’
teda rovnicu y = x — 0,25.

Uloha ¢&. 2:  Vypotitajte dotyénicu ku grafu funkcie y = x2 v bode [1;1].



Uloha ¢. 3:  Najdite smernicu doty¢nice ku grafu funkcie y = x* v Tubovol'nom bode x. (Teraz nie je
potrebné pocitat’ celti rovnicu dotyc¢nice. Smernica staci.) Ked” budete hotovi, porovnajte
vas postup s vasim rieSenim tlohy 9 z predoslej kapitoly.

Uloha & 4:  Ked’ uZ poznéte riesenie tlohy 3, vypotitajte rychlejsie s jeho pomocou rovnicu doty¢nice
ku grafu funkcie y = x? v bode [2;4]. (Pripometime, Ze doty¢nica je priamka a jej rovnicou
by mala byt linedrna funkcia y = kx + g. Ak dostanete ako rieSenie kvadratickt funkciu,
nieco je zle.)

.....

vvvvvvvvvv

o ta vySrafovant Cast' na obrazku 22, teda o 2 xdx + dx?. Keby sme chceli vediet, ako rychlo rastie

obsah Stvorca so stranou x, dostali by sme % = 2x + dx, ¢o je pri malickom dx rovné 2x.

dx V722222272774

N

=
LLIHLIMIMHIIHIHHHITHIHn

X dx
Obr. 22: Stvorec

.....

iba kreslenim. Potom vypo&itajte, ako rychlo rastie objem kocky v zavislosti od dizky
hrany x. Vysledok porovnajte s vysledkom tlohy 15 z predoslej kapitoly.
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~~~~~

ako rychlo rastie obsah kruhu s polomerom r.

..........

o dx? Vypocitajte, ako rychlo rastie obsah rovnostranného trojuholnika so stranou x.



Sprawy |

SPRAVY
Uloha 3

Hlavnym dovodom, kvoli ktorému bola tato kapitola spisand, bola Mat'ova otdzka pri rieSeni tretej
ulohy: ,A naco sme to mali pocitat’, ked’ je to presne to isté.” (Bolo myslené , presne to isté, ako tiloha
9 zo Stvrtej kapitoly”.) Odpoved’ je: preto, aby ste videli, Ze je to presne to isté. Teda Ze to, ,ako rychlo
funkcia v danom bode rastie”, je presne to isté, ako ,smernica doty¢nice ku grafu funkcie v.danom

bode”. To nie je tiplne samozrejmy fakt a je dobré o riom vediet'.

Uloha 4

.....

a derivécia je to isté, na konci sprav k predoslej lekcii sme zverejnili fintu, pomocou ktorej sa derivacie
daja pocitat’ rychlo a v predoslej tilohe ta derivaciu pocitali znova.
2

ma derivaciu 2x, niektori
2

Z tych, ktori sa skuto¢ne pokdusili riesit' tlohu pomocou toho, Ze x
spravili nasledujtcu chybu: Vedeli, Ze hl'adajia rovnicu priamky y = kx + g a vedeli, Ze derivacia x
je 2x. Preto dosadili 2x namiesto smernice k a dostali y = 2x - x +¢ = 2x? + q. Ak si zobrali k srdcu
varovanie, tak si uvedomili, Ze to majt zle a Ze funkcia, ktora dostali, nepopisuje priamku, ale parabolu.
Ti, ¢o si varovanie k srdcu nevzali, sa poktsali v rovnici dopocitat’ g, aby funkcia prechddzala bodom
[2;4].

Hécik je v tom, Ze premennd x sa v uvedenom postupe pouZziva v dvoch réznych vyznamoch. V pr-
vom vyzname pomocou nej kreslime priamku y = kx + 4. V druhom vyzname pomocou premennej x
kreslime funkciu y = x? a hovorime, ako rychlo tato funkcia v jednotlivych bodoch rastie. A zobrat
x z rozprévania o tom, ako sa sprdva funkcia y = x* a dosadit ho namiesto konstanty k do prvého
vyznamu, nie je $t'astny ndpad. UZ len preto, Ze k by prestala byt konstanta.

Rychle riegenie tlohy 4 mohlo vyzerat' takto: Hl'addme doty¢nicu ku grafu funkcie y = x> v bode
[2;4], teda v mieste, kde x = 2 a y = 4. Smernica doty¢nice k tejto funkcii je vo v8eobecnosti 2x. Pre
x = 2 bude preto tdto smernica 2 -2 = 4. V rovnici priamky y = kx 4 q bude teda smernica k = 4, aby
tato priamka mala rovnaky sklon, ako méa v zadanom bode funkcia y = x2. Rovnica priamky m4 teda
tvar y = 4x + g. Ak ma tato priamka prechadzat’ cez bod x = 2 a y = 4, musi byt ¢ = —4. Hladana
rovnica doty¢nice bude preto y = 4x — 4.

Uloha 5

platne s objemom x2dx (tie ervené) a nejaké Cierne zvysky. Tie zvysky budd mat’ objem bud’ x dx?
alebo dx3, ¢o znamend, Ze aj ked’ sa vydelia dx, tak im este nejaké dx v objeme zostane, takze budu
zanedbané. Derivécia bude teda 3 x2.
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Obr. 23: Kocka zvid¢send o dx

Této tloha viedla k tvahdm, ¢o sa stane, ked’ zva¢sime hranu $tvorrozmernej kocky o dx. Ja som sa-
mozrejme tvrdil, Ze to je jasné, Ze rovnako, ako trojrozmernd kocka ma Sest’ dvojrozmernych stien a na
troch z nich pribudli platky hribky dx, takZe derivécia bola 3 x2, tak $tvorrozmerna kocka md osem
trojrozmernych stien, na $tyroch z nich pribudnu platky hrabky dx, a tak derivacia bude 4 x3, presne
ako sa dé ocakéavat,, ked’ derivujeme funkciu y = x*. Pri tej prileZitosti sme si kreslili tvorrozmernt
kocku, pokusali sa tam tie trojrozmerné steny uvidiet’ a Kubo s Dusanom nasli nejaké psychedelické
animdcie rotujicich stvorrozmernych kociek na internete. Na obrdzku 24 si moZete pozriet’ Stvorroz-
mernu kocku a s trochou trpezlivosti tam vsetkych osem trojrozmernych kociek pohl'adat’.

Obr. 24: Stvorrozmernd kocka. Zdroj: https://fieldlinesdotorg.files.wordpress.com/2011/09/two- cube-
tesseract.png


https://fieldlinesdotorg.files.wordpress.com/2011/09/two-cube-tesseract.png
https://fieldlinesdotorg.files.wordpress.com/2011/09/two-cube-tesseract.png
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Uloha 6

Obr. 25: Kruh zvicseny o dx

Lenivy inZinier by tato Glohu riesil takto: Ako modZeme vidiet’ na obrdzku 25, okolo celého kruhu
nédm pribudol pasik, ktory mé dizku 27 a $irku dr. Jeho obsah bude teda priblizne 277 - dr. Rychlost
rastu obsahu kruhu bude preto ‘Z—f = Z%r”’lr = 27r.

Matematik, ktory dba na svoju dobrti povest’, poriadne vypocita, o kol'ko sa zmeni obsah kruhu,

.....

dS = rt(r+dr)? — r* = w(r* + 2rdr + dr?) — nr* = 2w rdr + wdr?

Rychlost’ rastu teda bude ‘;—f = W = 27r 4 7t dr. Vidno, Ze lenivy inZinier neodhadol obsah
medzikruZzia dS tplne presne. Niekde sa mu tam stratil malicky kraZok s polomerom dr (a obsahom
7 dr?). MbZete sa pokusit’ pohl'adat’ ho. Pre mali¢ké hodnoty dr ale matematik, dbaly svojej cti, dostane
rovnaku derivéciu, ako lenivy inZinier.>>

Lenivy matematik vie, Ze derivécia r2 je 2r, takZe derivacia obsahu kruhu 7tr2 bude 27tr. Ale vd’aka
predoslym tvahdm teraz asponi tusi, prec¢o po zderivovani vzorca pre obsah kruhu dostane vzorec pre

dizku kruznice. Mimochodom - viete, ¢o dostanete, ked’ zderivujete vzorec pre objem gule?

Uloha 7

Prvy problém bol spomenut’ si, ako sa vlastne pocita obsah rovnostranného trojuholnika. To
uspesne vybojovali Kubo s DuSanom (ktorym patri hlavnad zasluha za vyrieSenie tejto tlohy), ked’
si spomenuli, Ze ak je strana x, tak vyska bude x - sin 60° a obsah bude ”'22’“ , teda M. Pripomerime,

Ze sa to dd pocitat’ aj cez Pytagorovu vetu a dostaneme rovnaky, len trochu inak zapisany vysledok

x2V/3
1

Zaciatoénikom odporti¢ame pouZivat’ pristupy lenivého inZiniera len s velkou davkou opatrnosti. Intuicia byva zradna.
MozZete si pristup lenivého inZiniera vyskusat’ na tilohdch 5 a 7, aby ste videli, ¢ uz ste dost’ dobri inZinieri. PredbeZne ale
bude zatial’ dobré takéto rychle vhl'ady do situécie kontrolovat’ vypoctom.
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Aby sme zistili rychlost’ rastu, potrebujeme zistit' obsah vysrafovaného lichobeznika na obrazku
¢. 26. Ten sa skladé z vel'kého obdiznika, ktory ma jednu stranu x a druht dx - sin 60°, &iZe obsah x -
sin 60° - dx a z dvoch malych trojuholnic¢kov, ktoré ked’ sa zlepia dohromady, budu tvorit' rovnostranny
trojuholnik so stranou dx, ktory bude mat’ obsah M, a teda aj po vydeleni dx v iom eSte nejaké
dx zostane, takZe bude zanedbany. Derivécia bude teda obsah obdiinika, vydeleny dx, ¢iZe x - sin 60°.

Obr. 26: Prirastok k trojuholniku

Ked’ sme to vypocitali, pripomenul som, Ze vysledok sme mohli dostat’ jednoduchym zderivovanim
vzorca pre obsah M. Dostali by sme 2256 &ize x - sin 60°. Migo sa pytal, & nejako nie je treba
derivovat’ aj ten sinus. Ja som sa odvolal na pravidlo z komentdrov k Stvrtej kapitole, Ze derivacia

c- f(x) je c-kréat derivécia f(x) pre kazdt konstantu ¢ a na to, Zze 2% je celkom solidna konstanta

(konkrétne asi 0,443). Keby sme ale mali derivovat’ napriklad funkciu x - sin(x), v ktorej sa menia oba
¢initele, situdcia by bola tplne ind a bolo by treba vymysliet’ nejaky iny postup.



PLOCHA POD KRIVKOU

V tvode tohto kurzu sme sa zamysl'ali nad tym, ako zistit’, ako rychlo nejakd veli¢ina v danom
okamihu rastie. V stvrtej kapitole sme ukazali metédu, ako sa takdto vec da pocitat’ (dokonca na konci
komentarov k 4. kapitole sme nasli fintu, ako sa da pocitat’ extrémne rychlo) a v piatej kapitole sme
zistili, Ze rychlost’ rastu a smernica doty¢nice ku grafu je to isté, konkrétne hodnota Z—Z. Této hodnota
sa nazyva derivdcia.

V tejto kapitole sa budeme venovat’ druhej vel'kej téme z ndsho doterajSieho rozpravania, ktora
je v istom zmysle opakom predoslej dlohy, teda otdzke, Ze ked’ vieme, ako rychlo sa nie¢o deje, ako
zistit,, kol'ko sa toho udialo. Po skiisenostiach z druhej a tretej kapitoly vieme, Ze odpoved” bude
stvisiet’ s plochou, ktord sa nachddza pod grafom funkcie rychlosti. O tom, ako ttto plochu efektivne
zist'ovat’, bude tato kapitola.

Obsah plochy pod krivkou — the hard way

Budeme pracovat’ s cvi¢nou funkciou y = x> a budeme sa poktsat’ zistit, aka vel’kd je plocha pod
jej grafom na intervale (0; 1), teda aky je obsah vysrafovanej ¢asti na obrazku 27.

A
y

Obr. 27: Plocha pod grafom

Predtym, nez sa ndm to podari, ale potrebujeme zistit’ nejaké predbezné informdcie. Najprv pripo-
menieme zndmy vzt'ah pre stcet aritmetickej postupnosti

(n+1)-n

142434+ (=1 +n="——
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Nato, aby sme vedeli vypocitat’ Ziadany obsah, ale budeme potrebovat’ sticet inej postupnosti, kon-
krétne
PP422+3+ -+ (n—1)+n?

V tomto pripade sa nejednd o aritmetickd, ani o geometricka postupnost’ (preco?) a zndme finty neza-
bert. Preto sa budeme musiet’ pozriet’ po niecom novom. Nasledujtce tri tlohy by mali viest' k odha-
leniu spravneho vzt'ahu.

Uloha & 1:  Vypotitajte hodnoty nasledujtcich zlomkov:
12
L =

12422
142

12422432
1+2+3
12422432442
1+243+4
124224324424 52
1+2+3+4+5
12422432442 45246
T+24+3+4+5+6

Uloha ¢&. 2: Uhddnite, ako bude vyzerat' vysledok pre vieobecné n a s pouZitim vztahu pre stlet
aritmetickej postupnosti z toho odvod'te vzt'ah pre 12 + 2% + 32 + - - - + (n — 1)? + n2.

Uloha ¢. 3: K najdenému vzt'ahu sme dospeli pomocou tzv. inZinierskej indukcie*® — teda ze sme
sa pozreli, ako to funguje pre nejaké malé ¢isla a potom sme dufali, Ze to d’alej bude
fungovat’ rovnako. Sktste ukédzat, Ze najdeny vzt'ah bude naozaj fungovat pre kazdé

prirodzené &islo n.

Vyzbrojeni sprdvnym vztahom moZeme zacat’ pocitat’. Skiisime najprv odhad pomocou schodovej
metddy. Rozdelime si interval od 0 do 1 na desat’ rovnakych ¢asti a na kazdom tseku prekryjeme
oblast’ najmensim obdiznikom, ktory ju zakryje.

Uloha & 4:  Vypotitajte sticet obsahov tych sivych obdiznikov.

Nazov ,inzinierska indukcia” pochadza z vtipu, ktory je sticast’ou matematického folkléru, v ktorom sa rdozne profesie
pokusaju ukézat/, Ze vSetky neparne ¢&isla vacsie ako jedna st prvocisla:

Inzinier: ,3 je prvocislo, 5 je prvoéislo, 7 je prvocislo, je to jasné, aj ostatné buda prvocisla.”

Fyzik: ,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, g je chyba v merani, 11 je prvoéislo, 13 je prvocislo, ...
Filozof: ,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvoéislo, 9 je prvocislo, 11 je prvoéislo, ...”

Informatik chvil'u programuje, potom program spusti a ten za¢ne vypisovat: ,1 je prvocislo, 1 je prvocislo, 1 je
prvocislo, “



¥

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Obr. 28: Odhad plochy pomocou obdiznikov

Uloha &. 5: A teraz to skuste vSeobecne. Cely interval si rozdel'te na n ¢asti, kazda bude mat’ Sirku %
Napiste si sticet obsahov jednotlivych obdlznikov vedl'a seba, vyjmite pred zatvorku, ¢o
sa dd a pouzite vzt'ah, ktory ste objavili v dlohe 2.

Ak ste predosla tlohu doviedli do vit'azného konca, malo by vdm vyjst/, Ze obsah schodov, ktoré
funkciu pokryvajd, je % alebo v rozndsobenom tvare %
— &o takto zobrat' nejaké naozaj vel'ké n. Napriklad aZ také vel'ké, Ze 2 = dx. V tom pripade by platilo

n = -, takZe obsah pod krivkou by bol

. V tomto momente si povieme

alebo po roznasobeni

Uloha ¢&. 6:  Tie vyrazy v predoslom odseku st zle. Nastastie ste si v tlohe 5 odvodili spravny vzorec.
Opravte to a upravte ten vyraz tak, aby ste sa zbavili zlomkov a dostali polyném s pre-
mennou dx. Potom dx zanedbaijte, lebo je strasne malické. Kol'ko vdm vysiel obsah plochy
pod krivkou?
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2

Uloha ¢. 7: Rovnakym spdsobom zistite, akd je plocha titvaru pod krivkou y = x2 na intervale (1;2).

Ked’ si zvolime nejaké konkrétne x, tak mali¢ky obdiZnik pri tomto x bude mat’ dlhsiu stranu x?

a krat$iu stranu dx a teda obsah x?dx. Stcet vietkych takychto obdiznikov od 0 do 1 (a teda obsah
plochy pod krivkou y = x?) budeme zapisovat’

1
/ x? dx
0

a ¢itat’ ,uréity integrdl od 0 do 1 z funkcie y = x2

ktoré sa vo frakttdre zapisuje .

. Znak pre integral vznikol z pismena s (ako suma),

Obsah plochy pod krivkou — the easy way

Ked' sme riesili tlohu 18 zo Stvrtej kapitoly, ako medzikrok sme potrebovali ndjst’ funkciu, ktorej
derivaciou je x2. A aj sme ju nasli — dokonca sme pomocou priddvania konstanty schopni n4jst’ takych
funkcii vel'a. Jedna z nich je napriklad funkcia y = %3 Funkcia g—x = x2 hovori, ako rychlo funkcia
y = %3 rastie. Ak teda chceme zistit’, o kol'ko funkcia y = %3 podrastla od x = 0 do x = 1, musime
zistit' obsah plochy pod funkciou x? na intervale (0;1).

Lenze — o kol'ko ndm funkcia y = %3 podréstla od x = 0 do x = 1, vieme samozrejme zistit’ aj ovela
jednoduchsie. Dosadime do nej 0 a 1 a zistime rozdiel. % - % = % TakZe obsah plochy pod funkciou
y = x? na intervale (0;1) bude % Hotovo.

Uloha ¢&. 8:  Vypotitajte pomocou tejto finty obsah plochy pod funkciou y = x? na intervale (1;2).

Uloha ¢. 9:  Zoberte namiesto y = %3 nejakd int funkciu, ktorej derivdcia je x2, napriklad funkciu

y = %3 + 2. Vypotitajte s jej pomocou obsah plochy pod funkciou y = x? na intervale
(0;1) a (1;2). Vyslo to inak?

Uloha &. 10: Vieme, Ze ked’ hfaddame funkcie, ktorych derivaciou bude y = x?, tak funguja vsetky
funkcie v tvare y = %3 + ¢, kde ¢ je nejakd konstanta. Skuste na zaklade predoslej tlohy
zddvodnit, Ze iné funkcie, ktorych derivaciou by bolo y = x?, existovat’ nebudd.



Funkcia, ktora ma ako derivaciu zadant funkciu sa nazyva neur¢ity integral funkcie alebo primi-
tivna funkcia k zadanej funkcii. Teda neuréity integrél z funkcie x? je kazdd z funkcif %3 + c. Zapisuje

sa to 3
5 X
d == —

/x X 3+c

No a trik, pomocou ktorého sme poc¢itali obsah pod krivkou druhym spdsobom, sa formalne zapisuje
nasledovne: ak F(x) = [ f(x)dx (teda ,ak F(x) je takd funkcia, ktorej zderivovanim dostaneme f(x)”)
tak [ ub f(x)dx = F(b) — F(a) (teda ,tak plochu pod funkciou f(x) zistime tak, Ze vypocitame, o kol'’ko
funkcia F(x) na danom intervale podrastla®).

Predchddzajuice pravidlo sa nazyva Newton-Leibnitzova veta, aj ked’ jej dokaz ako prvy publikoval
James Gregory a vSeobecnejsSiu podobu poznal uZ Newtonov ucitel’ Isaac Barrow. Hovori sa jej aj
,fundamentélna veta matematickej analyzy”.

Predved’'me eSte iny pohl'ad na vec. Predchddzajtice pravidlo v podstate hovori toto: Ak mame
funkciu f a vyrobime si funkciu S(x), ktord ndm prezradi obsah plochy pod funkciou f na intervale
(a,x), pricom a sme si pevne zvolili a x sa meni, tak funkcia S(x) je zarucene jednou z primitivnych
funkcif k funkcii f.

Toto sa ale da uvidiet' z geometrickej podstaty veci. Akd bude derivécia funkcie S? Plati, Ze dS =
S(x +dx) — S(x). Ked’ sa pozriete na obrazok 29, vidite, Zze dS je tamten vybodkovany utvar, ktory si
pre naozaj malé dx moZeme nahradit’ obdiznikom. (Ak si spominate, v druhej kapitole to aj obdznik
o irke jeden pixel naozaj bol.) Sirka toho obdIznika je dx, jeho vyska je f(x). Plati teda, Ze dS = f(x) dx,
ateda 2 = f(x). Derivécia funkcie S je f(x) a S tym padom musi byt jedna z primitivnych funkcii
kf.

AY

f(x)

X x+dx

o

Obr. 29: Derivécia obsahu pod funkciou

Uloha & 11: Poriadne si premyslite a pochopte, ¢o bolo povedané v predoslych dvoch odsekoch. Ako
sa zmeni funkcia S, ked’ hodnotu a zvolime inak?

Uloha & 12: Kde pretina funkcia y = x? — 5x + 4 os x? Ak4 je vel'kost’ plochy ohranitenej touto fun-
kciou a osou x? Aké ma byt znamienko vysledku?
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SPRAVY

Ulohy 1 a 2

RieSenie tdlohy 1 je jednoduché:

12

T = 1

12422 _ 5

+2 — 3
12422432 14 _ 7
243 ~— 6 — 3
12422432442 30 _ 3

1+2+3+4 - 10 —

12+22+32+4Z+52 - @ - E
1+2+3+4+5 - 15— 3
12422432 44245246 . 91 __ 13
1+2+3+4+5+6 - 21— 3

Ludia si pomerne rychlo v§imli, Ze kazdy d’alsi vysledok je o 3 va¢si nez predosly. (Je to dobre
vidno, ak si namiesto vysledku 1 napiSete % a namiesto vysledku 3 date %.) Odtial' sa dalo celkom

jednoducho uhddnut’, ako bude vzt'ah vyzerat' pre vSeobecné n:

12+224+3 4. +n? 2n+1
1+2434+...+4n 3

Miso prisiel s alternativnym vyrazom 147 - % a chvil'u sme sa museli dohadovat’, kym sme uvideli,
Ze to nie je spravne.”” Zo spravnej podoby sme potom dostali, Ze

2:2n+1
3

12+2243%+---+n (14243+--+n) =
_2n+1 (n+1)-n  2un+1)(n+n  2n34+3n%+n

3 2 6 6

Uloha 3

Této tloha vyvolala v pritomnej zostave studentstva zmatok. Dusan v tabul'’kovom kalkuldtore ove-
ril, Ze vzt'ah naozaj funguje pre vsetky ¢isla do 13500. Kubo ho chcel predbehnit, a tak si napisal
program v Pythone. Ked'Ze vSak overoval ten zlomkovy vztah, tak mu to pre n = 300081 vyhla-
silo, Ze uZ sa to nerovnd, lebo v jednom pripade to vyslo 200054,333333 33334 a v druhom pripade
200054,333 333333 33. Usudil, Ze problém nebude v tom, Ze by sa to naozaj nerovnalo, ale v tom, Ze
Python nie¢o zle zaokrihlil.?®

Tento pristup ma dve zdsadné slabiny. Prvé je t4, Ze také testovanie moZe trpiet’ podobnou chybou,
ako ten Kubov program. (Aj ked” informatici maji svoje metédy, ako dokazat" formdlnu spravnost’
algoritmu.) Druhd je ale podstatnejsia. Aj napriek tomu, Ze som si spravil program, ktory nerobil
rovnaku chybu ako ten Kubov a overil som, Ze ten vzt'ah plati do 1800000000 (a potom som program
zastavil, lebo to bezalo uz vel'mi dlho), stdle nemam istotu, Ze sa to niekde d’alej nepokazi. Som skrétka
len ,lepsi inZinier” a ak by som na zdklade toho programu tvrdil, Ze to uz d’alej platit’ bude, mohol

27 Nefunguje to napr. hned’ pre n = 1. Zato vyjadrenie 1+ (n — 1) - % by bolo dobre.

, P sl s P 5 p . 12422432+ 4n? | 2n+1
28 Ked’ som sa pozrel na ten Kubov kéd, tak som zistil, Ze tam mé chybu a Ze neporovndva vyrazy 537" a <5, ale
3 2 . s 4z e
vyrazy 23 (ntn o 2+l Vzhl'adom na to, Ze ten prvy vyraz je to isté ako (Z"H)é(”ﬂ)" : (2D tak sa rovnost tych

dvoch vyrazov da ukazat’ obyajnou tpravou, takZe chyba je skuto¢ne iba zaokrithl'ovacia.



by som sa dopustit’ rovnakého omylu ako ten inZinier z onoho vtipu, ktory tvrdil, Ze ked st 3,5a 7
prvodisla, tak budu prvoéisla aj vsetky d’alSie nepdrne ¢isla.

Nasledujuci priklad dobre ilustruje, o ¢o ide: Chceme ukézat, Ze neexistuja prirodzené cisla x
a y, pre ktoré by platilo x> — 61y? = 1. Mohli by sme si napisat’ program, ktory by vyskuasal vsetky
dvojice takych prirodzenych &isel, kde x aj y st mensie alebo rovné 1000 000. Takych dvojic je milién
krat milién, teda bilién a program by to na beZznom pocitaci preveroval relativne dlho. Keby program
$t'astne dobehol, ukazalo by sa, Ze Ziadna z uvedenych dvojic nefunguje.

Problém je, Ze keby sme na tomto zdklade ustdili, Ze t4 rovnica teda rieSenie mat’ nebude, tak by
sme sa zufalo pomylili. Ona totiZ rieSenie md, dokonca ich je nekonecne vel'a. Ibaze najmensie x aj y,
ktoré ju spltiaju, st vyrazne vacsie nez milion. RieSenie nasiel v roku 1150 (teda bez potitata) indicky
matematik Bhaskara II. (Vyzva: Skiste to s pocitacom.)

Na otdzku, ¢i teda existuje nejaky lepsi sposob, ako si overit/, Ze ten vzt'ah, ktory sme vymysleli,
skuto¢ne bude fungovat’ pre kazdé ¢islo, som odpoved’ nedostal. A tak som pripomenul fintu zvana
matematickd indukcia. Ved’ ked” sme uZ spominali tG inZiniersku, fyzikdlnu, filozofickt a programator-
skd, tak sa patrilo spomenut’ aj matematickd. Ako to funguje, som ilustroval na politicky nekorektnom
zadani* a pre potreby tohto textu uvediem iny variant tlohy:

Matematickd indukcia

Stard kronika hovori, Ze v d’alekom Tibete bol klastor, v ktorom Zili ml¢iaci mnisi, ktorym sa po-
mocou meditacie podarilo dosiahnut/, Ze sa neodrazali v zrkadle, ani nikde inde. Stretdvali sa len raz
denne pri obede, ktory tiez zjedli ml¢ky. Do klastora prisiel na vizitdciu ldma a mnichom oznamil, Ze
niektori z nich trpia chorobou, ktora mézZe byt' potencidlne nebezpecnd. Choroba sa v prvom $tadiu
prejavuje tak, Ze sa tomu, kto ju md, urobi na cele ¢erveny fl'ak. Lama prikédzal, aby sa chori mnisi
pobrali do hor a tam zotrvali tri mesiace v karanténe a Ze tak musia urobit’ hned’, ako pridu na to, Ze
st chori. Potom lama odisiel a viac informécii nezanechal.

Mnisi sa nemohli pozriet’ do zrkadla, ani na vodnt hladinu, lebo sa neodraZali. Nemohli ani spolu
komunikovat, videli iba ¢eld ostatnych mnichov pri obede. V kronike sa ale zachoval tidaj, Ze mnich
Tenzin, ktory sa neskor sdm stal lamom, opustil klastor po 6smom obede od lamovho ozndmenia.

Kol'ko bolo v klastore chorych mnichov?3°

Ako by sa vyvinula situdcia, keby bol v klastore jeden chory mnich? Doty¢ny pocul od lamu, Ze
niektori z mnichov st chori. A ked’ priSiel na obed, uvidel, Ze nikto nema na cele ¢erveny fl'ak. Z toho
mu muselo byt jasné, Ze jediny, kto moze byt’ chory, je on. Odisiel by teda hned” po prvom obede.

Co by sa dialo, keby boli v kl4store dvaja chori mnisi? Kazdy z nich by po ldmovom oznameni
prisiel na obed a uvidel by jedného mnicha s flakom na cele. Obaja by si povedali: ,]Je to v poriadku,
chory je ten druhy.” PriSiel by ale druhy obed a kazdy z tych dvoch mnichov by videl, Ze ten druhy
neodisiel, ako by mu to prikazovala tvaha z predoslého odseku, keby bol jediny. Tym padom by
usudili: , Ten druhy jediny byt nemodze a nikto iny okrem mmia uZ chory nie je. TakZe musim byt’ chory
aj ja.” Obaja mnisi teda odidu po druhom obede.

Predosla tivaha sa dd zovSeobecnit’ do takejto podoby: Ak je pravda, Ze n chorych mnichov opusti
kldstor po n-tom obede, tak potom bude platit, Ze (n + 1) chorych mnichov opusti klastor po (1 + 1)-
vom obede. Skuto¢ne, ak je chorych mnichov (1 + 1), kazdy z nich vidi n chorych mnichov a o¢akava,
Ze po n-tom obede odidu. A ak pridu aj na (n + 1)-vy obed, domysli si, Ze okrem nich musi byt chory
este niekto d'alsi a Ze on je jediny, kto prichddza do avahy. Ttto tvahu urobi vietkych (1 + 1) mnichov,
a tak sa po (n + 1)-vom obede zdvihnu a odidu.

Zhrnime teda, ¢o vieme:

29 V ktorom starosta na trindsty den zavrazdil svoju neverntt manZelku.
30 Este k tej politickej korektnosti: V pévodnej verzii tejto podoby zadania pachali chori mnisi ritudlnu samovrazdu.
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1. Ak je chory jeden mnich, tak odide po prvom obede.

2. Ak n chorych mnichov odchddza po n-tom obede, tak (1 + 1) chorych mnichov odchadza po
(n + 1)-vom obede.

Prvy bod nam zarucuje, Ze jeden chory mnich odchadza po prvom obede. Z toho ale pomocou
druhého bodu vieme usudit, ze ak st chori dvaja, odidu po druhom obede. Z toho ale pomocou
druhého bodu vieme ustdit/, Ze ak st chori traja, odidu po tret om obede. Z toho ale pomocou druhého
bodu vieme usudit’, Ze ak st chori Styria, odidu po Stvrtom obede. Z toho ale pomocou druhého bodu
vieme usudit’, Ze ak st chori piati, odidu po piatom obede. A tak d’ale;j.

Skrédtka uvedené dva body stacia na to, aby bolo vidno, Ze pre kazdé n plati, Ze ak je chorych n
mnichov, tak odidu po n-tom obede. Keby sme to mali ukazat’ napriklad pre n = 1000, tak zacneme
robit’ ivahu z predoslého odseku a ¢asom sa k tej tisicke dostaneme.

Cely princip dokazu indukciou funguje podobne, ako stavba drdhy z dominovych kociek. Ten
druhy bod hovori nie¢o v zmysle ,,ak padne n-td dominové kocka, tak padne aj (n+ 1)-vd”. A ten prvy
bod hovori: ,zhodili sme prvia dominova kocku”. Vysledok je, Ze padnt vSetky. Pokochat' sa moZete
napriklad na tejto linke: https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ.

Ostava uz iba dodat/, Ze ked'Ze Tenzin odiSiel po 6smom obede, v klastore bolo osem chorych
mnichov a Ze v8etci odisli po 6smom obede.

No dobre. Ale ako ndm toto pomoZe, ak chceme ukazat/, Ze naozaj pre kazdé n plati

23430 +n

212243244 p2 ’

Sktsime to dplne rovnako. Vyskisame, ¢i to funguje pre n = 1 a potom sa pokusime ukdazat/, Ze ak
to ndhodou pre nejaké n funguje, tak to potom bude zarucene fungovat’ aj pre (n + 1).
Overit’ prva Cast’ (teda prvy bod indukcie) je jednoduchsie. Pozrieme sa, ¢i plati

2134317 +1
B 6

12

a zistime, Ze ano, plati. Druhy bod bude komplikovanej$i. Musime ukdazat’, Ze ak pre nejaké n bude
platit’
213 2
124224324 ... 442 = W
tak potom bude platit’ aj

2 _2(n+1°+3n+1)+ (n+1)
6

PP422 43+ 4n?+ (n+1)

.....

213 +3n% +n
12+22+32+---+n2+(n—|—1)2:T—i—(m—kl)z

(n+1)343(n+1)%+(n+1)
6 7

Keby sa ndm podarilo ukazat, Ze % + (1 +1)? je pre kazdé n to isté ako 2
tak sme vyhrali. To ale zvlddneme obycajnou tipravou vyrazov. Prvy vyraz upravime takto:

213 +3n2+n
6

2n3 43 +n+6(n+1)2

— : —
243+ n+6(mP4+2n+1)  2n*+9n*+13n+6
N 6 N 6

+(n+1)?



https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ

Sprawy |

Druhy upravime takto:

2(n+1)3+3(n+1)>+ (n+1)
6

2 +3n2 +3n+1)+3(n>+2n+1)+ (n+1)
6

_ 2n°+ 91?4+ 13n+6
B 6

Skutocne st oba vyrazy rovnaké.
Znovu si teda zhrrime, ¢o sme zistili. Vieme Ze ak vzorec

) 2 +3n*+n

e a—
funguje pre nejaké ¢islo, tak funguje aj pre ¢islo o jedna vécsie a vieme, Ze funguje pre n = 1. Z toho
vidime, Ze musi fungovat’ aj pre n = 2. Z toho vidime, Ze musi fungovat’ aj pre n = 3. Z toho vidime,
ze musi fungovat’ aj pre n = 4. Z toho vidime, Ze musi fungovat’ aj pre n = 5. A tak d’alej. Ked'Ze
sa tymto spdsobom vieme dopracovat’ ku kazdému prirodzenému ¢&islu, musi vzorec fungovat’ pre
vSetky prirodzené cisla.

12422437+ +n

Ulohy 4,5a6

Ulohu 4 l'udia zvladli celkom dobre — jediny detail, ktory robil problémy, bol, Ze ked’ sa potita
obsah druhého obdlznika, tak vyska je (%)2, ale zdkladna iba 11—0. Nejaki I'udia tam silou-mocou pchali
# a ked’ rovnakt chybu spravili aj pri d’alsich obdlznikoch, vysiel im cely sucet vacsi ako 1, ¢o je
evidentne zle.

Ked' si interval (0;1) rozdelime na n ¢asti a budeme potitat’ obsah schodista v tomto pripade, tak
prvy schodik bude mat’ zékladiiu 1 a vysku (1)?, druhy bude mat’ zakladiu 2 a vysku (2)°, treti
bude mat' zékladiiu + a vysku (%)2 atd’., az posledny bude mat’ zakladtiu 1 a vysku (%)2 Obsah
celého schodist’a teda bude:

1‘12 1 22 1 3 1.112 1

e

) _ L1292 22 2
gttt = (2248 )

n n?
V tomto momente sa potesime, aky pekny vzorec sme si pred chvil' ou vymysleli a ako sa ndm teraz
zide a zist'ujeme, Ze obsah schodist'a bude:

1 2 +3n*+n _ 2n3+3n*+n

n3 6 6n3
Niekomu sa moze viac pacit’ ten tvar, ked’ je v Citateli zZlomku stidin, teda
2n+1)(n+1)n
613

uz len z toho doévodu, Ze by sa dalo jedno n vykratit. V texte kapitoly st uvedené oba tvary, ale
s nespravnym menovatel' om. Hl'adanie chyby bolo sti¢ast'ou tlohy 6. Uloha 6 tiez va¢$inou problémy
nerobila, len si bolo treba spomentt’, ako presne sa deli zlomkom dl? a Ze je to to isté ako ndsobenie dx°.
V kaZzdom pripade sme sa dopracovali k skvelému, naro¢nému a prekvapivému vysledku, Ze plocha
pod funkciou y = x2 na intervale (0;1) je M ¢o je po zanedbani dx rovné 1. (Prekvapivy je ten
vysledok preto, lebo ked” sa doteraz pocitali nejaké obsahy krivych Gtvarov, napriklad kruhu, tak sa
tam stale motalo 7t a vysledky vychddzali iraciondlne. Tamten vysledok je prekvapivo pekny.)
Niektori I'udia sa divili, preto to vyslo viac, ked’ sme ten interval (0;1) mali rozdeleny na menej
Casti. (Ijloha 4 vysla 0,385, ¢o je viac, nez %.) Dovod je ten, Ze vtedy toho spod funkcie viac tréalo.
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Uloha 7

Této dloha slaZi na to, aby ste si overili, ¢i ste predoslému dobre rozumeli a ¢i to viete zopakovat’
v trochu inej situécii. Najjednoduchsie je potitat obsah pod funkciou y = x? na intervale (0;2) a od
vysledku odéitat’ § (¢o je obsah pod tou istou funkciou na intervale (0;1)). Cely interval (0;2) si
rozdelime na 2n tisekov (aby mal opdt’ kazdy sirku ). Stcet jednotlivych schodov potom bude:

1 (1)2 1 <2>2 1 (3)2 1 <2n>2
o (2) 4= (2) 4= () 4+ (=) =
n n n n n n n n
1
:$(12+2Z+3Z+...+(2n)2)

(Dobre sa na ten vyraz pozrite, aby ste videli, preco je to tak.) Ked” dosadime 21 do nasho skvelého
vzorca pre st¢et druhych mocnin, dostaneme, Ze hl'adana plocha bude:

2(2n)3+3(2n)2+ (2n) _ 16n>+12n>+2n  8n®+6m+1

6n3 613 3n?

Ak si teraz zvolime také vel'ké n, ze % =dx,tedan = dl—x, tak dostaneme, Ze obsah schodist'a bude:

8(%)‘#6(%)‘#1 _dx2 (%"‘%‘Fl) 8+ 6dx+dx’
3L B 3 B 3

dx?

Ked’ teraz opiat’ vyhldsime, Ze dx je dostato¢ne malé na to, aby sme ho mohli zanedbat/, zistime,

7e obsah pod y = x? na intervale (0;2) je %. Ked’ od¢itame %, dostaneme, Ze obsah pod y = x? na
intervale (1;2) je 3.

Uloha 10

Uloha bola vyrie$ena dvomi réznymi sposobmi. Prvy bol tento: Mame funkciu y = x? a funkciu

y = %3, o ktorej vieme, Ze je neur¢itym integradlom k funkcii y = x2, a teda ak chceme vypoctitat,

aky je obsah pod grafom funkcie y = x? na intervale (a;b), tak to bude %3 - § Co by sa dialo, keby

existovala zdkerna funkcia g, ktord by mala tiez za derivéaciu funkciu y = x? a pritom by sa neligila

vSade od funkcie y = %3 o konstantu? Znamenalo by to, Ze existuja dve miesta a, b, pre ktoré plati,

Ze g(a) = § +cragbh) = %—3 + cp, pricom tie ¢isla c; a ¢p st rozne. Ked'Ze je ale zakernd funkcia g
integralom k funkcii y = x2, tak ju tiez moZeme vyuZit na vypocet obsahu plochy pod funkciou na
intervale (a;b). A vyjde ndm 173—3 +cp— (g + cl), ¢o je to isté ako %3 - § + (c2 — c1). To je ale problém,
pretoZe cy — ¢1 nie je nula. A obsah plochy pod krivkou y = x?

b (¢ itali funkce y = %) aj & — 4 ¢ itali
naraz 5 — % (o sme vypocitali pomocou funkcie y = %) aj T — % + (c2 — c1) (¢o sme vypocitali
pomocou zékernej funkcie g), lebo tie dve ¢isla st rozne. Preto Ziadna takd zdkernd funkcia ¢ nemdze

existovat'.

na intervale (a;b) preto nemdze byt

Druhé riegenie vymyslel Miso: Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré maja obidve derivaciu x2.

Spravme si novd funkciu f(x) — g(x). Jej derivacia bude x? — x2, ¢ize 0. A ked'Ze je derivacia nula,
funkcia nikde nerastie, ani neklesd, a teda to musi byt konstanta.

Oba tieto argumenty st pouZitel'né aj pre iné funkcie, neZ je y = x2. Teda napriklad aj vSetky primi-
tivne funkcie k funkcii y = 3x sa moZu liSit’ len o konstantu. TakZe sme uzavreli otazku, ktora ostala
otvorend v suvislosti s tlohou 17 zo Stvrtej kapitoly a nad ktorou sme sa zamysl'ali v komentaroch.
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Uloha 11

Najprv si zvolime dve &isla a a b. Predstavte si, Ze zo zadanej funkcie f(x) vyrobite dve funkcie:
Funkciu S,(x), ktora vam pre zadané x prezradi obsah plochy pod funkciou f na intervale (a;x)
a funkciu Sy (x), ktord vam pre zadané x prezradf obsah plochy pod funkciou f na intervale (b; x). Co
dostanete, ked’ pre nejaké x vypocitate S,(x) — Sa(x)?

Ay

f(x)

b a X

\

Obr. 30: Dve funkcie popisujtice obsahy

Ked’ sa pozriete na obrdzok 31, uvidite, Ze rozdiel tych dvoch funkcii bude vZdy obsah plochy pod
funkciou medzi b a a bez ohl'adu na to, ako si x zvolite.3' Znamena to, Ze rozdiel tych dvoch funkcii
bude vzdy konstantny. To ale nie je vel'ké prekvapenie — neddvno sme ukdzali, Ze S,(x) aj Sp(x) maja
obe ako derivéciu f(x). O tom, Ze sa takéto funkcie musia li$it' o konstantu, sme sa bavili pred chvil'ou.
Je ale zaujimavé vidiet, Ze tato konstanta moZe mat’ geometricka interpretaciu.

Uloha 12

Najprv bolo treba zistit, kde sa zadana funkcia pretne s osou x, teda vyrie§it' rovnicu x> — 5x +
4 = 0. Kvadratické rovnice nast'astie riesit' vieme, rieSenia vysli 1 a 4. To znamend, Ze nas bude

4
zaujimat’ interval (1;4) a chceme vypocitat ff(x2 — 5x +4) dx. Bude to %3 -5 %2 +4x v teda g -

5. % +4-4— (g —-5. g +4. 1) = —4,5. Vysledok vysiel zdporny, pretoZze zadand funkcia ma na
intervale (1;4) len zdporné alebo nulové hodnoty. Komu zdporny vysledok prekaza, moéze zobrat’ ako
vysledok absolttnu hodnotu toho integrédlu. Ale pripustit, Ze obsah moze byt niekedy zaporny, moze
tiez niekedy poskytnat’ zaujimavid informaciu. Ak sa niekto vaZzne zamyslel nad pozndmkou pod
¢iarou k predoslej tlohe, prave zdporné obsahy st sposobom, ako pravdivost’ spochybneného tvrdenia
zachrdnit'. Skuste si to premysliet’.

Obrézky st obtas zavadzajtce. Co sa stane, ked’ si zvolime x medzi a a b? Co ak si ho zvolime vl'avo od b? Ide to nejak
zachranit’, aby tvrdenie bolo stale pravdivé?
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Obr. 31: y = x> — 5x +4




7 DERIVUJEME A INTEGRUJEME

V predoslych kapitoldch ste sa dozvedeli, ako funguja derivacie a integraly. Tato kapitola obsahuje
ulohy, ktoré sti vhodné jednak na to, aby ste v pocitani ziskali prax, jednak na to, aby ste sa stretli
s d’alsimi situdciami, v ktorych sa derivacie a integrdly daju vyuZit. Ak sa tomuto kurzu venujete
v 8kole, kapitola sliZi aj na to, aby ste vedeli, ¢o vds mozZe ¢akat’ na pisomke.

Uloha & 1:  Pomocou dy a dx vypotitajte derivécie tychto funkcif:

a) y=x>+1 o y=(2x+1)?
b) y = (x+1)? d) y

1
X

Uloha ¢&. 2:  Bez dx, dy a inych d-¢iek vypotitajte derivécie tychto funkcii:

a)y:x5_2x4+172 C)y:xg_{_%s_}_x;_{_x_;_l
b) k = 2m® + 5m?

Uloha ¢&. 3:  Najdite rovnicu doty¢nice k danej funkcii v danom bode. (Druht stradnicu bodu si do-
pocitajte tak, aby bod na tom grafe lezal.)

a) y=x"+16 [2;7] Jgy=y [27]
b) y=x>—6x+3 [3,7]
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Uloha ¢. 4:

Uloha &. 5:

Uloha &. 6:

Uloha &. 7:

DERIVUJEME A INTEGRUJEME

Tato tlohu robte bez vypoctovej techniky: Zistite podl'a derivacie, kde rastie a kde klesa
funkcia y = x*> — 3x. V ktorych bodoch sa menf z rastticej na klesajtcu alebo naopak? Aké
hodnoty v tychto miestach pévodnd funkcia nadobtda? V ktorych bodoch mé pévodna
funkcia (nie jej derivacia) hodnotu 0? Na zaklade zistenych veci nakreslite ¢o najlepsie
graf zadanej funkcie.

Legenda o vzniku Kartdga hovori, Ze princezna Didé (ktord bola na tteku pred svojim
bratom Pygmalionom, ktory jej dal zamordovat’ manZela, pricom ten manzel bol stcasne
jej strykom a sticasne radcom toho brata, ktory bol mimochodom panovnikom, pretoZe
ten manZel bol strasne bohaty a ten brat kral’ chcel jeho peniaze, ale Did6 ich stihla zobrat’
prvéa a utiect'. .. skrdtka mytolégia) si od kral'a Berberov larbasa vyZiadala taky kus zeme,
ktory by mohla ohranicit’" volskou koZou. Akurét, Ze to ohranic¢enie ponala Sikovne —
z koZe narezala remienky a ohradila dost’ izemia, aby tam mohlo vzniknat’ mesto.

Pre potreby tejto tlohy predpokladajme, Ze sa Did6 podarilo z volskej koZe narezat’ 8oo
metrov remienkov. Dalej predpokladajme, Ze si chcela ohrani¢it obdiznik.3*> Navyse si
ohradila tzemie pri mori, takZe jednu stranu obdiznika si nemusela ohradzovat. Ako
mala zvolit’ strany obdIZnika, aby bola plocha ohradeného tizemia maximélna?

Vypocitajte neurcité integraly:

a) [(3x°+2x3—7)dx o [—gtdt
b) [(5x*+3x> +2x)dx

Aky fyzikalny vyznam ma vo vysledku posledného integralu to +c?

Vypocitajte obsah plochy pod krivkou na danom intervale (teda urcité integraly):

32 Ak by sme od obdiznika upustili, d4 sa maximélna plocha este zlepsit. Aky by bol optimalny ttvar?



a) f04(x2 —4x)dx c) f03 —gtdt
b) ff3 x3dx

Aky je fyzikalny vyznam vysledku posledného integralu?

2

Uloha & 8:  Vypoitajte obsah titvaru ohrani¢eného parabolou y = x? — x a priamkou y = 2x. Je dobré

nakreslit’ si ¢o najlepsi obrazok.

Uloha ¢. 9:  Na obrazku 32 vidite kuZel' s polomerom podstavy r a vyskou v. Cely kuZel nakrsjame
na platky hrabky dx. Kazdy platok je tenky valec s vyskou dx. Polomer podstavy valca,
ktory sa nachddza na mieste x bude [ x (Pre¢o? Skiste to zdovodnit' bud’ cez smernicu
priamky alebo cez podobnost” trojuholnikov.) Objem valca’? teda bude 7 - (%x)2 -dx. Co
dostanete, ked’ s¢itate objemy vSetkych takychto valcov pre x od 0 do v? (Ano, treba
vypotitat integrdl [y 7 - (Lx)?-dx.)

33 ,Pikrat polomer podstavy na druhu krat vyska.”
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Obr. 32: Kuzel
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SPRAVY

Hlavnou tlohou tejto kapitoly bolo zopakovat” a utvrdit’ veci, ktoré ste sa doteraz naucili. Napriek
tomu sa v nej mihli nejaké zaujimavé detaily, ktoré budt spomenuté v tychto spravach.

Uloha 1d

Této tloha bola zaujimava tym, Ze sme prvykrat zderwovah ind funkciu neZ polyném. Mame

zderivovat’ funkciu y = 1 , teda zistit’, ¢omu sa rovnd “‘2‘ . Upravujme.

1 1 X _ _X+dx —dx
T+dx  x _ x(x+dx) x(x+dx) _ x(x+dx) _ 1
dx dx dx x(x +dx)

Ked' teraz dx zanedbdame, dostaneme —%. Niekto (tusim MiSo) trefne poznamenal, Ze ak si to % na-
piseme ako x~!, tak derivacia z toho by mala byt —1-x~2 a skutotne ndm presne to vyslo. To, Ze
derivécia x" je nx"~! sme zatial dokdzali iba pre prirodzené n, ale tento vysledok naznaluje, Ze sa
platnost’ tejto formuly moZzno bude dat’ rozsirit'.

Uloha 2

V tejto tlohe boli zaujimavé dve veci — jednak to, Ze za tych niekol'’ko lekcif si niektori I'udia zvykli
na to, Ze jedind pouZitelnd premennd je x a tloha b) ich Gplne zmiatla — aZ natol'ko, Ze si vo funkcii
najprv menili pismenkd a az potom derivovali. Ale prave na to, aby sa pripomenulo, Ze povodne sme
mali ako hlavnt premennt vac¢sinou ¢as (teda t) a Ze tie pismenka st iba panské hunctctvo a moéZeme
si ich zvolit’, ako chceme, bola t4to tiloha zaradenad.

Druha zau]lmava vec bola tloha c). Derivaciou?* funkcie y = 4 + % + S+ x+1 je totiz funkc:la
y = x>+ x2 + x + 1, takZe povodnd funkcia moze slazit ako tabul'ka pr1 mtegrovam funkcif x°, x2, x

al.

Uloha 3b

T4to tloha bola zaujimava najmé tym, Ze derivacia funkcie y = x> — 6x + 3 je y’ = 2x — 6 a td je pre
x = 3 rovna nule.’> Ked’ teda budeme robit’ doty¢nicu v bode [3, —6], td bude mat’ nulovii smernicu.
Ked'Ze navys$e vieme, Ze povodna funkcia je kvadratickd s kladnym koeficientom pri x2, teda parabola,
ktord je zdola ohrani¢end, rovno vidime, Ze v tom bode x = 3 nadobudne minimum.

Zistit' to ale vieme aj bez toho, aby sme tusili, Ze grafom povodnej funkcie je parabola. Sta¢i si
uvedomit, Ze pre x < 3 je derivacia zdpornd, ¢iZe povodna funkcia klesd a pre x > 3 je derivacia
kladna, ¢iZze povodna funkcia stipa. Ked’ funkcia po trojku klesa a od trojky sttipa, musi mat’ v tej
trojke minimum.

Uloha 4

Techniku z predoslej tlohy mdzeme naplno rozvinat' v tejto tlohe. Zderivujeme funkciu y = x> —

3x a dostaneme y’ = 3x% — 3. Ak chceme o p6vodnej funkcii zistit, kde rastie a kde klesa, potrebujeme
o derivacii zistit’, kde je kladna a kde je zdporna.

V pripade slusnych funkcif?® stadi zistit, kde maja Sancu zmenit’ znamienko — teda kde sa mozZu
dostat’ na druht stranu osi x. A taka Sanca sa naskytne bud’ tam, kde majt hodnotu nula (napriklad

34 Vsimli ste si, Ze v slove ,derivaciou” idd za sebou tri samohlasky?

35 Derivacia funkcie y = f(x) sa znati bud’ %, alebo y'. Ked' fyzici derivujt podla ¢asu (¢ize podl'a premennej ) pouZivajd
bodku. Pripomerime veli¢inu T, ktorti sme pouZivali pri Univerzalnom Genidlnom Termostate.

36 Vsimnite si, Ze sme pre istotu nepovedali, ¢o to presne slusna funkcia je.
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funkcia ¥ = x — 4 meni znamienko vo Stvorke — na intervale (—o0;4) je zdpornd a na intervale (4; o)
je kladnd) alebo tam, kde nie st definované (napriklad funkcia y = 1 nie je definovand v nule a je na
intervale (—o0;0) zdpornd a na intervale (0; o) kladna).

Nasa derivécia je definovana vSade, takZe Sanca na zmenu znamienka je len tam, kde je nulova.
A nulova je tam, kde je 3x2 — 3 = 0. Tdto rovnicu vyrieSime — dostaneme 3x? = 3, &ize x* = 1, &iZe
x = 1 alebo x = —1. Derivacia mdZe zmenit' znamienko iba v tychto miestach. Ciselna os sa ndm tak
rozpadla na tri kusy, na ktorych md derivacia znamienko stale rovnaké — su to intervaly (—oo; —1),
(=1;1) a (1;00). No a ak chceme zistit' znamienko derivicie na tychto intervaloch, sta¢i z kazdého
intervalu vybrat’ jedno ndhodné ¢islo a do derivacie dosadit’.

Z intervalu (—oo; —1) si vyberieme napr. x = —10. Dosadime do derivécie a dostaneme 3 - (—10)? —
3, ¢ize 297. Z toho uz vieme, Ze na celom intervale je derivacia kladnd, teda povodnd funkcia rastie.
Z intervalu (—1;1) si vyberieme napr. nulu (aj preto, lebo sa I'ahko dosadzuje) a zistime, Ze derivéicia
v nej je —3. Na celom intervale teda bude derivacia zapornd a povodnd funkcia bude klesat'. A nakoniec
z intervalu (1;00) si vyberieme 10, tam je t4 derivdcia zase 297, takZe na intervale (1;0) je derivacia
kladnda a pdvodna funkcia rastie. Priebeh si m6Zeme zhrnat’ v nasledujticej schéme:

-1 1
Derivéacia + ‘ — ‘ +
Funkcia 7 ‘ N\ ‘ N
Zo schémy vidime, Ze v bode x = —1 dosiahne funkcia maximum y = 2 (aj ked’ iba lokalne, neskor
v intervale (1; 00) nadobudne aj vacsie hodnoty) a v bode x = 1 dosiahne lokdlne minimum y = —2.

Aby sme mohli nakreslit’ eSte lepsi graf, zistime si, kde pdvodnd funkcia pretne os x. (Tato faza
nem4d ni¢ spolo¢né s derivdciami — budeme iba potitat’ rovnicu x*> — 3x = 0, teda x(x* — 3) = 0. Sti¢in
dvoch veci je nula vtedy, ked’ je nula jedna alebo druha z nich. TakZe bud’ plati, Ze x = 0 alebo ze
x? —3 =0, ¢ize x = ++/3. Graf funkcie pretne teda os x aZ v troch miestach.

Ked’ vsetky tieto veci nakreslime do jedného grafu, dostaneme vel'mi dobry prehl'ad o tom, ako sa
funkcia y = x® — 3x sprava. Graf bude vyzerat' tak, ako moZete vidiet' na obrazku 33.

w

8]

Obr. 33: Graf funkcie y = ¥ —3x
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Uloha 5

KoZené remienky budt ohranitovat’ tri strany obdiznika. Dizku tych dvoch z nich, ktoré st rov-
nobezné, si ozna¢ime x. Na tretiu stranu, ktord je rovnobezna s pobrezim, zostalo Did¢é (800 — 2x)
metrov. Rozloha mesta bude teda x - (800 — 2x) = 800x — 2x? metrov $tvorcovych. Ked’ Did6 chce, aby
ta rozloha bola ¢o najvécsia, musi zistit', pre aké x nadobudne tamta funkcia najva¢siu hodnotu. To ale
zisti I'ahko. Derivécia funkcie je (800 — 4x) a t4 sa meni z kladnej na zapornt v bode x = 200. To ale
znamend, Ze povodnd funkcia sa meni v bode x = 200 z rastticej na klesajticu, takZe v tom bode bude

.....

metrov. Maximalna dosiahnutel'nd vymera bude 80 000 metrov Stvorcovych.

Ulohy 6¢ a 7c

V dlohe 6¢ bolo treba vypotitat’ integrdl [ —gtdt. Funkcia —gt, ktort integrujeme, hovori, ako
rychlo sa bude v ¢ase t pohybovat’ teleso, ktoré pada v gravitaénom poli s gravitaénym zrychlenim g
a pravdepodobne ste sa s fiou stretli na fyzike. Zdporna rychlost’ znamend, Ze teleso pada dole a Ze
vyska sa bude zmensovat'. Integral z tej funkcie je %tz + c (g je konstanta, integral z ¢ je %) alebo inak
zapisané ¢ — thz.

S vyrazom ‘%2 ste sa uz tieZ stretli na fyzike — hovori, aka drdhu teleso prejde, ak sa pohybuje
s rovnomernym zrychlenim g. A ked” bude teleso padat’ z vysky c, tak v ¢ase t bude presne vo vyske

2
c— %. Hodnota c je teda vyska, z ktorej za¢ne teleso padat’.

Ked’ v tdlohe 7c ideme pocitat’ integral f03 —gtdt, dozvieme sa, akt drahu preleti teleso za prvé tri
3
sekundy. Vysledok bude [%ﬂ 0= ‘%9 — 0 = 4,5¢. Pri pozemskej gravitacii teda teleso za tri sekundy
preleti priblizne 45 metrov. Na Mesiaci je gravitaéné zrychlenie priblizne 1,6m/s?, takZe tam teleso
za tri sekundy padne o 7,2 metra. Je jedno, z akej vysky teleso padd, to, aka drdhu prejde, vzdy pri
danom g vyjde rovnako.

Uloha 8

Ked’ chceme zistit/, akti oblast’ tie funkcie ohrani¢uju, potrebujeme najprv zistit’, kde sa pretna ich
grafy. Pretnt sa tam, kde sa funkéné hodnoty rovnaji, teda x2 —x = 2x. Po Uprave x2 —3x = 0, &ize
x(x —3) =0, takZe rieSeniast x =0 a x = 3.

81
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Obr. 34: Grafy funkcii

Ked'’ si grafy na¢rtneme, situdcia bude vyzerat’ ako na obrdzku 34. Situdciu ndm trochu komplikuje,
Ze jeden graf miestami zasahuje pod os x. Na intervale (0; 1) je parabola pod osou x, na intervale (1;3)
nad osou x a nie je celkom zrejmé, ¢i sa na kazdom z tych intervalov ma situdcia riesit’ rovnako. Jedna
z moznosti by bola pocitat’ to na kazdom zvlast, ale poktsime sa ndjst’ univerzalnejsie rieSenia.

Prvé je, Ze si obe funkcie posunieme vyssie — teda Ze namiesto funkcii y = x> —x ay = 2x
budeme pracovat’ s funkciami y = x2 — x + 1 a y = 2x + 1. Tvar oblasti sa nezment, oblast’ sa len bude
nachddzat’ o nieco vyssie. Situdciu moZete vidiet' na obrazku 35.

Obr. 35: Posunuté funkcie

Teraz uZz nie je problém vypocitat’ obsah plochy pod vrchnou funkciou a odpocitat’ obsah plochy
pod spodnou funkciou. Ostane nam obsah plochy, ktoré je vysrafovana iba raz, ¢o je presne to, ¢o
potrebujeme.
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Ideme preto pocitat’ integraly

/03(2x+1)dx_/03(x2_x+1)dx—[x +a]2 - [33 ’fzzﬂ}::

2
= (3% +3) — (0*+0) — ((33 3+3>—(0—0+0)>:12—7,5:4,5

Plocha hl'adanej oblasti je teda 4,5.

8

Obr. 36: Posunuté pasiky

Druha moznost/, ako sa so situdciou vysporiadat/, je nakréjat’ vysetrovant oblast’ na pasiky Sirky
dx a tie postavit’ na os x (tak ako to vidno na obrdzku 36). Pasik pre hodnotu x bude mat’ vysku rovna
rozdielu tych dvoch funkcii, teda 2x — (x? — x) = 3x — x2 (¢o je t4 funkcia na obrazku vpravo) a sirku
dx. Ak teda chceme vediet’ cely obsah, musime vSetky pdsiky s¢itat’, teda vypocitat’ integral

3 3x2 1377 27
2 _ _
/0(3x x)dx—[2 3}0 9—-(0—-0)=45

Vysledok je rovnaky ako predtym.
Ked’ sa podrobnejsie pozriete na oba uvedené postupy, je z nich vidno, Ze na sprdvnom intervale
staci integrovat’ rozdiel tych dvoch zadanych funkcii.

Uloha 9
Objem kuZel'a bude

v r \2 r2 v 2 2 [x31° r? 3 o
/ n-(fx) -dx:n—z/xdx:n—z | =y =
0 v v Jo v* | 3], v4 3 3

Ak ste sa niekedy v minulosti divili, kde sa v tom vzorci pre objem kuZel'a nabrala t4 trojka v me-
novateli, tak je tam presne kvoli tomu, Ze sa integrovalo x?. Z tplne rovnakého dovodu sa nachadza
aj v menovateli vzorca pre objem ihlanu (napriklad stvorbokého, ale aj 'ubovol'ného iného). Skiste to
odvodit’ pre stvorboky ihlan rovnako, ako sme to spravili pre kuzel'.







8 ROZHORCENY BISKUP

Dvadsiata siedma najlep3ia univerzita’ na svete — University of California, Berkeley, nesie meno
po Georgovi Berkeleyovi. Berkeley bol Ir, cestovatel, misionar, filozof, matematik, filantrop (zalozil
nemocnicu a sirotinec) a neskor aj anglikdansky biskup. Z nasho hl'adiska st z tychto charakteristik
dolezité dve — filozof a matematik.

Obr. 37: George Berkeley (portrét od Johna Smiberta)

Co sa tej filozofie tyka, Berkeley bol subjektivny idealista, teda tvrdil, Ze to, €0 vnimame, nemusi
mat’ Ziadny materidlny zdklad. Mo6Ze to dost’ dobre byt nejaky Matrix, ktory ndm zabezpeci iba to, Ze
veci vhimame viac-menej rovnako. Tvrdenie, Ze naSe zmysly vnimaja nejaki skuto¢nt realitu, nemame
vel'mi o ¢o opriet’. Z toho dévodu bol Berkeley pomerne skepticky voci prirodovednému vyskumu. Na
druhej strane, matematikou sa zaoberal od mladosti, teSila ho a rozumel jej.

Rovnako ako dnes, sa aj vtedy navzdjom podpichovali I'udia veriaci a neveriaci; neveriaci vy¢itali
veriacim, Ze pre svoju vieru maja mélo dokazov a veria tomu, ¢o nemaja podloZené. Vel'ké tispechy
Newtonovskej fyziky (a derivécii, integralov a diferencidlnych rovnic, na ktorych bola postavend) este
zvacsSovala hrdost’ I'udi, ktori sa prirodovede venovali a pokladali ju za jediny seri6zny zdroj 'udského
poznania.

37 Podl'a rankingu na http://www.topuniversities.com v r. 2015
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Ako odpoved’ na takéto podpichovanie vydal v roku 1734 Berkeley svoj spis Analytik.® V tiom
sa pozastavuje nad tym, Ze napriek tomu, Ze pdni prirodovedci odmietaji priznat’ vierohodnost’ ¢o-
mukol'vek nezvyklému, tak pokojne veria na nekonecne malé veli¢iny, ktoré st mensie ako ¢okol'vek
myslitel'né, ale pritom nie st nula.

Podrobne tam rozoberd dodkaz toho, Ze derivacia x" je nx"~!, ktory sme spravili v komentéroch
k stvrtej kapitole. Ked’ sme dosli k vyrazu

nxn—1+ n xﬂ—zdx_|_..._|_ n xdxn_z—}- " dx”_l
2 n—1 n

tak sme vyhlasili, Ze tie dx st prakticky nula a ostane ndm tam iba nx"~!. Berkeley to komentuje:

Je zrejmé, Ze takyto pristup nie je ani slusny, ani presvedcivy. Ked' sa povie, Ze prirastky
zmiznd, teda Ze st ni¢, teda Ze tam Ziadne prirastky nie st, tak predosly predpoklad, Ze tie
prirastky nieco st, alebo Ze tam vobec boli, je zni¢eny a tym paddom st zni¢ené aj dosledky
tohto predpokladu.?®

Berkeley skratka hovori toto: Pani a damy, vyberte si — je to dx nula alebo nie? Ak je to nula, tak
tym jednak nemozete kratit’, jednak poétitat’ (x + dx)" je zbytoéné — vysledok je rovno x”. Ak to ale
nula nie je, tak ten zvySok toho vyrazu skratka zahodit’ nesmieme. Mo6Zete mat’ jedno alebo druhé, ale
nie obe vyhody naraz.

Ak si vSimnete, Berkeley ma tplnt pravdu. Jeho ndmietka sa da pouZit/, kedykol'vek sme pocitali
nejakt derivaciu.°

Berkeley v skuto¢nosti ani nebol prvy, kto podobnti ndmietku vyslovil. UZ v reakcii na Wallisovu
knihu Arithmetica infinitorum piSe v roku 1656 Thomas Hobbes*":

Vasa hanebna kniha Arithmetica infinitorum; kde st vaSe nedelitel'né ¢iastocky dobré iba na
to, Ze majui nejakd (myslené nenulovi) hodnotu, a teda st v skuto¢nosti d’alej delitelné.

Uloha ¢. 1:  Co s tym? UZ sme pomocou derivécii vypocitali niekol'’ko zaujimavych veci, ale td metéda
maé ideové slabiny a ndmietky spominanych panov st vdZzne.** Ako to celé zachranit'?

Uloha 1 je hlavnou otazkou tejto kapitoly. Ale spometime ete druhy problém, ktory je podobny, ale
stvisi viac s integrdlmi. Tam sme sa tieZ tvérili, Ze ked’ nahradime nejakt oblast’ schodovitou plochou
a potom tie schodiky spravime dostato¢ne malé, tak tie oblasti budd rovnaké. Pod'me sa ale pozriet’
na to, ¢o sa stane, ked’ podobnti argumentéciu pouZijeme na dizku krivky.

Vezmime si uhlopriecku Stvorca, ktory vidite na obrazku 38. Najprv uhlopriecku nahradime jed-
nym vel'kym schodom. Ten ma dizku 2 — tsetka z bodu [0;0] do bodu [0;1] ma dizku 1 a tsetka
z bodu [0;1] do bodu [1;1] tiez. Teraz si namiesto jedného schodu zoberieme dva mensie. Ich dizka
bude dokopy opit’ 2. (Preco?) Potom namiesto dvoch schodov vezmeme Styri (ktoré budt mat’ opat’
dizku 2), osem (zase dizka 2), Sestnast’ atd’., az bude $irka schodu dx a namiesto schodista budeme
mat’ presne uhlopriecku.

A ked'Ze dizka kazdého schodist'a bola 2, tak aj uhloprietka bude mat’ dizku 2.

Vysiel ndm evidentny nezmysel. Z Pytagorovej vety vieme, Ze uhloprietka toho $tvorca bude v/2
a nie 2.

Uloha & 2:  Kde je chyba? MoZe sa podobna chyba stat/, aj ked’ budeme potitat’ obsahy? Pre¢o?

http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Berkeley/Analyst/Analyst.pdf

Analyst, odstavec XIII

AZ na niekol'ko vzacnych vynimiek. Spominate si na ne?
https://royalsocietypublishing.org/doi/10.1098/rsnr.2018.0026

Mimoriadne oceniujem, Ze David si to v§imol uz v 4. kapitole — pozrite tplne prvy odstavec v komentéroch k tej kapitole.


http://www.maths.tcd.ie/pub/HistMath/People/Berkeley/Analyst/Analyst.pdf
https://royalsocietypublishing.org/doi/10.1098/rsnr.2018.0026

08
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Obr. 38: Schody a dizka krivky

06
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SPRAVY

Uloha 1

Debata k tejto kratkej kapitole sa celkom natiahla — bavili sme sa o nej asi Styri hodiny, pri hl'adani
a presnom pocitani niektorych veci sme sa niekedy vydali nesprdvnym smerom, ale nakoniec sme
pojem derivacie obhdjili a zachranili. Aj ked” sme zo zaliatku niektoré tvahy robili vSeobecnejsie,
nakoniec sme sa bavili najma o derivécii funkcie y = x°.
Ked’ sme sa pokusili vypoditat' derivéciu funkcie y = x° a pritom ne§vindl'ovat/, vyslo ndm, Ze ta
derivécia bude:
(x+dx)®>—x® 23 +3x%dx+3xdx? +dx® — x> dx(3x* 4 3xdx + dx?)

dx dx dx

V pripade, Ze dx = 0, je tato hodnota nedefinovana, v pripade, Ze dx # 0, je tato hodnota 3x? + 3x dx +
dx?. S tym by zatial suhlasil aj pan Berkeley. Teraz islo o to, ako sa tych poslednych dvoch &lenov
zbavit' bez toho, aby sme museli tvrdit’, Ze dx = 0 (pretoZe vieme, Ze sa nerovna).

Ked’ sa na ten vyraz pozrel Pet'o, vyhlasil, Ze ak by sme dx zmensili na polovicu, tak sa zmenS$ia
tie posledné dva ¢leny (kazdy aspoti na polovicu), ale to 3x? sa menit nebude. TakZe ked’ budeme to
dx stale zmenSovat’ na polovicu, tak hodnota vyrazu 3x? + 3x dx + dx? bude stale blizgie k 3x2.

Dévid navrhol, aby sme sa na to 3xdx + dx? skusili pozerat' ako na chybu a skusili zistit, ¢i ju
moZeme l'ubovolne zmensit' pomocou vhodnej vol'by dx. Pod tym ,lubovolne zmensit” budeme
mysliet/, Ze ked’ ndm niekto povie hocijaki mali¢ckti hodnotu ¢, tak budeme vediet’ najst’ také dx, aby
t4 chyba bola mensia.*3

Najprv sme sa pokusili na chybu 3xdx + dx? pozriet ako na funkciu s premennou dx a pevne
zadanou hodnotou x a hl'adali sme, pre aké dx md td funkcia najmensiu hodnotu. Ked'Ze ta chyba je
kvadraticka funkcia a o kvadratickej funkcii x* + bx + ¢ vieme, Ze najmensiu hodnotu mé* pre x = — %,
tak sme (po tom, ¢o sme si preloZili, Ze to dx je x a to 3x je b) dostali, Ze najmensiu hodnotu bude mat’
chyba pre dx = —3} a hodnota chyby pre toto dx bude —9sz.

V tomto momente sme si uvedomili, Ze sme zanedbali jeden vel'mi podstatny detail. TotiZ t4 hod-
nota —% je sice mal4, ale je to dané tym, Ze je zdporna. Napriklad pre x = 200 vyjde hodnota chyby
pocitanej tymto spésobom —90000. A ndm neslo o to, aby bola t4 chyba ¢o najmensia v zmysle ,¢o
najviac vl'avo na ¢iselnej osi”, ale v zmysle ,¢o najblizsie k nule”. Nechceme mat’ teda ¢o najmensiu
hodnotu vyrazu 3x dx + dx?, ale hodnotu vyrazu |3x dx + dx?|. A z tohto hl'adiska je t4 chyba —90 000
ukrutne vel'ka. Keby sme derivovali funkciu y = x* v bode x = 200 a zvolili by sme uvedené dx (malo
by hodnotu —300), tak by sme sa od otakévanej hodnoty derivécie 3 - 200> (3x? pre x = 200) liili
0 90000 a to naozaj nie je dobry vysledok.

Problém je ale ukryty este o nie¢o hlbsie. Ak by sme pre x = 200 zvolili dx = —600, vyraz [3x dx +
dx?| nadobudne hodnotu 0. Na prvy pohl'ad sa moZe zdat/, Ze ni¢ lepsie sa n&m nemohlo prihodit,,
ale da sa tusit/, Ze to nebude tplne St'astnd vol'ba. Hl'adali sme totiZ dostato¢ne malé dx také, aby
bola chyba mensia ako €. A tym ,dostato¢ne malé” sme mysleli to, Ze ak ndhodou vezmeme dx s eSte
mensou absoldtnou hodnotou, chyba ostane mald. No a ttto vlastnost’ dx = —600 nemd. Stali si
vyskusat’, aka bude chyba, ak zvolite dx = —400.

Potom sme si povedali, Ze vyskiSame Pet'ov pristup s delenim na polovicu. Zatneme s dx =
1, budeme ho postupne zmensovat’ a odhadovat’ vel'kost' chyby+> a zistime, kol'kokrdt ho musime
vydelit' dvomi, aby bola chyba mensia ako nepriatel'om predpisané e.

Tu by sa patrilo spomentt’, Ze hodnota & by nemala byt ani 0, ani zdporna. Budeme sa zaoberat’ iba kladnymi chybami.

Kto nevie, nech si spomenie (alebo opyta spoluziaka), ako fungovala finta zvand , doplnenie na tplny $tvorec”.

Pre jednoduchost’ sa budeme zaoberat’ iba kladnymi x. USetrime si tak komplikécie s absoltitnou hodnotou, o ktorych sme
sa bavili pred chvil'ou. Aj tak ale pred komplikaciami neujdeme, ako uvidite v d’alSom texte.
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dx 3x dx + dx?
1 3x+1

1 3x | 1 _ 3x+1
b 7 i<

3x | 1 _ 3x+1
1 t16 <72

=

1 3 1 3x+1
5 ot < 3;_

Z tejto tabul'ky vidno*®, ze ak si zvolime dx = 2%, tak chyba, ktorej sa dopustime, bude ur¢ite

mensia, nez 5. Teraz ide o to zvolit' vhodné dx, aby to vyslo menej ako predpisané ¢. Na to musime

vyriesit’ nerovnicu:

3x+1
211
3x+1<e-2"
3x+1

< 2"

Vsimnite si, Ze pri poslednom kroku bolo dolezité, Ze to ¢ je kladné, inak by sme museli otocit’
znamienko nerovnosti. Zlogaritmovanim oboch strdn nerovnice pri zdklade 2 dostaneme

3x +1
log, . <n

Zvolime si nejaké n, ktoré bude vécsie, nez tato hranica, napriklad n = log, (%) + 1. Hodnota dx
bude teda

dx—l— 1 B 1 I
oo 210g2(3x€“)+1 o 3"87"‘1 .2 6x+2

Problém je, Ze ani toto dx nefunguje tiplne dobre. Potrebovali sme totiz, aby bola chyba [3x dx + dx
mensia ako ¢ pre kazdé zadané e. Co to ale spravi, ked” do nej dosadime nase t'azko vypocitané dx?
Dostaneme, Ze chyba je:

’|

3xe 2

6x—|—2+ (6x +2)?

Tento vyraz ma nejaké sl'ubné ¢rty, ale aj zasadnti nevyhodu. SI'ubné ¢rty spocivaji v tom, Ze pre

kladné x a € mensie ako 1 je vyraz 6312 mensi ako 0,5 a ¢islo —t55; je tieZ mensie, ako 0,5. Kazdy

6x+2)2

zlomok vo vyraze je preto mensi, ako 5 a dokopy st mensie, aké s.+ Z)ésadné nevyhoda spociva v tom,
Ze by chyba mala byt mensia ako ¢ vZdy, nie len pre ,,rozumné” hodnoty €. A to skrdtka nie je. Keby
sme napriklad dostali zadané ¢ = 1000 a ratali by sme to pre x = 1, tak dx vyjde 125 a hodnota chyby
bude 16 000, ¢o rozhodne nie je mensie ako 1000.

Ked’ sme patrali, preco to robi podobné nezmysly, zistili sme, Ze sme o¢akavali, Ze dostaneme malé
€ a nerdtali sme s tym, Ze ndm moZe byt podstréené aj vacsie. Pre vel'ké e totiz vychddza vel'ké dx a to
sa v druhom ¢lene chyby eSte umocni na druhd, takZe strasne porastie.

Nakoniec sa ndm problém podarilo vyriesit' tak, Ze sme kazdu ¢ast’ chyby oSetrili zvlast. V prvom
rade sme potrebovali vediet' jednu uzitoént vec o absolitnych hodnotéch, totiz, Ze plati |a 4+ b| <
|a| + |b|. Tato vec sa d4& pochopit’ I'ahko — vyraz |a 4 b| hovori, ako d’aleko st od seba ¢isla a a —b na

46 Nielen z nej. Mohli sme si rovno zvolit' dx = %, ale to by nebolo vidiet’, ako sme na to prisli.



90

47

| KAPITOLA 8. ROZHORCENY BISKUP

selnej osi. |a| je vzdialenost’ ¢&isla a od nuly a |b| je vzdialenost’ &isla —b od nuly. No a z ¢&isla a sa po
selnej osi do ¢isla —b vieme vzdy dostat’ tak, Ze pdjdeme z a do nuly a z nuly do —b (a prejdeme
trasu |a| + |b|). MoZno to dokdZeme zvladnut’ nejako kratsie (napriklad preto, Ze a a —b st na tej istej
strane ¢iselnej osi a cez nulu ist’ nemusime). TakZe |a + b| musi byt' mensie alebo rovné |a| + |b|.

it
it

Pod'me sa teda venovat’ nasej chybe |3xdx + dx?|. Zly zéporny hrdina ndm vygeneroval kladné ¢
a my sa snazime vymysliet’ dx tak, aby ta chyba bola mensia. Pokusime si veci zariadit’ tak, aby naraz
platilo [3x dx| < £ aj |dx?| < §. Ked’ sa ndm to podari, tak bude platit’ |3 xdx + dx?| < |3xdx|+ |dx?| <
£+ 5 = e a vitazstvo je nage.

Prvi z pozadovanych nerovnosti si zabezpe¢ime I'ahko. Nerovnost' [3xdx| < 5 je ekvivalentna
nerovnosti |3x| - |[dx| < 5. Ked’ je x = 0, tak je Gplne jedno, aké dx zvolime, vIavo bude nula, takze
nerovnost’ platit bude. V tomto pripade teda zvolime dx = 1. Ked' je x # 0, tak m6Zeme nerovnost’
vydelit’ ¢islom [3x|, ktoré je kladné, takZe nemusime otd¢at’ znamienko nerovnosti a dostaneme |dx| <

Druhti z poZzadovanych nerovnosti zabezpecime este Yahsie. Nerovnost’ |dx?| < £ plati prave vtedy,
ked' |dx| < /5.

Mame teda dve podmienky, ktoré musi dx splnit,, aby bola chyba mensia ako e. Tak sa pozrieme,
ktoré z ¢isel @ (pripadne 1) a /% je mensie a hocijaké dx, ktoré bude v absolatnej hodnote mensie,
ako tato hranica a nebude to nula, bude fungovat’.+”

Cely problém este inym spdsobom vyriesil Nick. Vyhlésil, Ze na to, aby sme nasli také dx, aby platilo
‘3x dx + dx2] < ¢, musime vyriesit' dve kvadratické nerovnice, 3x dx + dx? < ea3xdx +dx? > —¢,
pricom nezndma je dx a kvadratické nerovnice predsa riesit' vieme. Prvii nerovnicu si prepiSeme do

e ey . . . —3y— 2 _ 2 ., . .
tvaru dx? + 3xdx — e < 0. Jej rieSenim je interval ( e +4£>. Druht nerovnicu si

prepiSeme do tvaru dx? + 3xdx +¢ > 0 a jej rieSenim je zjednotenie intrvalov <—oo; —Sx—ydx—de W)

a (L W ; oo). V pripade nezaporného x je ¢islo —3xHvor-tde V29"2+4€ kladné (pretoze ¢ je kladné) a &islo

—3x4+v9x2—4e
2

zéporné a ¢&isla z intervalu (’3” V29x2’45 , =8x+ V29x2+45 st rie$eniami oboch nerovnic. Stadi
teda zobrat’ ten okraj intervalu, ktory ma mensiu absolitnu hodnotu a ten bude sluzit’ ako pouZitelna
hranica pre |dx|.

V pripade, Ze bude x zdporné, tak plati, ze —2X—V2x+4¢ Vzgszs je zaporné a —3X—vr—de V29xZ—4£ je kladné a interval
( 73x7\ém,. 73x7\é9352774£>

je opéat’ taky, Ze je podmnoZinou rieSeni oboch nerovnic a obsahuje nulu.
Opét’ ako ohranicenie pre |dx| stati zobrat’ ten jeho okraj, ktory ma mensiu absolttnu hodnotu.

Uloha 2

Téato tloha na prvy pohl'ad zaujala viac ako prva. Ozyvali sa hlasy, Ze dizka krivky sa uvedenym
schodi$t' ovym sposobom pocitat’ skrdtka nesmie a v prospech tohto tvrdenia padli zdvazné argumenty
- najzavaznejsie bolo asi tvrdenie, Ze keby sme zobrali I'ubovol'nt rastticu funkciu, ktord ma v nule
hodnotu nula a v jednotke hodnotu jedna, tak by jej dizka vysla 2, pretoZe aj sucet vodorovnych Zasti
schodov, aj stcet zvislych casti schodov musi byt’ 1.

Padli ndvrhy, ako metédu upravit/, aby fungovala. Napriklad namiesto schodov nahradit’ funkciu
lomenou &arou, vypotitat’ dizku jednotlivych usetiek pomocou Pytagorovej vety a postupne skracovat
tseky, na ktoré bol interval rozdeleny. ZavaZznejsi problém sa ale skryval v samotnom zadani tlohy 2:

Vyskusajme, aké podmienky pre dx vyjdd, ak zaddme ten nest'astny protipriklad z predoslého pokusu, teda e = 1000 a x = 1.

‘3;” = % ~ 166,66 a \/g = /500 ~ 22,36. Ked’ zvolime dx mensie ako obe tieto hodnoty, chyba bude mensia ako 1000.
Napriklad ak zvolime dx = 22, chyba vyjde 550. Vyskusajte si, aké ohrani¢enie pre dx vam vyjde, ak je ¢ = 0,01 a x = 5. (Tam
by mala vyjst’ ako doleZitejSia t4 druhd podmienka.) Spomedzi tych dx, ktoré vdm vysli, zvol'te nejaké vhodné a pozrite sa,

aktd chybu vyprodukuje.
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Ked’ dava schodova metéda zlé vysledky pre dizku, aka je zéruka, ze bude davat’ dobré vysledky pre
obsah pod krivkou?

Svetlo do problematiky vnieslo slovo ,,odhad”. Ked” sme sa pozreli na schodist'ovii met6édu a uhlop-
rie¢ku Stvorca, tak z trojuholnikovej nerovnosti vieme, Ze vyska a dizka schodu musia byt dohromady
viac alebo rovnako, ako je dizka patri¢ného kusu uhloprietky. Teda vysledkom nasho vypoctu nebude
rovnost 2 = /2, ale nerovnost 2 > /2, ¢o je tplnd pravda. Podobne, ked’ sme pogitali plochu tseku
pod krivkou y = x? na intervale (0;1) a tG plochu sme prekryli schodmi &irky dx, tak ndm plocha
schodista vysla 1 + 1dx + £dx? (tento vysledok nie je v texte, ani v zdzname hodiny, ale ak ste sa
nepomylili, tak vdm vysiel, ked” ste pocitali tlohu 6 zo Siestej kapitoly). To ale znamend, Ze plocha
pod krivkou md obsah mensi, nez je hodnota uvedeného vyrazu, pre hocijaké kladné dx. Podobnou
fintou, akta sme pouZili v prvej tlohe tejto kapitoly, by sme boli schopni ukdzat’, Ze vhodnou vol'bou
dx mdzeme dostat’ chybu 1dx + tdx? pod I'ubovolné vopred dané kladné ¢. (Naozaj by sme toho
boli schopni? Urobte to!) To ale stile neznamend, Ze obsah tej plochy pod krivkou bude 1. Podobne
ako v pripade tej uhlopriecky sme iba ukézali, Ze to nemdze byt viac ako %, pretoze hodnotu vyrazu
% + 3dx + %ele vieme dostat’ pod l'ubovol'né ¢islo vicsie ako % Stale je tu ale moZnost’, Ze podobne
ako pri tej dlzke uhlopriecky bude ten obsah v skuto¢nosti mensi.

Rozmyslali sme nad spdsobom, ako ukazat, Ze to nemdZze byt ani menej neZ td 3 a Cyril vymyslel
skvely napad. Graf funkcie y = x? ndm rozdeli tvorec (0;1) x (0; 1) na dve &asti, ktorych obsahy musia
dohromady dévat’' 1. Keby sme o tej druhej ¢asti ukazali, Ze jej obsah nemdZe byt vacsi ako % (¢o by
sa mohlo dat’ spravit’ rovnakym sp6sobom, ako pre ta jednu ¢ast’), tak by obsah pod grafom y = x2
nemohol byt’ ani mensi ako % a ni¢ iné ako byt presne % by mu neostalo. Chvil'u sme premyslali, ako
si graf spravne otocit a Nicole pri§la na to, Ze ten nas ttvar najlepsie popiseme funkciou y = 1 — x2.
(Potrebovali sme parabolu ototit/, preto —x? a potom posuntt’ o 1 vyssie — odtial je td jednotka.) Vsetky
spomenuté veci moZete vidiet' na obrazku 39.

1 7 , iii

0 05 1 0 05 T\

Obr. 39: Dve pokryté plochy

Potrebujeme vypocitat’ obsah schodist'a pokryvajiceho druha funkciu, pricom predpokladame,
Zze mame n schodov $irky dx, plati teda n - dx = 1. Ked'Ze chceme plochu pokryt" tplne a funkcia
y = 1 — x? na danom intervale klesd, ako vysku schodu budeme brat' hodnotu funkcie na I'avom
okraji schodu. (Vimnite si na obrazku, Ze pri funkcii y = x? sme ako vysku schodu brali hodnotu na
pravom okraji, pretoZe ta funkcia rastla.) Prvy schod m4 zakladiiu dx a vysku 1 — (0 - dx)?, teda obsah
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dx - (1—(0-dx)?). Druhy schod ma zékladiiu dx a vysku 1 — (1-dx)?, teda obsah dx - (1 — (1-dx)?).
Dal&f bude mat’ obsah dx - (1 — (2-dx)?), este d'alsi dx - (1 — (3-dx)?) atd’., aZ posledny bude mat’
obsah dx - (1 — ((n — 1) - dx)?). (Pre¢o je na konci (n — 1) a nie n?)

Potrebujeme teda vypocitat’ sticet

dx(1— (0-dx)?) +dx(1— (1-dx)?) +dx(1— (2-dx)*)+
+dx(1—(3-dx)?) +---+dx(1— ((n—1)-dx)?) =
=dx— 0% dx® +dx—12-dx° +dx—22-dx® + - +dx— (n—1)*-dx°

Spodny riadok sa skladad z dvoch typov s¢itancov. Jednak sa ndm tam n-krat zopakuje dx. A ako
sme povedali na zaciatku, n - dx = 1, ¢iZe stcet tychto dx bude 1. Okrem toho tam odéitavame veci
obsahujtce dx3. Ked’ ich ddme dohromady, dostaneme —dx®(0? + 12+ 22+ --- + (n — 1)2). A opéat
ndm pride vhod vztah, ktory sme odvodili v Siestej kapitole, pomocou ktorého dokdZeme tie druhé
mocniny s¢itat’. Musime si iba dat’ pozor, aby sme do neho dosadili (n — 1) namiesto n. Cely obsah
schodist'a bude teda

1-d®(12 422+ +(n—-1)%) =
i <2(n—1)3+3(n—1)2+(n—1)>

6
_q dx3<z(n3—3n2+3n—1)+3(n2—2n+1)+(n—1)>_
=1- . =
s(2n® —6n*+6n—2+3n>—6n+3+n—1
=1—dx =
6
213 — 3n? 1 1 1
=1—dx® <nzn—'—n>:1—<3n3dx3—2n2dx3+6ndx3>:

B 1 1, 1,,\ 2 1, 1,
=1 <3 2dx+6dx>—3+2dx 6dx

O chybe 3dx — 1dx? vieme po chvili hrania sa ukdzat/, Ze je pre malé dx kladnd (pretoZe funkcia
$x — 1x? je kladn4 na intervale (0;3)) a Ze ju vieme zahnat' pod I'ubovolné predpisané e > 0 fintou
prezentovanou v tejto kapitole. Vd’aka tomu musi byt obsah pod funkciou y = 1 — x? na intervale (0;1)

meng{ alebo rovny % a vitazstvo je nase. Obsah pod funkciou y = x? na intervale (0;1) je skuto¢ne %

Ten spodny odhad obsahu sa da spravit' aj pomocou inej finty. Namiesto schodov, ktoré budu
plochu pokryvat’, urobime schody, ktoré budu celé pod krivkou, tak ako to moZete vidiet' na obrazku
40. Ked’ zistime obsah takychto schodov, bude zarucene mensi ako obsah plochy pod krivkou.
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Obr. 40: Schody pod krivkou

Opét’ si cely interval (0;1) rozdelime na n intervalov dizky dx, takZe n-dx = 1. Obsah prvého
schodu je dx - (0 - dx)? (pretoZe prvy schod ma vysku 0). Obsah druhého schodu bude dx - (1 - dx)?,
obsah tretieho dx - (2 - dx)? atd'. aZ obsah posledného bude dx - ((n — 1) - dx)?. Celkovy obsah schodista
je teda

dx(0-dx)> +dx(1-dx)® +dx(2-dx)>+ - +dx((n—1) -dx)?> =
=dx3 0>+ 12422+ -+ (n—1)) =
3 <2(n—1)3—|—3(n—1)2+ (n—1)>
= dx =
6
=dx® <2n3 — 3+ n) _ 1 1dx + 1dx2
6 3 2 6

Ked'Ze sme upravovali tplne rovnaky vyraz, ako sa vyskytoval v tej Cyrilovej metdde, ipravy sme
teraz nerozpisovali a iba sme to odpisali odtial’. (Presvedcte sa, ¢i sme to odpisali dobre.) Chyba, ktora
sme dostali tentokrat, je —3dx + tdx?. T4 bude pre malé dx vzdy zdporn4 (pretoze funkcia —4x + £x?
je na intervale (0;3) zdpornd), takze obsah schodi$ta bude vzdy mensi ako % Pre kazdé ¢ > 0 ale
vieme vymysliet’ také dx, aby absolttna hodnota tej chyby bola mensia neZ . Preto obsah oblasti pod
krivkou y = x? na intervale (0;1) nemdZe byt mensf ako 3.

.....
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Pri vytvarani aparatu, pomocou ktorého by sa dala zachranit’ idea derivécii a integralov, sme zistili,

2 2
Ze napriek tomu, Ze funkcie typu W nie st pre dx = 0 definované, potrebovali by sme

vediet’, ako sa funkcia bude spravat’, ked’ sa bude hodnota dx k nule blizit'. Co tato neurdita formulacia
znamenad, sa ndm tieZ podarilo sformulovat’ pomerne presne v komentdroch z predoslej kapitoly.

V tvode tejto kapitoly na chvil'u tému derivacii a integrdlov opustime a budeme sa venovat’ neja-
kym ndhodnym funkcidm, ale iba preto, aby sme niektoré pojmy zaviedli dostato¢ne presne a nacvicili
si pracu s nimi. Mnohé problémy, s ktorymi sme zapasili v predoslej kapitole, sa tak stant pristupnejsie
a budda sa dat’ I'ahsie riesit'.

Uloha ¢. 1:  Funkcia y = % nie je pre x = 2 definovana. Nakreslite jej graf na intervale (0;4).
Ked’ budete ten graf kreslit/, vypocitajte aj nejaké hodnoty v desatinnych &islach v tesnej
blizkosti tej dvojky. Co je na tom grafe zvlastne?

To, Ze funkcia z predoslej tlohy nie je v dvojke definovand, sa na grafe prejavi iba tym, Ze v tej
priamke, ktord vam vysla (ak ste dobre pocitali), chyba jeden jediny bodik, konkrétne bod [2;3]. Fun-
kcia sice nie je v bode x = 2 definovand, ale keby ndm niekto predpisal maximalnu povolenti chybu
e > 0 a povedal: ,najdite také okolie bodu 2, aby sa v iom hodnota tej funkcie liSila od 3 o menej ako
e”, vieme také okolie vZdy ndjst’.

Ked’ sa veci maju takto, nemdZeme sice tvrdit, Ze hodnota tej funkcie v bode x = 2 je 3 (pretoZe J
nie je 3), ale vravime, Ze funkcia ma v bode 2 limitu 3. Zapisuje sa to takto:

2 4
hm Y X2 4
x—2 X—Z
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Ked’ sme teraz pribliZzne vysvetlili, ¢o to ta limita je, pod'me to povedat’ tiplne presne (aby neprisiel
nejaky novy Berkeley a nerypal ndm do toho). PouZijeme vekmi osl'ahant definiciu, pri pohl'ade na
ktorti sa aj chrabrym muZom a mocnym devdm zac¢nt triast’ kolend a v prvom momente pripomina
svojou tajuplnost'ou egyptské hieroglyfy. Ale ked’ niekto presiel skiisenost’ami, ktoré poskytla predosla
kapitola, tak pre neho tato definicia neostane tajomstvom a o jej pevnost’ sa bude dat” opriet'. Nuz, tu
je:

lim f(x) =a <= Ve>0 30>0 Vxe (xo—;x0+0),x #xo: |f(x)—a|l<e

X— X0

A teraz preklad do sloventiny: Funkcia f(x) mé v bode xg limitu a prave vtedy, ked’ vieme pre
kazdt dopredu predpisanti povolent chybu e > 0 nédjst’ také okolie bodu xy, Ze pre vsetky body
toho okolia s vynimkou toho xp nadobtida funkcia hodnotu, ktora sa od toho 4 liSi o menej, ako je t4
povolend chyba.

Pod okolim rozumieme otvoreny interval, ktory md v strede ten bod xy a okraje vzdialené od
stredu J. A néjst’ pre kazdé zadané ¢ to spravne ¢ je Casto presne to, ¢o je treba urobit’. Funguje to
uplne rovnako, ako ked’ sme v komentdroch k minulej kapitole pre zadané e hl'adali to spravne dx.

Takze definicia je dand, pod’'me zist'ovat, kedy majt funkcie limity a ak ich majt, tak aké. Pri
vietkych nasledujtcich tlohdch sa budeme pozerat' na tato definiciu a sledovat, & situdcia splita
vSetky néleZitosti, ktoré definicia pozaduje.

Uloha & 2: Ak vam pri funkcii z tlohy 1 niekto zad4 ¢, ako treba zvolit' &, aby sa funkéné hodnoty
pre vSetky x z intervalu (2 — 0;2 4 ¢) 1i8ili od trojky o menej nez £?

¥2—x—2

Uloha & 3: Ak by sme vyrobili novi funkciu, ktora by pre x # 2 mala hodnotu y = 5 apre
x = 2 mala hodnotu y = 5, mala by takéto funkcia v bode x = 2 limitu? Ak 4no, tak aka?

Uloha & 4:  Ma konstantna funkcia f(x) = c limitu v kazdom bode? Aké J treba pre zadané & > 0
zvolit? Co by sa zmenilo, keby funkcia nebola v jednom bode definovana a inde by mala
hodnotu ¢?

Uloha ¢.5:  Ma funkcia f(x) = x limitu v kazdom bode? Aku? Aké ¢ treba pre zadané & > 0 zvolit’?



Uloha &. 6:

Uloha &. 7:

Uloha &. 8:

Uloha é. o

Existuje lim 3x +1? Ak 4no, akt ma hodnotu? Aké ¢ treba pre zadané ¢ > 0 zvolit”?

Funkcia sgn(x) (¢ita sa ,signum x“) je definovand nasledovne:

—1 prex <0
sgn(x) =< 0 prex=0
1 prex>0

Ma této funkcia limitu v bode x = 0,5? Ak ano, aké ¢ treba pre zadané € > 0 zvolit? Ma
tato funkcia limitu v bode x = 0? Ak &no, aké ¢ treba volit'?

Dirichletova funkcia je definovana nasledovne:

1 pre x racionlne
0 pre x iracionlne

) = {

M4 tato funkcia limitu v bode x = 0? Ak &no, aké ¢ treba pre zadané ¢ > 0 volit'? Ako je
na tom funkcia v inych bodoch?

Funkciu z predoslej dlohy trochu upravime:

X pre x racionlne
0 pre x iracionlne

fn = {

Ma této funkcia limitu v bode x = 0? Ak dno, aké § treba pre zadané ¢ > 0 volit’? Ako je
na tom funkcia v inych bodoch?

Aby sme si trochu ul'ah¢ili pocitanie limit, ukdZeme, Ze funguji nejaké vSeobecné finty, ktoré bu-
deme moct’ pouzivat. Namaha vynaloZena pri dokazovani tych fint sa ztroci, lebo pocitat’ limity bude
potom jednoduché.

Prva finta je, Ze ak majt dve funkcie v tom istom bode limitu, tak tam bude mat’ limitu aj sticet
tych dvoch funkcii a bude to stcet tych dvoch limit:



98

| KAPITOLA 9. LIMITY

Nech lim f(x) = g a lim ¢(x) = b. Chceme ukéazat/, Ze potom plati im (f(x) + g(x)) = a+b.
Niekto ndm predpisal ¢ > 0 a my chceme ndjst’ také okolie bodu x(, aby sa hodnota f(x) + g(x) na
tom okoli liSila od a + b najviac o ¢. K dispozicii mame iba to, Ze vieme, Ze tie prvé dve limity funguja.
Tak to pod'me vyuZzit'. MdZeme sa chopit’ role zdporného hrdinu a povedat’ obom tym limitam: Pre
hocijakt chybu viete ndjst’ spravne okolie? Dobre, ndjdite mi sprdvne okolie pre chybu 5. Ked'Ze tie
limity existuju, tak z prvej sa dozvieme hodnotu d; takd, Ze pre cely interval (xo — d1; xo + d1) okrem x
je |f(x) —a| < § a z druhej sa dozvieme hodnotu J, takd, Ze pre cely interval (xo — d2; xo + J2) okrem
xo je |g(x) —b| < 5. Teraz si z tych dvoch delt vyberieme tti mensiu (ozna¢me ju skratka J), pretozZe
interval (xg — J;x9 + J) je stiCastou aj toho vacsieho a platia v iom preto obe nerovnosti. Pod'me sa
pozriet/, aki hodnotu na tomto intervale nadobuda vyraz |f(x) + g(x) — (a+b)|:

[f(x) +8(x) = (a+b)[ = [f(x) —a+g(x) —b| <

<|f(x)—al +1g(x) —bl < S+ 2 =
Prvé nerovnost’ plati kvoli triku s absolttnymi hodnotami, ktory sme spomenuli v komentaroch
k dsmej kapitole. Druhd nerovnost’ je dand tym, Ze x sa nachadza v oboch intervaloch (xg — d1; xo + 61)
aj (xo — d2;x0 + 62). V kazdom pripade sme zistili, Ze ak vezmeme ktorékol'vek x z intervalu (xo —
0;x0 + 0) okrem x = xo, tak |f(x) +g(x) — (a+b)| <.
Ak sa vam zd4, Ze ten trik s polovicami € a vybranim mensich § ste uz niekde videli, nezd4 sa vam

to ndhodou. V komentaroch k 6smej kapitole bola presne toto cesta, ako odhadnat’ chybu pri derivacii

y=x

Druhy trik, ktory by sa ndm naramne hodil, je vediet/, ako je to so sti¢inom. Teda Ze plati, Ze ak
maja dve funkcie limity v tom istom bode, tak stcin tych dvoch funkcii ma v tom bode limitu tiez
a bude to stin tych dvoch limit. Teda Ze ak plati im f(x) = a a lim ¢(x) = b, tak potom bude
platit’ aj im f(x)g(x) = ab. Dokazat/, Ze tento trik funguje, je ale trochu komplikovanejsie ako pre
stucet. Tentokrdt musime pre zadané ¢ > 0 ndjst’ také okolie bodu xy, aby pre kazdé x z toho okolia
s vynimkou x platilo |f(x)g(x) —ab| < e.

Budeme sa teda zaoberat’ vyrazom f(x)g(x) — ab a jeho absolitnou hodnotou. Prvé sikovna tuprava,

ktort s tym vyrazom vieme spravit’, bude této:

f(x)g(x) —ab = f(x)g(x) = f(x)b + f(x)b —ab =
= f(x)(8(x) =b) +b(f(x) —a)

K povodnému vyrazu sme pripocitali rafinovanti nulu — odpoéitali a pripocitali sme f(x)b. Potom
sme vynali z prvych dvoch ¢lenov pred zatvorku f(x) a z druhych dvoch ¢lenov pred zatvorku b. No
a v zatvorkdch ndm zostali vyrazy g(x) — b a f(x) — a, ktoré vieme vd'aka existencii limit dostat’ pod
I'ubovol'né zadané ¢ > 0 iba vol'bou sprévnej delty. To samozrejme vyuZijeme. Existujicim limitdm
ale podstré¢ime pomerne podivné epsilony a to, pre¢o sme sa rozhodli prave tak, sa ukdZe az na konci
dokazu.

Takze (xg — 61;x0 + 1) bude taky interval, na ktorom je |g(x) — b| mensie ako s (existencia
takého intervalu je zaru¢end tym, Ze g(x) ma v xp limitu b), (xo — d2; Xp + 62) bude taky interval, na
ktorom je |f(x) — a| mensie ako m (existencia tohto intervalu je zaru¢end tou druhou limitou)
a nakoniec (xo — d3; xg + 03) je taky interval, na ktorom je |f(x) — a| mensie ako 1 (opat’ vd'aka druhej
limite a vel'korysej vol'be ¢ = 1). Z tychto troch intervalov si tradi¢ne vyberieme ten najmensi, ktory si
oznadime (xg — J; xo + ¢) a ktory md ta vyhodu, Ze na nnom platia vietky tri nerovnosti:

|g(x) — Db <m |f(x)—a’<m f(x) —al <1



Pripomenime este, Ze poslednd nerovnost’ hovori, Ze vzdialenost' f(x) a a je mensia, ako 1 a z toho
vyplyva, ze |f(x)| < |a| + 1.
Mbzeme zacat’ dokazovat'. Plati+:

|f(x)g(x) —ab| = [f(x)g(x) — f(x)b+ f(x)b—ab| =
= [f(x)(g(x) =b) + b(f(x) —a)| <
< [f(x)(g(x) =b)| +[b(f(x) —a)| =
= |f(2)]1g(x) = b + [b] | f(x) —a| <
< (la] +1)|g(x) = b| + ([b| + 1) [f(x) —a] <

€ & & &

(lpj]+1) 2 2
TakZe na intervale (xo — 6; xp + 6) bude skuto¢ne platit’ |f(x)g(x) — ab| < e.
Ludia, ktori prezZili predosly dokaz v psychickom zdravi, mézu zacat’ zbierat’ sladké plody trpkej
ndmahy. Napriklad prvi limitu tejto kapitoly moZzu beztrestne vypocitat’ takto:
x? — (x —2)(x+1)

li 2 li
m—=\1Im - -——F-—-—— =
x—2 x—2 x—2 x—2

.o x—2
= lim
x—2 X —

-2
-lim(x—i—l):limx -(limx 4+ 1lim 1)
x—2 x—=2 X — x—2 x—2

O limitéch lim i—:% a lim 1 vieme vd'aka tlohe 4, Ze vyjdu 1, o limite lim x vieme vd’'aka tlohe 5, Ze
bude 2. Vysledok teda bude 1- (2 + 1), ¢ize 3. Vypotitali sme limitu a o Ziadne € a § sme cestou ani
nezakopli.

Co je este lepsie, mdZzeme konetne poriadne povedat, o je to derivacia bez toho, aby sme tam

tahali ¢isla, ktoré naraz st aj nie st nula. Derivécia funkcie f v bode xo bude limita:

#x) — 1im L)~ )

dx—0 dx

A ked’ chceme vypotitat’ derivaciu y = x%, budeme potitat':

I (x+dx)?—x% lim X3 +3x%dx + 3xdx® +dx® —x®
dx—0 dx  dx—0 dx N
. 3x%dx + 3xdx? 4 dx®
= lim =

dx—0 dx
. dx(3x* 4+ 3xdx + dx?)
= lim =
dx—0 dx

d
= lim 2. lim (3x% + 3xdx +dx?) =
dx—0 dx  dx—0

= lim dx <1im 3x2 + lim 3x - lim dx + lim dx - lim dx) =
dx—0dx \dx—0 dx—0 dx—0 dx—0 dx—0

=1-(3x% +3x-040-0) = 322

I8lo to rychlejsie ako v predoslej kapitole. Je to skoro nasa stard dobré rutina s nulovo-nenulovym
dx, ale teraz je to dobre. Cela drina je ukrytd vo vetdch o sticte a sticine limit, ale tie uZ mame dokazané.

48 Nasledujtici matematicky text treba ¢&itat’ pomaly, inak moZe sposobit’ nevolnost’, halucinacie alebo iné vedl'ajsie priznaky.
Végsina uvedenych rovnosti ¢i nerovnosti vyuziva veci zmienené tesne pred zaciatkom dokazovania, pripadne iné rafino-
vanosti, napriklad detail, Ze |b| +1 > |b|. Pokuste sa pochopit’ vSetky kroky a dokaz si vychutnat’ v celej jeho strasidelnej
dokonalosti.
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lim x*—x-6
=3 x2—5x+6

Uloha & 10: Vypotitajte

Uloha & 11: Vypotitajte lim 1

x—0 x

Uloha ¢&. 12: Nastal ¢as pozriet’ sa na jeden dévnejsi otvoreny problém. Ako je to s derivaciou funkcie
y = |x| v bode x = 0? Bude sa treba poriadne pozriet' na definiciu derivécie aj na definiciu
limity.
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SPRAVY
Pri &itani tychto sprav je dobré cely ¢as mat’ pred o¢ami definiciu limity z deviatej kapitoly.

Uloha 3

Na tejto tlohe je pekne vidno, ako definicia limity funguje. Zadana funkcia sa spréva skoro vSade
rovnako ako funkcia y = x + 1, jedinou vynimkou je bod x = 2, kde md funkcia hodnotu 5. Jej graf
modzZete vidiet' na obrazku 41.

/4 0 1 375 3 7 0 1 325 3
Obr. 41: Cislo 5 nie je limita funkcie, ak x — 2. Obr. 42: Cislo 3 je limita funkcie, ak x — 2.

Napriek tomu, Ze hodnota f(2) = 5, lim f(x) nebude 5. Ak by to bola pat'’ka, museli by sme pre
kazdé € > 0 ndjst’ také okolie dvojky, Ze vSetky funkéné hodnoty z tohto okolia budt od pat’ky d’aleko
maximadlne o &. Ked’ si ale zvolime také ¢, aké vidite na obrdzku, je celkom zrejmé, Ze sa ndm vhodné
6 vymysliet' nepodari. Nech ho totiZ zvolime hocijako, tak v deltovom okoli dvojky najdeme také x,
ktorého funkénd hodnota bude mensia ako 3 — sta¢i vybrat’ hoci¢o z l'avej polovice intervalu. A pre
toto x zaru¢ene nebude splnené |f(x) — 5| < e. To by sa totiz t4 funkénd hodnota musela nachadzat
v tom epsilonovom pdase okolo hodnoty 5, lenZe ona je mensia ako 3.

Naopak — bude pomerne jednoduché ukazat, Ze t4 limita bude 3. Ako vidno na obrdzku 42, pre
kazdé zadané ¢ > 0 staci zobrat' 6 < e a vSetky hodnoty funkcie s vynimkou tej hodnoty v dvojke
sa spolahlivo vojda do intervalu 3 + . Keby sme to chceli ukdzat' formalnejsie, pouZijeme fakt, Ze
zadand funkcia ma hodnotu y = x + 1 vo vSetkych bodoch okrem toho jedného, ktory ndm definicia
limity povol'uje vynechat'. V8etky hodnoty funkcie na intervale (2 — ;2 + ¢) okrem stredu budu teda
zintervalu (3 —6;3+J) a ked'ze sme si zvolili § < ¢, tak tie hodnoty budu aj z intervalu (3 —¢;3 +¢). To
znamend, Ze pre vietky x € (2 —§;2+ 6) okrem dvojky bude platit’ |f(x) — 3] < ¢, takze lim f(x) = 3.

Ak ma funkcia v nejakom bode limitu a ta limita je v danom bode rovnaka, ako funkéna hodnota,
je funkcia v tom bode spojita. Funkcia, ktorou sme sa teraz zaoberali, je definovana pre vetky reédlne
¢isla, ale v bode x = 2 je nespojita.
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Uloha 4

Ku konstantnym funkcidm sa limita hl'adad jednoducho — bude platit/, Ze limitou v kazdom bode je
priamo t4 konstanta, teda im ¢ = c. Skuto¢ne, pre 'ubovolné £ > 0 nie je problém néjst’ také okolie
bodu x¢, aby sa funkina hodnota na celom intervale (xo — J;xo + J) liila od ¢ o menej nez €. Ako
hodnotu J si mdZeme totiz zvolit’ tplne I'ubovol'né kladné ¢islo. Funkénd hodnota je stale ¢, a teda sa
od ¢ nebude lisit’ vobec.

Z uvedeného vyplyva, Ze konstantné funkcie st spojité v kazdom bode.

__________________________________________________________

Obr. 43: Limita konstanty

Keby funkcia v jednom bode x = b nebola definovand, nezmenilo by sa ni¢. Ked’ rdtame limitu
v tomto bode, definicia ndm umoZniuje stred intervalu ignorovat’. Keby sme ratali limitu v inom bode
xo, zvolili by sme skratka ¢ tak, aby sa v intervale (xo — J; xo + J) bod b nenachéddzal.

Ako by ste zvolili ¢, ak by ste chceli ukdzat’, Ze ta limita nemodZe byt nieco iné nez c, napriklad
c+0,01?

Uloha 6

Pri tomto priklade sa d4 I'ahko uhddnut, aka bude limita, ak sa bude x bliZit' k dvom. (Ano, bude
to 7, y = 3x + 1 vyzerd byt spojitd funkcia, takZe sta¢i dosadit’.) Na to, aby ¢lovek nasiel pre zadané
e > 0 vhodné J, sa ale bude treba trochu zamysliet'. Ked’ sa pozriete na obrdzok 44, je z neho vidno, Ze
0 by malo byt’ vyrazne mensie ako ¢, pretoZe funkcia y = 3x + 1 rastie strmo. Konkrétne ma smernicu
3, takZe &isla f(x1) a f(x2) maju trikrat vacsiu vzdialenost’ ako &isla x1 a x;. To naznatuje, Ze aby sa
vietky funkéné hodnoty z intervalu (2 — 6;2 + J) zmestili do intervalu (7 — &;7 + €), tak by mala byt ¢
maximadlne tretina z «.

A skutocne, ak zvolime é < 5, tak bude platit' 36 < e. A interval (2 —6;2+6) sa zobrazi na
interval (3(2—6) +1;3(2+6) +1) = (7 —36;7 + 30) a ten sa bude nachadzat’ cely vo vnutri intervalu
(7—¢&7+¢).

Uloha 7

Zaujimavejsia Cast’ tejto tlohy je limita funkcie sgn(x) v nule. (Pozrite si obrdzok 45.) Je to totiz
dobré ukazka toho, ako to vyzerd, ked niekde funkcia limitu nemd. Problém je totiz v tom, Ze nech si
zvolime akukol'vek ¢, tak v intervale (0 — 6;0 + §) zaruene bude asponi jedno kladné a aspori jedno
zaporné ¢islo a funkcia y = sgn(x) tam teda bude mat’ aj hodnotu 1, aj hodnotu —1. To je ale problém,
pretoZe ak by mala mat’ ta funkcia v nule limitu a, tak musime pre kazdé kladné ¢ vediet’ ndjst’ také
0, Ze vSetky hodnoty funkcie na intervale (0 — ;0 + ¢) sa musia vmestit' do intervalu (a — & a + ¢).
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35

Obr. 44: y =3x+1

Staci ale, aby sme museli hl'adat’ § pre ¢ = % Nech by bolo a akékol'vek, interval (a — & a + ¢€) bude
mat dizku 1 a hodnoty 1 a —1 sa do neho naraz nezmestia, lebo ich vzdialenost’ je az 2. TakZe Ziadne
a limitou byt nemdze. Pripomernime, Ze ak funkcia v nejakom bode limitu nem4d, tieZ je v tom bode

nespojita.

Ulohy 8 a 9

Pointa tlohy 8 je podobnd ako pri tlohe 7. Lubovolny interval totiz obsahuje raciondlne aj ira-
ciondlne ¢isla, teda Dirichletova funkcia dosiahne na I'ubovolnom intervale hodnoty 0 aj 1. Funkcia
preto nemdze mat’ limitu v Ziadnom bode xy. Ak by sme totiZ chceli tvrdit/, Ze tam ma nejakd limitu
a, stadi zvolit ¢ = %. Interval (a — ¢;a + ¢) bude mat’ dizku % a nech by sme § zvolili I'ubovolne,
v intervale (xg — ; xo + J) zarucene ndjdeme aj ¢isla, v ktorych bude mat’ funkcia hodnotu 0, aj ¢isla,
v ktorych bude mat’ hodnotu 1. A obe tieto hodnoty sa nemdZu zmestit’ do takého kratkeho intervalu.
Dirichletova funkcia preto nema limitu v Ziadnom bode.

Funkcia z tlohy 9 v8ak na rozdiel od Dirichletovej funkcie limitu v bode 0 mé. Graf tejto funkcie
sa kresli mimoriadne zle, preto je obrdzok 46 skuto¢ne iba ilustra¢ny. Ale dobre zndzornuje, Ze mnoho
bodov funkcie bude lezat’ na priamke y = x a mnoho bodov bude lezat’ na osi x.
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Obr. 45: Funkcia sgn(x)
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Obr. 46: Limita v bode 0

Z obrazka vidno, Ze ak zvolime é menSie alebo rovné ¢, tak vSetky funkéné hodnoty z intervalu
(0 —6;0+ ) budt bud’ 0 (ak je x iracionalne) alebo x (ak je x raciondlne), preto budu vsetky funkéné
hodnoty z intervalu (0 — 6;0 + J) a ked'Ze sme zvolili ¢ < ¢, tak budu aj z intervalu (0 — ¢;0 + ¢), takZe
in f(x) = 0.

Ak sa budeme zaoberat’ ktorymkol'vek bodom okrem x = 0, d4 sa ukazat’' pomocou rovnakej finty
ako v predoslej tlohe, Ze tam funkcia limitu mat’ nebude. Tato funkcia mé teda limitu jedine v bode
x = 0. A ked'Ze je aj limita, aj funkénd hodnota v tomto bode 0, je ta funkcia v tomto jedinom bode
spojita.

Ulohy 10 a 11

V tlohe 10 si I'ahko vSimneme, Ze ked’ chceme dosadit’ ¢islo 3 do funkcie, dostaneme aj v Citateli aj
v menovateli nulu. To je na jednej strane otrava, na druhej strane sa z toho dé usadit/, Ze oba polynémy
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mozeme pisat’ v tvare (x — 3) krat nieco iné a ked’ sa zamyslime alebo vyrieSime kvadratické rovnice,
zistime aj, ¢o to ,nieco iné” je. Preto plati:

11m7xz_x_6 = im—(x_3)<x+2) —limx_3 limx—'—2
=3x2—5x+6 3 (x—3)(x—2) x23x—3 x>3x—2

V tejto faze niektori I'udia vyhlasili, Ze td prva limita je 1, zistili, Ze do tej druhej funkcie sa da ta
trojka bez problémov dosadit’ a tak dosadili a vyslo im, Ze limita je 1- > = 5. Tento vysledok je dobry.
Vyvstala ale drobna pochybnost': na rozdelenie zlomku na dva sme vyuZili vetu o stcine. Prva limita je
limita z konStantnej funkcie, ktord nie je v jednom bode definovand (hodnota je vSade 1 okrem x = 3)
a takéto limity sme vybavili v dlohe 4. Aj to, Ze imx +2 = 5 a lim x — 2 = 1 vieme zistit’' zo stctovej
vety a z tlohy 5. Jedina vec, ktorou si nie sme isti, je ten podiel, lebo na podiel Ziadnu vetu nemame.

Potrebovali by sme skratka nejaku vetu, ktord hovori, Ze ak m f(x) =g a im ¢(x) = b, tak potom

i
X—X0 —Xo

}gQO /g% = ¢. Problém je, Ze hned’ tiloha 11 hovori o tom, Ze to celkom takto fungovat’ nebude, lebo

lim] = 1 alimy = 0, ale nie je pravda, Zze im 1 = 1. (Aj ked’ sa d4 pomerne rychlo zistit/, Ze lim 1
nebude existovat’, lebo kazdy interval (0 — J;0 + J) obsahuje aj ¢islo, v ktorom je funkénd hodnota
vacsia ako 10, aj ¢islo, v ktorom je mensSia ako —10 (preco?) a I'ubovolného kandidata na limitu a
nam zrusi, Ze zvolime ¢ mensie ako 1 a do intervalu (2 — ¢;a + €) sa obe tieto ¢isla nezmestia, lebo ich
vzdialenost’ je vacsia ako 20.)

V tomto $tddiu som vyhlasil, Ze uvedend veta plati pre vSetky pripady, ked’ b # 0 a povolil som ju
pouzivat/, aj ked’ sa dokaz neudial. Lud’om, ktori tazili po dokaze, som sl'tbil, Ze ich odkdZem na zdroj
na internete a tak to teraz plnim. Dokaz ndjdu tu: http://en.wikibooks.org/wiki/Calculus/Proofs_
of_Some Basic_Limit Rules. Rie$ia tam sice iba pripad lim -1 ale v spojeni so sti¢inovou vetou nam

) x—c f(x)
to tplne k St'astiu stadi.

Uloha 12

Uloha 12 predstavuje problém, ktory sme nacali uz v stvrtej kapitole (pozrite si komentar k tlohe
8 z tejto kapitoly). Teraz sa ndm ju konecne podarilo uzavriet'.
Chceme zistit/, ako je to s derivaciou funkcie y = |x| v bode x = 0. Ked’ si ttto derivaciu zapiSeme
ako limitu, dostaneme:
. |0+dx| =0 . |dx|
lim —— = lim —
dx—0 dx dx—0 dx

Posledna funkcia ma hodnotu 1 pre kladné dx a —1 pre zdporné dx. O tejto funkcii sme v tlohe 7
ukdézali, Ze limitu nemd. TakZe ani absoltitna hodnota nema v nule derivéciu.

Miso si spomenul, Ze absoltitna hodnota nds vtedy zaujimala kvoli tomu, Ze sme hl'adali, kedy
dava obycajnd derivacia a symetrickd derivacia r6zne hodnoty. (Symetrickd derivacia bola vymyslena
eSte v prvej kapitole, ked” sme potrebovali presnejsie vypocitat’ rychlost’ lopticky.) A vSimol si, Ze keby
sme symetrickdl derivaciu definovali ako

y f(x+dx) — f(x —dx)
dx50 2dx

tak v pripade derivécie tej absolttnej hodnoty v nule dostaneme

. |04+dx| —|0—dx| . |dx| —|dx|
lim = lim ——————— =

dx—0 2dx dx—0 2dx 0

takZe symetrickd derivécia absolttnej hodnoty v nule je nula.
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Mat'o si ale v§imol, Ze tymto spdsobom by sme vedeli zderivovat’ aj takti hrozu, ako je Dirichletova
funkcia, pretoZe keby sme napriklad hl'adali jej symetricka derivaciu v nule, dostali by sme

li f(0+dx)— f(0—dx)
d;gno 2dx

V pripade racionalneho dx by sme v (itateli dostali 1 — 1, teda 0, pretoze ak je raciondlne dx, je
raciondlne aj —dx. Podobne, ak by bolo dx iraciondlne, v ¢itateli by sme mali 0 — 0, teda zase nulu.
Funkcia, z ktorej rdtame limitu je teda pre vsetky dx # 0 nulov4, a teda aj td symetrickd derivacia bude
0.

Podobne sa da ukdazat/, Ze Dirichletova funkcia mé symetrickt derivaciu v kazdom raciondlnom
¢isle. (Na ¢om to v iraciondlnych &islach zlyh4? Poriadne odpovedat’ na tato otdzku nie je Gplne jedno-
duché.)

Vyzera to teda tak, Ze ak funkcie nemaja derivaciu, este stdle mdZu mat’ symetricka derivéciu.
Otézka je, ¢i je obycajnd derivacia silnejsi pojem ako symetrickd — teda Ze ak md funkcia obycajna
derivaciu, ¢i uZ potom zarufene md aj symetricka a ¢i je td symetrickd vzdy rovnakd. Ako to uz
v matematike byva, ked” sme jeden otvoreny problém uzavreli, prirodzene sa otvoril d’alsi.
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Vieme, Ze derivaciou funkcie x" je nx"~! (teda zatial sme to ukazovali iba pomocou nulovo-
nenulového dx, ale prepisat’ ten dokaz pomocou limit nie je aZ taky vel'ky problém). Integrdlny na-
protivok k tomuto vzt'ahu je, Ze [ x"dx = jﬁi + c. Vieme, Ze tato vec funguje pre prirodzené ¢isla n
(to su celé, ktoré st vicsie ako nula). Okrem toho vieme, Ze derivacia %0, teda derivacia 1, je 0. A na-
vySe ako Specidlny pripad (tiloha 1d zo siedmej kapitoly) sme vybavili aj pripad n = —1 pre derivacie,
ktorému zodpovedd n = —2 pre ten integralny vzorcek. V tejto kapitole sa budeme venovat’ tomu, ako
vyzerd situdcia v tychto dvoch vzoréekoch pre ostatné celé &isla.

Skdsme najprv vypoditat' nie¢o konkrétne. Vieme, Ze napriklad y = x73 je to isté, ako y =
Skdste zderivovat’ tato funkciu.

1
x3°

1 1
, - TR e
Uloha ¢ 1:  Vypotitajte limitu Jim 22— =

1 1

Uloha & 2:  Co takto skisenosti z predoslej tlohy zovseobecnit'? Skiiste vypoéitat’ lim /it J0 7js.

tite tak, ako derivovat’ funkciu y = ﬁ, ked’ poznéte derivaciu funkcie f(x). Co musi

spltiat’ funkcia f(x), aby bol va3 vypocet v poriadku?

Pod'me teraz pouzit’ na$ novy skvely vzt'ah a zderivujme funkciu y = x%, kde a je nejaké zdporné
celé c¢islo. Nech a = —n. Potom plati:

dix) d(x ) d(E) U pan

- xfnfl — axafl

dx dx dx (xm)2 X2 yntl

Nas pekny derivaény vzorcek teda funguje aj pre zaporné ¢isla a vypadne ndm z toho aj patricny

integralny vzorc¢ek. Sformulujeme teda vSeobecné tvrdenie:*°

Pre vietky celé &isla a plati (x*) =ax"ta [x"dx = % +c.

Uloha & 3:  Predchadzajuce tvrdenie ma vaznu slabinu. Aka?

49 Derivécia funkcie y sa znaci rozne. Okrem zapisu Z—Z, ktory sme pouzili pred chvil'ou, sa pouZiva zapis i, ktory pouZijeme
teraz. Fyzici pouzivajai na derivaciu podl'a ¢asu znacku 3. Ak sa niekedy v buducnosti stretnete s parcidlnymi derivaciami,
tie sa znacia eSte inak.
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Jeden problém nastane, ked’ sa pokusite vypotitat’ | 33 x~3dx.

Uloha & 4:  Kol'ko to vyjde? Aky je geometricky vyznam vysledku? (Nakreslite si graf a vysrafujte na
nom, ¢o dany integral predstavuje.) Prijmeme vysledok za pouZitelny?

Uloha ¢&.5:  Toto nebola najvéaznejsia chyba spominaného tvrdenia. Jedna jeho ast’ pre isté konkrétne
a totdlne nefunguje. Ktora cast'? Pre ktoré a? Ako to ma byt spravne?

Ano, problémy robi funkcia y = x~1, alias y = 1 a integralny vzorcek. Podl'a neho by totiz malo
platit, ze [x1dx = %O + ¢, ¢o je zrejmd hldpost. Pritom funkcia y = 1 je aspoti na niektorych
intervaloch (napriklad na intervale (1;00) ) prijemna spojita ohranic¢end klesajuca funkcia a plocha pod
flou by sa mala dat’ vypocitat'. A funkcia, ktord opisuje plochu pod touto funkciou na intervale (1; x),
teda F(x) = flx % dt (pismeno t sme pouZili iba preto, Ze x mame ako hranicu, po ktort integrujeme)
by mala byt primitivnou funkciou k funkcii y = 1. Cely zvy%ok tejto kapitoly bude zasviteny tomu,
ako tato funkciu odhalit'.

Uloha ¢&. 6:  Pokdste sa asponi priblizne vypocitat’ F(2). (To je obsah pod krivkou y = 1 na intervale
(1;2).) Rozdel'te interval (1;2) na pat’ Casti a najdite dolny a horny odhad hodnoty F(2).
(V jednom pripade spravite schody zvrchu funkcie, v druhom pripade zospodu.)

Uloha & 7:  Pokdste sa aspoit priblizne vypotitat' F(6) — F(3). (To je obsah pod krivkou y = 1 na in-
tervale (3;6).) Rozdel'te interval (3;6) na pat’ ¢asti a ndjdite dolny a horny odhad hodnoty
F(6) — F(3). Ako sa lisia vysledky tejto a predoslej ulohy? Preto je to tak?

Uloha ¢. 8: Teraz sktste pozorovanie z predoslych dvoch tloh zoveobecnit. Ukézte, ze ked roz-
delime interval (1;a) na n Casti a spotitame patriény stucet obsahov schodov pod/nad
funkciou y = 1, tak dostaneme rovnaky vysledok, ako ked' spravime to isté s interva-
lom (b;ab). Pokuste sa na zédklade tohto vysledku ukdzat/, Ze pre na$u funkciu F plati
F(a) = F(ab) — F(b). St niektoré b, pre ktoré to fungovat’ nebude?
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Vyzerd to tak, Ze nasa funkcia F ma vlastnost’ F(ab) = F(a) + F(b). Znalci si mozno spoment, Ze sa

s funkciami, ktoré takato vlastnost’ maja, uz stretli. To sice nemusi nutne znamenat’, Ze nasa funkcia

bude jednou z nich, ale rozhodne to moze byt zaujimava informdcia.

Dalsia vec, ktort budeme potrebovat’ aspoti priblizne zistit, je také &islo x, e F(x) = 1.

Uloha & 9:  Skdste ¢o najpresnejsie zistit, v ktorom &isle x je F(x) = 1. Mate teda najst’ také &islo x, aby
plocha pod grafom funkcie y = 1 na intervale (1;x) bola 1. Je &islo, ktoré vam vyslo, dolny
alebo horny odhad hl'adaného ¢&isla? Skiste brat’ rozne vel'kt sirku schodu. Kalkulacky
a ind vypoctovd technika st vrelo odporacané.

Cislo, ktoré vam vyslo v predoglej tilohe, budeme oznatovat e.° O hladanej funkcii F teda vieme
tri veci:

F(ab) = F(a) + F(b)
Fle) =1
F(1)=0

Poktsime sa teraz z tychto troch veci dozvediet/, ¢o sa len d4.

Uloha ¢. 10: Comu sa rovnd F(e?), F(e%), F(y/e) a F (1)?

Uloha &. 11: Ukézte pomocou matematickej indukcie, Ze pre vietky prirodzené &isla n plati F(x") =
nF(x). Aké podmienky musi spltiat’ x, aby to fungovalo? Platilo by to aj vtedy, ak by n
bolo zaporné?

Uloha ¢&. 12: Ukézte, Ze pre vietky prirodzené &isla n plati F({/x) = Fgf). Aké podmienky musi spliiat
x, aby to fungovalo?

50 Ano, je to to isté e, s ktorym sa uz mozno niektori z vas stretli v nejakych inych stvislostiach. O tom, ako zistit’ jeho hodnotu
presnejsie, sa budeme bavit’ neskor.
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Uloha & 13: Z predoslych dvoch tloh sa déa Yahko uvidiet, ze pre kazdé racionalne &islo 5 plati
F(e?) = &. Presvedite sa o tom!

Z vysledku trindstej tlohy plynie, Ze hl'adand funkcia F je pre raciondlne mocniny ¢&isla e presne
logaritmus so zdkladom e. Takémuto logaritmu sa hovori prirodzeny logaritmus, znadi sa In(x) (podl'a
latinského logaritmus naturalis) a vie ho pocitat’ tabul'kovy kalkulator aj kazdd rozumnd kalkulacka.

Otdzka je, ¢i je to tak pre vSetky &isla. Teda ¢i plati, Ze F(e¥) = x bez ohl'adu na to, &i je x racionalne
alebo nie. Aby sme to mohli ukazat’, je potrebné si vSimnut’ este jeden detail — a to ten, Ze funkcia F
bude pre kladné &isla zarucene rast, pretoze y = 1 m4 iba kladné hodnoty. A ked'Ze je F rasttica, plati
pre fu, ze ak a < b, tak F(a) < F(b).

Této vlastnost’ sa d4 vyuZit' nasledujicim spdsobom:

Predstavme si, Ze by sme chceli pocitat’ F(e”™) (7t sme si vybrali ako pekny priklad iraciondlneho
¢isla, rovnako to bude fungovat’ aj pre iné ¢isla.) Co by sa dialo, keby hodnota F(e”) nebola 7r? Musela
by byt nejaka inaksia. Nech sa teda od 7t 1i8i o e.

Najdeme dve raciondlne ¢isla, ktoré sa od 7 liSia o menej ako ¢, jedno mensie a jedno vécsie ako
7t. (Ak by bolo e = 0,001, zobrali by sme 3,141 a 3,142, teda % a %. Ak by sme museli dosiahnut’
vacsiu presnost’, zobrali by sme viac desatinnych miest.) Nech teda plati:

a a
dogc2
b b,

Potom plati
9 )
el < e’ <eh

pretoZe exponencidlna funkcia je monoténna. Ked'Ze je monoténna aj nasa funkcia F, tak pre 1u plati:

F <ebi> < F(e")<F <ei)
a

Cisla & a % sq ale racionédlne, takZe dostavame
by & by

az

a—1<F(e”)<—
by

by

Ked'Ze ale st ¢isla 3! a {2 vzdialené od 7 menej ako ¢, nemdZe byt &islo F(e™) vzdialené od 7 o e.

Predpoklad, ze F(e™) # 7 teda viedol k sporu a musi platit’ F(e”) = 7.

Uloha & 14: Vedeli by ste v predoslom dokaze najst’ slabé miesto?

Uloha ¢&. 15: Integral z funkcie y = 1 sme teda nasli, je to funkcia y = In(x) + c. (To , plus cé” vznikne,
ked’ nebudeme zac¢inat’ s integrdlom od jednotky, ako sme to cely ¢as robili, ale od iného
&isla.) Logaritmus je ale definovany iba na kladnych &islach a y = 1 aj na zdpornych. Ako

bude vyzerat integrdl z y = 1 na zépornych &islach? (VyuZite symetriu grafu.)



Uloha &. 16: Akd je derivacia funkcie y = In(x)?
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SPRAVY

Uloha 2

Prva tloha vacésinou problémy nerobila (najmé ak si I'udia spomenuli, ako sa dédva na spolo¢ného

menovatel'a). V druhej dlohe islo o to, sktisenosti z prvej zovseobecnit/, teda najst’ derivaciu k funkcii
1 1

y= ﬁ, pri¢om to f(x) bolo v tej prvej tlohe x°. Bolo teda treba vypotitat’ limitu lim S8 S0 ok

pod’me pocitat’:

11 fx)=f(xtdx)
lig JEH) T F@ o feRdfe) g —(fletdx) = f(x)
dx—0 dx dx—0 dx dx—0 dxf(x +dx)f(x)
_ gy U tdx) — f(x) 1
= o dx Py f(x +dx)f(x)

Ked’ sa teraz pozrieme na dve limity, ku ktorym sme dospeli, tak prva je aZ na minus pred zatvorkou
v Citateli derivdcia funkcie f(x). Ak druhej limite posleme dx do nuly, dostaneme m = % Ked’

to poskladdme dohromady, dostaneme:
U S S i)
(7e) =~ 7 = 0

Toto je uzito¢ny vzorec, ktory sa ndm v budticnosti bude hodit'. Keby sme pomocou neho chceli pocitat’
prvy priklad, teda derivovat' y = x 3, spravili by sme to takto:

!

1 —3x2 —3x2 -3
—3\/ _ _ _ _ _ —4
(x )/ <x3> (x3)2 x6 x4 3x

Zaujimavéa rozprava vznikla ohl'adom toho, pre ktoré funkcie ndjdeny vzorec vlastne funguje. Vac-
Sina l'udi pri$la na to, Ze by to nemalo fungovat, ak je f(x) = 0, pretoze delit' nulou je nemravnost'.
Dalsi prirodzeny predpoklad bol, Ze ked’ sa vo vysledku vyskytuje f'(x), teda derivécia z f(x), tak
by ta derivdcia mala existovat'. A uz vieme, Ze to nemusi byt vZdy. Poslednd vec, ktort sme v odvo-
dzovani pouZili a ktorej I'udia nevenovali pozornost, lebo sa zdala byt prirodzena, je predpoklad, Ze
Jim ' f(x 4 dx) = f(x). Toto ale funguje iba vtedy, ked' je funkcia f v bode x spojitd.

Méme teda tri podmienky — funkcia f musi byt nenulovd, musi mat’ derivaciu a musi byt’ spojita.
Otazka je, ¢i sa nedaju tie podmienky zredukovat' na dve — teda konkrétne, ¢ z toho, Ze funkcia
ma derivaciu, neplynie, Ze bude aj spojitd. Potom by stacilo vyZzadovat/, aby bola nenulovd a mala
derivaciu. Ta spojitost’ by sme dostali pribalent automaticky. Lud’om sa va¢sinou zdalo, Ze by to
mohla byt’ pravda, ale dokdzat' sa ndm to nepodarilo.

Doékaz ale nie je tazky, ak sa pouZije Sikovny trik. Tym trikom je, Ze derivaciu funkcie v bodexg
moZeme zapisat ako lim %ﬁém (Premyslite si, preco je to taka istd derivacia, ako t4, ktorti sme
pouzivali doteraz.) O tejto derivécii predpokladdme, Ze existuje a m& hodnotu a. Aby sme ukazali,
Ze funkcia je v bode xg spojitd, musime ukazat/, Ze plati im f(x) — f(xo) = 0. To ale teraz moZeme
zariadit’ jednoducho.

lim f(x) — f(xo) = lim(x—xo)wz lim (x — xp) - lim MzO-a:O

X—rXQ X—rXo X — X0 X—rXQ X—rXQ X — Xo

!

Takze podmienky budi stacit’ dve. Aby sme mohli vypoéitat’ (ﬁ) pomocou ndsho sympatického

vzt'ahu, funkcia f musi byt v danom x nenulovad a musi v iom mat’ derivéciu.
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Uloha 4

Ked’ potitame integral | 33 x~3 dx klasickym spdsobom, dostaneme:

%) —272
3 x 1 1 11 -9-(-4 -5
/7395 * [_2}3 2.2 —2.(-3)2 -8 18 72 72

Fakt, Ze tato tloha v sebe skryva komplikacie, si ale uvedomime az vtedy, ked” sa pozrieme na graf
funkcie na uvedenom intervale. Graf moZzete vidiet' na obrazku 47.

Obr. 47: Funkcia y = x~2 na intervale (—3;2)

Je vidno, Ze plocha medzi funkciou a osou x sa sklada z dvoch ¢asti. A keby sme sa pozreli na
obsah kazdej ¢asti zvlast, dostaneme oo resp. —oo. (Skuste si vypocitat, aky bude obsah pod krivkou
na intervale (0,000001;2).) A otézkou je, ¢o s tym. Co je stfet —co a co nevieme presne povedat a
rozhodne nie je zrejmé, preco by to malo byt prave — .

Na druhej strane, ak by sme chceli potitat’ integrél tej istej funkcie na intervale (—2;2), dostali by
sme dve plochy, ktoré st geometricky tplne zhodné, pretoZe sti symetrické podl'a pociatku stiradni-
covej ststavy. Jedna sa nachddza nad osou x a druha pod osou x, takze by sme pri istej davke drzosti
mohli tvrdit, Ze dokopy to bude 0. Keby sme potom chceli potitat’ integral na intervale (—3;2), tak si
ten interval m6Zeme rozdelit’ na dve Casti (—3; —2) a (—2;2). Ak sa dohodneme, Ze na tom druhom
bude obsah 0, tak stadi pocitat’ integral na intervale (—3; —2). Ten vyjde

-2 —212 —_9_ (— —
/ x_3dx=[x] S I S G B PO
5 -2, . .

teda zase to, ¢o predtym. (Inak, vS§imnite si, Ze je rovnaky nielen vysledok, ale vel'mi sa podoba aj
samotny vypocet.) Na tom, ¢i budeme ochotni tvrdit, Ze obsah pod grafom na intervale (—2;2) bude
skuto¢ne 0, sme sa ale nezhodli.
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Ulohy 6,7a8

Cely zvysok tejto kapitoly je venovany hl'adaniu primitivnej funkcie k funkcii y = 1. A tieto tri
ulohy vedu k odhaleniu vyznamnej vlastnosti tejto funkcie. V tlohe 6 sme mali rozdelit’ interval (1;2)
na pat’ rovnakych casti a vypocitat’ dolny a horny odhad plochy pomocou schodovej metédy, v tlohe
7 sme mali spravit' to isté na intervale (3;6). V pripade horného odhadu méZete situdciu vidiet' na
obréazku 48.

45 5 55 6 6.5

Obr. 48: Ulohy 6 a 7, horny odhad

Riesenie oboch dloh pomocou tabul'’kového kalkuldtora v pripade horného odhadu vidite tu:

x  Sirka 1/x  Obsah x  Sirka 1/x  Obsah
1 0,2 1,00000 0,20000 3 0,6 0,33333 0,20000
1,2 0,2 0,83333 0,16667 3,6 0,6 0,27778 0,16667
1,4 0,2 0,71429 0,14286 4,2 0,6 0,23810 0,14286
1,6 0,2 0,62500 0,12500 4,8 0,6 0,20833 0,12500
1,8 0,2 0,55556 0,11111 5,4 0,6 0,18519 0,11111

Spolu:  0,74563 Spolu: 0,74563

Co je na tom zardzajuce, je fakt, Ze to v oboch pripadoch vyslo rovnako. A ¢o viac, ked’ si porovnate
obsahy jednotlivych schodov, tieZ vysli rovnako. Ked’ sa hl'adala pri¢ina, relativne rychlo sa prislo na
to, Ze v tulohe 7 st schody trikrét SirSie (pretoze tam je trikrat dlhsi interval), ale trikrat nizsie. (Ak
schod v tlohe 6 zac¢inal na hodnote x, rovnaky schod v tlohe 7 za¢inal na hodnote 3x. Vyska schodu
v tlohe 6 bola teda 1 a vyska v tlohe 7 bola 5. TakZe schody st v siedmej tlohe trikrat nizsie.) Ked’

V tlohe 8 bolo treba toto pozorovanie zovSeobecnit/, teda ukédzat, Ze ked’ intervaly (1;a) a (b;ab)
rozdelime na n schodov, tak jednotlivé schody budti mat’ rovnaky obsah. Pod'me sa pozriet’, aky bude
obsah k-teho schodu.

V prvom pripade bude $irka jedného schodu %!, v druhom pripade bude irka # V prvom
pripade bude teda k-ty schod za¢nat' na pozicii x = 1+ (k — 1)1, v druhom na pozicii x = b + (k —
1) ”bn—*b (K zaciatku intervalu sme pridali k — 1 Sirok schodov; k — 1 preto, lebo prvy schod za¢ina hned’
na zatiatku intervalu a netreba pridévat’ ni¢.) Obsah schodu bude hodnota funkcie (teda %) krét sirka

schodu. V prvom pripade to bude teda
1 a—1
1+ (k-1 n

a v druhom
1 ab—>b




Sprawy |

Teraz sa uz iba treba presvedcit, Ze oba uvedené vyrazy st rovnaké. To ale nie je velky problém,
pretoZe v dolnom vyraze moZeme na dvoch réznych miestach vynat’ b pred zatvorku:
1 b(a—1)
1N
bt (k-5 n

a ked’ tie dve b vykratime, ostane ndm presne ten horny vyraz.

Vypocet pre dolny odhad bude prebiehat’ tiplne rovnako, len tam vSade namiesto kK — 1 bude k.
(Premyslite si, preco je to tak.)

Zistili sme teda, Ze plocha pod funkciou y = - na intervale (1;a) a na intervale (b; ab) bude rovnaka.
Pre funkciu F(x) = [; 1 dt bude teda platit F(a) — F(1) = F(ab) — F(b). A ked'ze F(1) = 0 (pretoZe
F(x) je integréal od jednotky), dostavame F(a) = F(ab) — F(b), a teda F(ab) = F(a) + F(b).

Pri otazke, pre ktoré b to nefunguje, bolo zaujimavé uvedomit’ si, Ze jediné b, pre ktoré nas dokaz
nefunguje, je b = 0 (pretoZe funkcia y = 1 nie je v nule definovand). Inak je kazdy krok dokazu v
poriadku. Zaujimava je interpretacia vysledku pre zdporné b. Ked' zvolime b = —1, dozvieme sa, Ze
F(—a) = F(a) + F(—1). Teda ze hodnoty primitivnej funkcie pre zdporné &isla sa lisia od hodnét v ich
kladnych naprotivkoch o konstantu F(—1). Mat'o si v8§imol, Ze plati aj rovnost F(a) = F(—1-—a) =
F(—1) + F(—a). Z prvej rovnosti vieme, Ze F(—1) = F(—a) — F(a), z druhej vieme, Ze F(—1) = F(a) —
F(—a). Ked tieto dve rovnosti s¢itame, dozvieme sa, ze 2F(—1) = 0, a teda F(—1) = 0. Ked' tento
vysledok dosadime do prvej rovnosti, dostaneme, ze F(—a) = F(a). Sta¢i ndm teda zistit, ako sa bude
funkcia F spravat’ na kladnych &islach. Na zdpornych sa bude spravat’ symetricky.

1
X

Uloha 9

Pri tejto dlohe sa bolo treba zamysliet’, aky odhad dostaneme a kde treba prestat’, ked” budeme
robit’ schody ponad funkciuy = 1 a ked’ budeme robit’ schody popod funkciu y = 1. Ak budeme robit
schody ponad funkciu, do obsahu zardtame viac, neZ mdme a teda sa k obsahu 1 dopracujeme skor,
nez keby sme to pocitali iplne presne. Ked’ teda zoberieme posledné miesto, kde sme eSte hodnotu 1
nedosiahli, zaru¢ene bude mensie nez hl'adana hodnota e. Na druhej strane, ak budeme robit’ schody
popod funkciu, obsah ndm bude pribidat’ pomalsie, neZ je pravda. Preto sa k obsahu 1 dopo¢itame
neskor. Ked’” zoberieme pravy okraj prvého schodu, pri ktorom obsah prekroci 1, dostaneme tak horny
odhad pre hl'adané &islo e.

V tabul'ke, ktord mozete vidiet' na obrdzku 49, sme pouzili Sirku schodu 0,1. VI'avo pocitame
obsah schodov nad funkciou y = 1. Zistili sme, Ze posledny schod, pri ktorom sme este nedosiahli
stcet obsahov 1, za¢ina na 2,5 a konéi na 2,6. Hl'adani hodnota e bude teda vicésia nez 2,6. Podobne
v tabul'ke vpravo pocitame obsah schodov pod funkciou a prvy schod, pri ktorom stcet obsahov
prekroc¢i hodnotu 1 je ten, ¢o za¢ina na 2,8 a konéi na 2,9. Hodnota e je teda zaru¢ene mensia nez 2,9.

Ludia, ktori to pocitali na kalkulacke, pouzili $irku schodu 0,1 alebo 0,2. DuSan to ale spravil v
tabul'kovom kalkulatore, pouZil Sirku schodu 0,001 a zistil, Ze hodnota e sa nachddza medzi ¢islami
2,717 a 2,720.

Ulohy 10 aZ 13

Uloha 10 vé&Sinou nerobila problémy. Jej Géelom bolo, aby sa I'udia nautili nardbat’ s tymi troma
vlastnost'ami, ktoré o funkcii F(x) vedia. RieSenia sa takéto:

F(e?) = F(e-e) =F(e) +F(e) =1+1=2
F(e®) =F(e-e*) =F(e) + F(e*) =1+2=3
Vieme, ze F(y/e) + F(y/e) = F(y/e- \/e) = F(e) = 1. Takze F(v/e) = 3.
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X Sirka 1/x  Obsah Stcet X Sirka 1/x  Obsah Sacet
1 0,1 1,00000 0,10000 0,10000 1 0,1 0,90909 0,09091  0,09091
1,1 0,1 0,90909 0,09091  0,19091 1,1 0,1 083333 0,08333 0,17424
1,2 0,1 083333 0,08333 0,27424 1,2 0,1 0,76923 0,07692 0,25117
1,3 0,1 0,76923 0,07692 0,35117 1,3 0,1 0,71429 0,07143 0,32259
1,4 0,1 0,71429 0,07143 0,42259 1,4 0,1 0,66667 0,06667 0,38926
1,5 0,1 0,66667 0,06667 0,48926 1,5 0,1 0,62500 0,06250 0,45176
1,6 0,1 0,62500 0,06250 0,55176 1,6 0,1 0,58824 0,05882 0,51058
1,7 0,1 0,58824 0,05882 0,61058 1,7 0,1 0,55556 0,05556 0,56614
1,8 0,1 0,55556 0,05556 0,66614 1,8 0,1 0,52632 0,05263 0,61877
1,9 0,1 0,52632 0,05263 0,71877 1,9 0,1 0,50000 0,05000 0,66877
2 0,1 0,50000 0,05000 0,76877 2 0,1 0,47619 0,04762 0,71639
2,1 0,1 0,47619 0,04762 0,81639 2,1 0,1 0,45455 0,04545 0,76184
2,2 0,1 0,45455 0,04545 0,86184 2,2 0,1 0,43478 0,04348 0,80532
2,3 0,1 0,43478 0,04348 0,90532 2,3 0,1 0,41667 0,04167 0,84699
2,4 0,1 0,41667 0,04167 0,94699 2,4 0,1 0,40000 0,04000 0,88699
2,5 0,1 0,40000 0,04000 0,98699 2,5 0,1 0,38462 0,03846 0,92545
2,6 0,1 0,38462 0,03846 1,02545 2,6 0,1 0,37037 0,03704 0,96249
2,7 0,1 0,37037 0,03704 1,06249 2,7 0,1 0,35714 0,03571 0,99820
2,8 0,1 0,35714 0,03571 1,09820 2,8 0,1 0,34483 0,03448 1,03269
2,9 0,1 0,34483 0,03448 1,13269 2,9 0,1 0,33333 0,03333 1,06602
3 0,1 0,33333 0,03333 1,16602 3 0,1 0,32258 0,03226 1,09828

Obr. 49: Hl'adanie ¢isla e, pre ktoré je F(e) =1

Vieme, ze F(1) + F(e) = F(1-e) =F(1) =0¢ize F (1) +1=0¢ize F () = -1.
Uloha 11, ktorej $pecidlnym pripadom st prvé dve &asti dlohy 10, vold po dokaze indukciou. O

indukcii sme sa podrobne rozpravali v komentaroch k Siestej kapitole. V pripade nejasnosti sa do tych
komentérov pozrite.

Dokaz indukciou ma dve casti. Najprv ukdzeme, Ze dokazovana vec plati pre n = 1. Teda v naSom
pripade, Ze F(x!) = 1 F(x), ¢o je evidentne pravda. V druhej ¢asti ukdZeme, Ze ak veta plati pre nejaké
n, tak bude platit’ aj pre n + 1. Plati, Ze F(x"*!) = F(x-x") = F(x) + F(x"). Ak plati, Ze F(x") = n- F(x),
tak mozeme pokracovat’: F(x) 4+ F(x") = F(x) +n- F(x) = (n+ 1)F(x). TakZe sme ukazali, Ze ak plati
F(x") = n- F(x), tak plati aj F(x"*1) = (n + 1) - F(x).

Vieme teda, Ze ak tvrdenie fungovalo pre n = 1, tak bude fungovat’ aj pre dvojku. Ked” fungovalo
pre n = 2, tak bude fungovat’ aj pre trojku atd’. Tvrdenie teda plati pre vSetky prirodzené ¢isla.

Ukézali sme, Ze tvrdenie plati pre prirodzené &isla. Pre nulu dostaneme F(x?) = F(1) = 0 F(x), ¢o

2 w2

je pravda. Ostavaji ndm iba zdporné celé ¢isla. Tie moZeme pisat’ v tvare —n, kde n je prirodzené &islo.
Vieme, Ze plati:

0=FQ1)=Fx"-x")=Fx")+F(x™")=nF(x)+ F(x ")

Z toho uz je rovno vidno, Ze F(x~") = —nF(x), ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazat'.

Na riesenie tlohy 12 moéZeme vyuZit' rieSenie tlohy 11. Podl'a nej plati F((v/x)") = nF({/x).
Okrem toho plati F((y/x)") = F(x), pretoze ({/x)" = x. TakZe musi platit nF(/x) = F(x), a teda
F(y/7) = 5

Na rieSenie tlohy 13 pouZijeme rieSenia predoslych dvoch tloh:
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Ulohy 14, 15 a 16

Jediné slabé miesto, ktoré sa nam podarilo ndjst, je, Ze sme nikde neukdzali, Ze kazdé kladné ¢islo
vieme pisat’ v tvare e*. Ked nds ucili o exponencidlnych funkcidch, tvrdili, Ze to tak je a Ze ich obor
hodno6t je (0; 00), ale dokazat’ sme to neskusali.

Na konci komentéra k tlohe 8 sme ukézali, Ze funkcia F by mala byt’ symetricka. Také funkcie sa
nazjvajd parne funkcie. Vhodna primitivna funkcia k funkcii y = 1 bude preto funkcia y = In(|x|). T4
absolttna hodnota ndm tam vyrobi ti symetriu, ktort potrebujeme a zarudi, ze F(—a) = F(a).

Derivéciou funkcie y = In(x) je samozrejme funkcia y = 1.
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GONIOMETRICKE SIALENSTVO

V predoslej kapitole sme sa naudili pocitat’ derivacie a integraly zo vSetkych mocninovych funkcif
s celotiselnymi exponentami a ako bonus sme e$te zistili aj derivaciu funkcie y = In(x). Teraz by
sme chceli zoznam funkcii, s ktorymi vieme pracovat/, trochu rozsirit". Tato kapitola bude o tom, ako
derivovat’' a integrovat' funkcie sin(x) a cos(x). Ale eSte predtym, neZ sa dostaneme k samotnym
derivdcidam, budeme si musiet’ poodvodzovat nejaké vzt'ahy, ktoré pre goniometrické funkcie platia.

Prva vec, ktortt budeme potrebovat’ zistit’, st sictové vzorce. Chceli by sme vediet’, comu sa rovna
sin(a + B) a cos(a + B), priom chceme pouzivat' iba sinusy a kosinusy uhlov « a . Tieto vzorce
zistime z obrazku 5o.

A

B
L A
ND
X
Ba .
: la
S K M >

Obr. 50: Suctové vzorce

Na obrazku vidite jednotkovt kruznicu (teda dizky usetiek SA aj SB st 1) a dva uhly & = L MSA
a B = £ ASB narysované vedl'a seba. Ked’ chceme zistit’ sin(a + ), bude treba vypotitat’ dizku tsetky
BK a ked’ chceme zistit' cos(a + ), bude treba zistit' dlzku tset¢ky SK. Pod'me teda potitat’. Zistené
veci si zapisujte do obrazka.

Uloha ¢. 1:  Zistite vel'kost uhla £« NBL. Medzikroky: £ SXK = ABXL = AXBL =

Uloha ¢&. 2:  Trojuholnik BSL je pravouhly, mé preponu dizky 1 a uhol pri vrchole S mé vel'kost' .

Zistite vel'kosti strdn BL a SL. (Lahk4 goniometria, bez medzikrokov.)
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Uloha ¢&. 3:  Trojuholnik BLN je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej tlohe a uhol pri vrchole
B v prvej tlohe. Zistite vel'kosti stran BN a NL. (Cahka goniometria.)

Uloha ¢&. 4:  Trojuholnik SLM je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej tlohe a uhol pri vrchole
S je a. Zistite vel'kosti stran LM a SM. (Zase I'ahké goniometria.)

Uloha & 5: Uz je to skoro hotové. Teraz si stati uvedomit, ze tsetka BK je rovnd stctu tsetiek BN
a LM, ktoré uz ste vypocitali a dlzku tisecky SK viete vypocitat’ ako rozdiel dlzok tseciek
SM a NL. Takze zistite, omu sa rovna sin(«x + ) a cos(a + B).

Uloha & 6:  Najdite vzorce pre sin(a — ) a cos(a — ). Sta&i si uvedomit, ze sin(a — ) = sin(a +
(—PB)) a rovnakd finta plati aj pre kosinus. Okrem toho vieme, Ze sinus je nepérna a kosi-
nus pérna funkcia, teda Ze sin(—B) = —sin(B) a cos(—p) = cos(p).

Okrem stctovych vzorcov budeme na nédjdenie derivécii sinusu a kosinusu potrebovat’ este dve
veci. Najprv budeme potrebovat’ vzorce pre sin(A) — sin(B) a cos(A) — cos(B). Tie si vyrobime nasle-
dujtcim spésobom:

Z tuloh 5 a 6 vieme, Ze

sin(a + B) = sina cos B + cos a sin B
sin(a — B) = sina cos B — cosa sin B
Ked’ od prvej rovnosti od¢itame druht, dostaneme:
sin(a + B) — sin(a — B) = 2cosasin B

Ta l'ava strana sa podobd na jeden z tych vzt'ahov, ktory potrebujeme zistit'. Zostava uz iba najst’
také a a B, aby platiloa + 8 = A aa — B = B. To je ale stistava rovnic, ktort vieme riesit'. Napriklad tak,
Ze ked’ rovnice s¢ftame, dostaneme 2« = A + B, a teda a = 232, Ked' to dosadime do prvej rovnice,
vyjde ndm z toho, Ze = #. Ked' si tieto & a B dosadime do rovnosti vyssie, dostaneme:

sin(4) — sin(8) = 2cos (472 ) sin (457

Uloha ¢. 7: Budeme potrebovat’ aj tie kosinusy. Odvod'te ich rovnakym trikom.

Posledna vec, ktord budeme potrebovat’ predtym, ako sa pustime do derivovania, bude jedna li-
mita. A to konkrétne )15135 SL. Zvlast zdoraziiujeme, Ze v celom d’alSom texte bude naozaj dolezité,

Ze pri pocitani sin x a d’alsich goniometrickych funkcii bude hodnota x udavana v radidnoch, pretoZe
v stuprioch by to pekne nevyslo.



[ 121

Uloha ¢&. 8:  Pozrite si poriadne obrazok 51 s jednotkovou kruZnicou, pokuste sa uhadnut/, kol'ko ta
limita vyjde a zapiSte si tip.

. lim sinx
Obr. 51: 71(11;% T

Ked'Ze meriame v radidnoch a nasa kruZnica je jednotkovd, tak vel'kost' uhla « je to isté ako dizka
oblika AB. (Radidny boli totiz presne takto vymyslené — ak chceme vediet,, aky velky je uhol, tak
odmeriame patri¢ny oblik na jednotkovej kruznici.) Okrem toho vieme, Ze sinus uhla « je tisecka BX.
Ked'Ze BX je kolmica na os ¥, jej diZka je najkratsou moznou vzdialenostou od bodu B k osi x. Dizka
tse¢ky BX je teda mensia ako dizka obltika AB. Preto pre kazdu alfu plati sina < «, a teda s 1,
To ale znamen4, Ze hl'adané limita zarucene nebude vacsia ako 1.5*

Pod'me si teraz na chvilu v§imat' namiesto dlzok obsahy. Obsah kruhového vyseku SAB je 5

(pretoZe obsah celého kruhu je 7> = 7-12 = 7t a uhlu a v radidnoch prislicha z toho kruhu ¢ast’
7. a ked” tym obsah celého kruhu Vynasoblme, dostaneme, Ze obsah vyseku bude 7 - 7~ = 2) Dizka

usecky AY ]e tga (pretoze tga = a SA méa dizku 1). Obsah tro]uholmka SAY bude teda —8% Tento

.....

Sll’l DC

vynasobime cos « a vydelime «, dostaneme > Cos .

Uloha &. 9: Platnost’ nerovnosti sina ~ cosa sme ukézali iba pre « € ( % 2) Odkial sa vzalo toto

obmedzenie? Kde sme ho v dokaze potrebovali? Najdite takt hodnotu a, pre ktora uve-
dend nerovnost’ neplati.

51 Skuste si premysliet’, ako to bude s tymi nerovnost’ami, ak bude «, a teda aj sin«, zdporné.
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Podarilo sa ndm ukazat’, Ze pre vSetky x z intervalu (—%; %) okrem x = 0 plati:

mnx

S
cosx < <1

Co sa bude diat’, ked’ sa hodnota x bude bliZit k nule? Prava strana nerovnosti bude stale 1. Ked'ze
kosinus je spojitd funkcia, 'avd strana sa tieZ bude blizit' k jednotke (vieme, Ze cos0 = 1). A ked'Ze sa
SINX nachadza medzi tymito dvoma funkciami, td limita musi byt tiez 1.

Tato finta sa nazyva ,policajnd lema” a dokaZeme ju vo vSeobecnom tvare, pretoZe sa nam eSte
moze niekedy hodit'. Policajnd lema hovori toto: Majme funkciu f(x), ktora strdzia dvaja policajti —
funkcie ¢(x) a h(x). Teda na nejakom intervale (a,b) plati g(x) < f(x) < h(x) pre vSetky x s jednou
moZznou vynimkou — nejakym bodom c. NavySe o policajtoch vieme, Ze v bode ¢ majt rovnaka limitu
w. Potom ma rovnakdu limitu v bode ¢ aj funkcia f(x).

Dokaz je l'ahky. Pre kazdé ¢ > 0 musime ukézat/, Ze vieme néjst’ také okolie bodu c, Ze hodnoty
f(x) sa na nom lisia od w o menej ako e. Ked'Ze funkcie g aj i limitu v ¢ majt, vieme ndjst’ také okolie
bodu ¢, Ze v8etky hodnoty g(x) aj h(x) sa nachddzaju v intervale (w —¢,w + ¢€). A ked'Ze sa vsetky
hodnoty f(x) nachddzaju vzdy medzi g(x) a h(x), nachadzaja sa v intervale (w — ¢, w + ¢€) tieZ.

Vsetky potrebné ingrediencie uZz mame pohromade, moéZeme ist' derivovat’ sinus. Pod’'me teda
pocitat’:

2x+dx x
. sin(x +dx) — sin(x) . 2cos ( ) (7)
lim = lim
dx—0 dx dx—0
~ cos ( 7") (%) ‘ dx ~ sin (%‘)
= lim P = lim cos | x + — -hmdi
dx—0 = dx—0 2 dx—0 7’(

V prvom kroku sme vyuZili nd$ skvely odvodeny vzt'ah pre rozdiel sinusov. Ked'Ze kosinus je

spojitd funkcia tak lim' cos(x + d 5) bude cos x. A ked’ ide k nule dx, rovnako pojde k nule aj dzx . Ked’

si teda X oznaéime ako h, druha limita bude i
COS X.

pm S‘Z‘h, &ize 1. Derivaciou sin x bude teda cosx - 1, ¢ize

Uloha &. 10: Zderivuijte kosinus.

Fyzikalna skratka

Kamarét Slavo tvrdi, Ze matematici veci zbyto¢ne komplikuji a Ze niektoré veci by sa pomocou
tyziky dali ukédzat' ovel'a jednoduchsie. Podl'a neho by fyzici derivaciu sinusu a kosinusu hl'adali
takto:

Predstavme si bod, ktory obieha okolo pociatku stiradnicovej stistavy po jednotkovej kruznici. Po-
hyb zatal v bode [1;0] a uhlové rychlost’ toho bodu je jeden radidn za sekundu. Kde by sa bod nacha-
dzal v Case t? Ked'Ze md uhlovt rychlost’ 1 radidn za sekundu, v ¢ase t bude uhol presne t. Ked'Ze
sa bod nachddza na jednotkovej kruznici, vektor jeho polohy (ak sa pozerdme z bodu [0;0]) bude
(cost;sint).



Aky bude vektor rychlosti ndsho bodu v ¢ase t? Bod sa pohybuje uhlovou rychlost'ou jeden radian
za sekundu. Ked'ze na jednotkovej kruznici jeden radidn zodpoveda jednému metru dizky oblika,
vel'kost' rychlosti bude 1m/s. Vektor rychlosti bude mat’ teda dizku 1. Okrem toho vieme, Ze smer
rychlosti, ¢iZze smer, ktorym sa bod prave pohybuje, bude rovnaky ako smer dotycnice k jednotkovej
kruznici v danom bode. Vektor rychlosti bude kolmy na vektor polohy (cost;sint), pretoze doty¢nica
je vzdy kolmd na polomer, ktory spdja stred a dotykovy bod. Vektor rychlosti teda vieme dostat’ tak, ze
vektor polohy (ktory ma tieZ vel'kost’ 1) oto¢ime o 7 proti smeru hodinovych ruciciek. Situdciu modZete
vidiet' na obrazku 52.

(—sin ¢, cos t)

A

_\ cos 1

(cos t, sin ¢)
sin ¢

cost

i } >
Obr. 52: Rychlost’ bodu pohybujticeho sa po kruZnici

Ako je z obrdzku zrejmé, vektor rychlosti mé stradnice (— sin ¢; cos t). (Spolu s vektorom sme oto¢ili
cely ten zeleny obdiZnik, v ktorom sa nachadzal.) Rychlost je derivécia polohy, ¢ize v nagom pripade
vektora (cost;sint). Ked’ si to rozoberieme po suradniciach, dostaneme, Ze derivicia cost je —sint
a derivécia sint je cost. Hotovo. Vysla vam ta derivécia kosinusu v predoslej tilohe spravne?

Uloha ¢. 11: Kol'kokrat musite zderivovat’ sinus, aby ste znovu dostali sinus?
y

Uloha &. 12: Pod akym uhlom pretina graf sinusu os x v bode x = 0?

Uloha &. 13: Pod akym uhlom sa pretnt grafy funkcii sin x a cos x?
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Uloha &. 14: Aky je integrél z funkcif sin x a cos x?

Uloha &. 15: Aky je obsah plochy pod grafom funkcie sin x na intervale (0; 7r)?

Uloha &. 16: AK4 je derivacia funkcie y = —-—? (T4to funkcia sa nazyva sekans a znadf sa sec x.
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SPRAVY

Ulohy 1 aZ 5

Tieto tlohy nadvézovali jedna na druht a problémy nerobili. Spravne odpovede vsetkych medzik-
rokov uvddzame pre kontrolu. Pri ¢itani je nutné pozerat’ sa na ten obrazok z kapitoly.

ASXK=7 —a 4BXL=7—a 4XBL=u«
|BL| =sin |SL| = cos
|IBN| =sinBcosa |NL| =sinBsina
|LM| = cosBsina  |SM| = cos B cosa
sin(a + B) = |[LM| + |BN| = sina cos B + cos a sin 3
cos(a + B) = |SM| — |[NL| = cosa cos B — sina sin B

Maéme nase vytiZené stuctové vzorce pre sinus a kosinus.

Uloha 6
Tu si bolo treba len dat’ pozor na znamienka:
sin(a — B) = sin(a + (—pB)) = sina cos(—p) + cosa sin(—B) = sina cos B — cos a sin

cos(a — B) = cos(a + (—PB)) = cosacos(—B) — sinasin(—B) = cosa cos B + sina sin B

Uloha 7
Ked’ pouZijeme vysledky z predoslych dvoch tloh a od¢itame ich, dostaneme:
cos(a + B) — cos(a — B) = —2sinasin B

Teraz opéat’ spravime rovnaky trik ako so sinusmi. PoloZime a 4+ = A a @« — B = B, z toho nam opat’
vyjde « = 48 a B = 478 a ked' to dosadime do vztahu vysgie, dostaneme:

cos(A) — cos(B) = —2sin <A—2i_B> sin <A;B>

Uloha 9

V dokaze sme veselo pouzivali tga, ktory nie je pre 7 ani pre —7 definovany. Nerovnost' neplati

; in(2
napriklad pre a = 271, lebo cos(27t) =1 a * 2(;) =0.

Uloha 10

cos(x + dx) — cos(x)

lim

dx—0 dx dx—0 dx
—sin <x+d7x> sin (%x) dx sin (%")
= lim = = lim —sin( x+ — 'limdi:
dx—0 ax dx—0 2 dx—0 x

2
= —sin(x) -1 = —sin(x)
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Uloha 12

Ak chceme vediet’ smer funkcie y = sinx v nule, potrebujeme vediet' smernicu doty¢nice v nule,
a teda hodnotu derivacie v nule. ' = cos x a ten m4a v nule hodnotu 1. Smernica doty¢nice je 1, rovnica
doty¢nice je teda y = 1 - x. Graf sinusu pretina os x pod uhlom, ktory ma tangens 1, teda pod uhlom
7 alias 45°.

To, Ze vysledok tejto dlohy bude 1, sa dalo uhadnut’ aj z faktu, Ze )lg(l) % = 1. T4 limita hovori, Ze
v blizkosti nuly sa funkcie y = sinx a ¥ = x podobaji. Uhol, ktory zviera s osou x sinus, bude preto
rovnaky ako uhol, ktory zviera s osou x priamka y = x. Skuto¢nost/, Ze pre malé hodnoty x je sinx
takmer rovnaké ako x, pri vypoctoch s obl'ubou pouzivaja fyzici.

Uloha 13

Grafy funkcii y = sinx a y = cosx sa pretnii kdekade, venujme sa teraz najmensiemu kladnému
priese¢niku, teda hodnote x = 7. (Preco je to ich najmensi kladny priese¢nik?) Smernica dotyc¢nice
k y = sinx v bode x = 7 je hodnota derivacie v tom bode, teda cos § = % Doty¢nica (a teda aj
samotnda funkcia) zviera s osou x uhol arctg <§) ~ 35,26°. Podobne smernica doty¢nice k y = cos x

v bode x = 7 je hodnota derivacie v tom bode, teda —sinj = —%, a teda kosinus zviera v bode
x = % s osou x uhol arctg (—g) ~ —35,26°. Uhol medzi grafmi funkcii teda bude arctg (@) -
arctg (—%) ~ 70,53°. (Tym, ¢o sa divia, ako moze byt 2 -35,26° = 70,53° a nie 70,52°, odportcame,
aby si ten arkustangens naozaj vypocitali na kalkulacke a spravne zaokruhlili na dve desatinné miesta.)

Uloha 15
2

Uloha 16

Ak ste eSte nezabudli, Ze (ﬁ) = ;{ ((;)), tak sa vam to v tejto tlohe hodilo. Ked" chcete deri-

. v, . —(—si i . ., o tg x
vovat’ funkciu y = —L_ stati dosadit. Dostanete ( Szmx) = S Niektori to upravili na tvar -5=.
cos X COS“ X COs~ X Cos X

Mimochodom - viete si predstavit, ako vyzera graf funkcie y = Ols ~ (teda y = secx)?




12 DERIVACIA SUCINU A METODA PER-PARTES

Pocas nasho objavovania derivdcii a integrdlov sme sa uz stretli s niekol'kymi univerzalnymi
vztahmi, ktoré ndm boli na dobrej pomoci. Napriklad sticet dvoch funkcii moéZeme zderivovat’ tak,
Ze zderivujeme kazdu zvlast’ a s¢itame. (Tym padom moZeme sticet dvoch funkcii aj integrovat’ tak,
Ze zintegrujeme kazda zvlast’ a s¢itame.) Podobne sme nasli skvely vzorec na derivéciu y = ﬁ T4

derivécia vysla y = }J;/(ES) a umoznila ndm zderivovat’ viacero zaujimavych funkcii. V tejto kapitole sa

budeme zaoberat’ derivaciou sti¢inu dvoch funkcif a pokisime sa z toho vyt'azit’, kol'’ko sa len da.
Na tdvod jedno drobné sklamanie. Nebude to fungovat’ tak, Ze jednotlivé funkcie zderivujeme
a potom vyndsobime.
Uloha & 1:  Vieme, Ze derivécia y = x7 je y' = 7x°. Dalej vieme, ze x7 = x°
a vynasobte. Dostali ste 7x°?

- x%. Zderivujte x* a x*

Predosla tdloha je ndzornou ukaZzkou toho, Ze takyto jednoduchy pristup nefunguje a Ze derivacia
sucinu funkcii sa bude spravat’ zloZitejSie. Pod'me teda skusit’ derivovat' funkciu y = f(x)g(x) cez
limity. Vieme, Ze hl'adand derivécia je

o FOr+ d)g(x +dx) - f(x)g(x)
dx—0 dx

Zéakladny trik na vypocet tejto limity je v tom, Ze k ¢itatel'u zlomku pripoc¢itame rafinovand nulu.
Rafinovand nula bude mat’ podobu vyrazu —f(x)g(x 4+ dx) + f(x)g(x +dx) a ked’ tento vyraz vlozime
do ¢itatel'a, hodnota vyrazu sa nezmeni, ale situdcia sa zdzracne vyjasni:

po Flr+dng(x+dx) — f(x)g(x)

dx—0 dx
i S0 )30+ ) = F)g( + ) + F ()5 + ) = Fx)g(x) _
dx—0 dx
— lim flx+dx)g(x+dx) — f(x)g(x + dx) + lim f(x)g(x+dx) — f(x)g(x) _
dx—0 dx Jx—50 dx

Uloha ¢. 2:  Dopocitajte to, vyjmite spravne veci pred zatvorku a vyrobte GZasny vzorec na derivaciu
sucinu.

Uloha & 3:  Zderivujte podl'a vasho vzorca x° - x*. Dostali ste 7x¢?
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Uloha & 4:  Aké vlastnosti musia mat’ funkcie f(x) a g(x), aby vypocet z tlohy 2 fungoval?
Uloha ¢.5:  Najdite derivécie funkcit:

a) y = x?-sinx c) y=Inx-cosx

b) y=x-Inx d) y=x?-Inx-sinx

Uloha & 6:  Odvod'te vieobecny vzorec na derivéciu podielu dvoch funkcii y = %. (Névod: jg% =

f(x) - ﬁ Toto zderivujte ako sti¢in. Derivovat’ ﬁ uz viete. Na zéver to upravte do
jedného zlomku.)

Uloha ¢. 7:  Najdite derivécie funkcit:

a)yzh‘Tx Q) y=tgx
b) y=§ d) y = cotgx

Ulohu b) rieste vasim vzorcom, aby ste videli, ¢i ten vzorec funguje.

Metoda per-partes

Mame derivaény vzorec, ktory hovori, Ze ak f a g su derivovatelné funkcie, tak plati (f -g)’ =
f'-g+f g Co dostaneme, ked’ obe jeho strany zintegrujeme? Na l'avej strane budeme mat’ integral
z derivécie, ¢iZe az na konstantu (ktortt moéZeme upratat’ na druht stranu rovnosti) pévodnt funkciu.
Vpravo budeme mat’ sticet dvoch integralov. Dostdvame teda

f-g=/f’-g+/f-g’

¢o sa dé prepisat’ do tvaru

/f’~g=f-g—/f-g’



Uvedeny vzorec na prvy pohl'ad nevyzera vel'mi uZito¢ne. Na to, aby sme vypocitali nejaky integ-
rdl, budeme musiet’ vypocitat’ nejaky iny integrdl. No v skutoc¢nosti je tu uvedend finta jednou z méla
fint, ktoré vobec mdme pri pocitani integralu zo stucinu k dispozicii. Ako sa ¢asom ukdze, tak integro-
vat’ funkcie je v istom zmysle ovel'a naro¢nejsia tiloha, ako ich derivovat’. A pomocou tejto finty, zvanej
tieZ integrovanie per partes (z latin¢iny ,po ¢astiach”) sa d4 pocitat’ aspori nieco.

Napriklad by sme chceli vypo¢itat' [ x - sin x dx. Ideme teda integrovat’ stucin funkcif x a sin x. Caka
nés teda vol'ba. Co z toho bude f’ a ¢o ¢? Budeme sa (va&sinou) riadit’ dvoma kritériami:

e V prvom rade musime za f’ zvolit' nie¢o, ¢o budeme vediet’ integrovat’, pretoze budeme musiet
zistit' f. V naSom pripade vieme integrovat’ aj x, aj sin x.

¢ V druhom rade by sme boli radi, aby druhy integrél, ktory budeme musiet’ pocitat’, bol jedno-
duchsi ako prvy. Toto kritérium momentalne napovedd, Ze by bolo vhodnejsie zvolit’ ako funkciu
g to x, pretoze v druhom integrali mame g’, ¢o bude 1.

Samotny postup vypoctu sa zapisuje takto:

f'=sinx g=x

/x-smxdx: f——cosx g =1

= —x-cosx—/—cosx-ldx: —X-Ccosx+sinx+c¢

Medzi dvoma zvislymi ¢iarami sme vykonali celt pripravu na metédu per partes. Ur¢ili sme si, ¢o
je f', o je g a dopocitali sme f a g’. Potom sme vsetko spravne dosadili a vypotitali.

Uloha ¢&. 8:  Zderivujte funkciu —x - cos x + sin x + ¢, aby ste videli, &i je vysledok spravne.

Uloha & 9:  Skuste vol'bu spravit’ naopak — zvol'te teda f/ = x a ¢ = sinx. Ako to vyjde? Preto
vypocet zlyha?

Keby sme pocitali ur¢ity integral, teda napriklad fon x - sin x dx, vypocet by prebiehal rovnako:

f' =sinx

7T
/ x-sinxdx =
0 f = —cosx

7T
= [—x-cosx]g—/ —cosx-ldx =
0

=(—m-(=1)—=0)+ [sinx]f =+ (0-0)=m
Uloha &. 10: Vypotitajte metédou per partes nasledujtice integraly:

a) [x-cosxdx ) [{Inxdx
b) [ x*-sinxdx

V tdlohe b) bude treba metédu pouzit’ dvakrat. V dlohe c) staci raz. Vysledky a) a b) znovu
zderivujte, aby ste videli, ¢i to mate dobre.
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V niektorych pripadoch treba okrem metddy per partes zapojit' aj d’alSiu invenciu. Chceme napri-
klad vypotitat’ [ cos® x dx. Ked' zatneme pocitat’ metédou per partes, dostaneme:

f''=cosx g =cosx

f=sinx g =—sinx

/cos2 xdx =

:sinx-cosx—/—sinx-sinxdx:sinx-cosx+/sin2xdx

Na prvy pohlad sme si nepomohli. Namiesto [ cos? x dx teraz musime ratat’ [ sin x dx a keby sme
prvy p P y

skusili pouzit' per partes na tento integral, zas nds vrati ku [ cos® xdx. (Vyskusajte si to!) Nastastie

vieme, Ze pre sin® x a cos? x plati sin? x + cos? x = 1. Toto vyuZijeme a budeme pokratovat’ v nasom

vypocte:
sinx-cosx+/sin2xdx:sinx-cosx+/(1—coszx)dx:
— g 2
—Slnx-cosx+x—/cos xdx

A sme zase pri kosinuse. Nast'astie je tu jeden podstatny detail a to znamienko toho druhého
integralu. Ked’ si pozriete, s ¢im sme zacali a k ¢omu sme sa dostali, tak sme zistili toto:

/coszxdx :sinx-cosx—i—x—/coszxdx

teda
2/coszxdx =sinx-cosx + x

a teda

/coszxdx = sinx-c;)sx—l—x (4¢)

Uloha &. 11: Zderivuijte to, aby ste videli, & to vyslo dobre.

Uloha &. 12: Vypotitajte [ sin®x dx
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SPRAVY

Ulohy 2 a% 4

Posledny vyraz, ku ktorému sme sa pri tpravach dostali, sa dd obycajnym vynatim pred zatvorku
upravit’ na

flx+dx) —f(x) | .. glx+dx) —g(x) _
dx + dl;g\gf(x) dx N

T . flx+dx) — f(x) . g(x+dx) —g(x)
= Jim 8(x +dx) - lim, ix + () fim, i

dl;gog(x + dx)

Ak predpokladdme, Ze funkcie f a ¢ maja v bode x derivaciu, tak druhd a tretia limita z posledného
vyrazu su presne derivacie funkcii f a g. Okrem toho, v komentdri k druhej tlohe desiatej kapitoly
sme ukazali, Ze ak ma funkcia v nejakom bode derivaciu, tak je tam aj spojita. Pre funkciu g teda bude
platit’ im ¢(x 4 dx) = g(x). TakZe derivécia funkcie f(x) - g(x) bude f'(x) - g(x) + f(x) - §'(x). Okrem
predpokladu, Ze funkcie f a ¢ maji derivéacie sme ni¢ iné nepotrebovali, pretoZe spojitost’ funkcie g je
toho dosledkom.

Ked’ podla tohto vztahu zderivujeme x> - x*, dostaneme 3x? - x* + x3 - 4x3, teda 3x° + 4x° = 7x5,
ako sme ocakavali.

O tom, ako sa tento vzt'ah da vyuzit, je cely zvySok tejto kapitoly.

Uloha 5

a) (x%-sinx) = 2x-sinx + x?-cos x

b) (x'Inx)'=1-Inx+x-1=Inx+1

1

1, cosx
x

¢) (Inx-cosx) = 3 -cosx+Inx-(—sinx) = X —Inx-sinx
d) (x?2-Inx-sinx) = ((x* Inx) -sinx)’ =

= (x?-Inx)"-sinx +x?-Inx - cosx =

= (2x-Inx+x21) - sinx+x2 - Inx - cosx =

= 2xInxsinx + xsinx + x%In x cos x

Uloha nerobila problémy. Va¢sinou sa tu diali iba bezné algebraické chyby (niekto vymenil plus za
krat, niekto najprv zderivoval obe funkcie a potom nezderivoval nic).

Uloha 6

!/

Opét sa odvolame na komentar k tlohe 2 z kapitoly 10, kde sme zistili derivaciu funkcie (ﬁ) =

S g tymto poznatkom moZeme smelo derivovat':

f2(x)
FON (e L\ oy L ) _
<g<x>> - (f () g<x>> S e A Tey
P f0)g) R - fRg )
g(x) g% (x) g% (x)

A méame do zbierky d’alsi uzito¢ny vzorec.
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Uloha 7
a)

X

Inx\’ l.x—Inx-1 _ 1I—-Inx
x2 x2

b) Najprv pripomenime, Ze i—z je x, takZe derivacia by mala vyjst' 1. Komu nevysla, nech hl'ada
chybu.

xj C3xFex?—x32x Bxt—2xt ot
= (x2)?2 = e por!

, sin x cosx-cosx —sinx - (—sinx)  cos?x + sin®x
(tgx) = = 3 = 2

cosx cos” x cos” x
zZ tejto fézy sa dalo pohnat’ viacerymi smermi Ludia si bud” spomenuli, Ze pre kazdé x sa
sin® x 4 cos? x = 1 a vysiel im vysledok —— alebo cely citatel' zlomku vydelili cos? x a vyslo im
1+ tg? x. Oba vysledky st spravne (pretoze je to td ista funkcia, len zapisand rdznymi spdsobmi).

d)

sin? x

(cotg x)’

<cosx>’ _ (—sinx)-sinx —cosx - cosx
sin x
— sin® x — cos? x

sin? x

To sa opat’ da upravit’ bud’ 1 — cotg? x.

Uloha 9

Ak pri metode per partes zvolime f’ a ¢ opa¢ne ako v predoslej ukazke, dopadne to takto:

/x-sinxdx =

O integrali [ % ® cos x dx niektorf I'udia tvrdili, Ze sa pocita zlozitejSie neZ povodny (a mali pravdu),
niektori vyhlasili, Ze sa nedd vypocitat'. On sa ale vypocitat’ da. Dokonca metédou per partes:

2

X

— d =
/2COSX X

Teraz by sme mohli vypocitat’ integral [ x -sinxdx sposoborn uvedenym v kapitole a vyhrali by

sme. Ale potitat’ integral [ x - sin x dx obchddzkou cez integral [ % * cos x dx a zase spdt/, je samozrejme
zbyto¢na robota.

x2 . x2
= —.sinx — | —cosxdx
2 2

2
ff=cosx g=7%
f=sinx ¢ =ux

2
= ?-sinx—/x-sinxdx

Mimochodom — ¢o dostanete, ked” dosadite to, ¢o ndm vyslo pri pocitani f cos x dx naspat’ do
integralu v prvom riadku vypoctu?
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Uloha 10
a)
fl=cosx g=x , :
/x-cosxdx: , , :x-smx—/smx-ldx:
f=sinx ¢ =1
=x-sinx — (—cosx) +c=x-sinx+cosx +c
b)

2

I o3 —
/xz-sinxdx: f'=sinx g,—x
f=—cosx g =2x

= —x2-cosx—/—2x-cosxdx: —xz-cosx+2/x-cosxdx

V tomto $tadiu si dve moZnosti pokracovania. Bud’ integral [ x -cosxdx vypocitat pomocou
d’alsieho per partes alebo si v8imnut/, Ze uZ ste ho vypocitali ako tlohu a). RieSenie tlohy teda
bude —x% - cosx +2(x-sinx + cosx +¢) = —x% - cosx + 2x -sinx + 2 - cos x + ¢. (V&imnite si, Ze
namiesto 2c sme do vysledku napisali opat’ ¢, pretoZe ak bola konstanta c, tak bude aj 2c. T4
Stanta, ktorej derivécia bude nula.)

Na ukézku este vysledok zderivujeme, nech je vidno, ako sa tam vsetko krasne navzdjom zlikvi-
duje. Dostaneme:

2. sinx

—2x-cosx — x> (—sinx) +2x-cosx +2-sinx —2-sinx = x

¢) V tejto tlohe bolo treba najprv urobit’ pod integrdlom stcin, nech médme ako robit’ per partes.

L'udia to skasali viacerymi sposobmi, ale ako funkény sa ukézal sposob ff 1-Inxdx. Ked sme

spravili tento krok, treba zvazit, ¢o zo sudinu bude f’. MoZnost' f* = Inx nie je $t'astnd vol'ba,

pretoZe na to, aby sme zistili f, by sme museli integrovat’ In x a o to sa prédve poktisame. Popritom
budeme mat’ na pamaiti, Ze tentokrat poc¢itame urcity integral. Budeme teda pocitat’ takto:

e
/ 1-Inxdx =
1

:(e.lne_1.1n1)_/1€1dx:(e.1—1.0)—[x]§:

ff=1 g=Inx

e 1
fox g=1 :[x-lnx]i—/lx-fdx:

X

=e—(e—1)=e—e+1=1

Uloha 12

Této tloha sa tieZ dala rieSit’ viacerymi spdsobmi. Jeden bol zopakovat’ postup pre kosinus:

/ . .
. =sinx =sinx
/smzxdx:‘ f 8

f=—cosx g =cosx
:—sinx-cosx—/—cosx-cosxdx:—sinx-cosx—i—/coszxdx:
o . .2 . . .2
= —sinx-cosx+ | 1—sin“xdx = —sinx-cosx +x — | sin“xdx

Z toho dostaneme
2/sin2xdx = —sinx-cosx + x
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. —sinx-cosx + x
/s1n2xdx: > +c

Ind moZnost’ je takato:
/sinzxdx = /1 —cos?xdx = x — /coszxdx

Ked'ze [ cos? xdx uz pozndme, stadi dosadit’ a dostaneme:

sinx - cosx + x
x—/costdx:x— +c=
2
2x — (sinx - cos x + x) X —sinx - cos x
= CcC =
2 2

¢iZe opat’ to, ¢o predtym. VSimnite si, Ze sme s konstantou ¢ znovu nardbali pomerne vol'ne a hodnotu
—c sme pokojne nahradili ,inym* c.



13 ZLOZENE FUNKCIE A SUBSTITUCIA

Doteraz sme sa pri funkcidch stretli len so zavislostami medzi dvoma premennymi. Napriklad
vzt'ah y = x2 ndm hovoril, ako zavisi premennd y od premennej x. V praxi byva situacia niekedy trochu
zloZitejSia. Predstavte si napriklad, Ze chcete vypustit’ raketu.>* Viete, Ze celd raketa aj s palivom méa
na zaciatku hmotnost’ m = 4400 kg, spotreba paliva je 160kg/s a sila motora je 215kN. Aby ste mohli
vypocitat’ drdhu letu, potrebujete presne vediet’, aké zrychlenie bude mat’ raketa v ¢ase t od Startu.

Co sa zrychlenia tyka, spomenieme si na Newtonov zékon sily, ktory hovori, Ze a = F/m, teda,
Ze ak chceme zistit' zrychlenie, musime silu, ktord na raketu posobi, vydelit hmotnost'ou rakety. Sila,
ktord na raketu pdsobi, ma dve zlozky. Jednak silu motora, o ktorej vieme, Ze raketu tla¢i hore a Ze to
je tych 215000 N, jednak gravita¢nda silu, ktord raketu tlaci dole a ktord je 9,81 - m, kde m je aktudlna
hmotnost’ rakety. Ked’ to vSetko poskladdme dohromady, zistime, Ze vieme vyjadrit’ zrychlenie ako
funkciu hmotnosti:

. 215000 — 9,81 - m
m

Funkcia je to sice peknd, ale nerobi celkom to, ¢o potrebujeme. Hovori ndm, ako zavisi zrychlenie
od hmotnosti, ale nepovie ndm, ako zavisi zrychlenie od ¢asu. Nast'astie vieme, Ze z hmotnosti ndm
ubudne za sekundu 160 kilogramov vyhoreného paliva, takZe hmotnost’ rakety v ¢ase t sekiind bude
m = 4400 — 160 - £.

Mame teda dve funkcie. Jedna ndm hovori, ako zavisi hmotnost' rakety od ¢asu, druhd nam ho-
vori, ako z&visi zrychlenie rakety od hmotnosti. Aby sme zistili, ako zdvisi zrychlenie rakety od ¢asu,
potrebujeme jednu funkciu vloZit' do druhe;j.

Uloha ¢. 1:  Najdite funkciu, ktora opisuje, ako zavisi zrychlenie rakety od asu.

Préve ste vytvorili zloZzent funkciu. VzhlI'adom na to, Ze sa budeme takymito funkciami zaoberat’
pocas celej tejto kapitoly, je treba skladanie trochu trénovat'.
Uloha &. 2: a) Ked' viete, zZe a1 = x> — 1 a x = ¢ — 1, zistite, ako a zavisi od c.
b) Ked’ viete, Ze u = Inv a v = €', zistite, ako zavisi u od r.

c) Ked' viete, ze y = sin(a) a & = 271t + 7, zistite, ako zavisi y od ¢.

Uloha ¢&. 3:  Pre dané funkcie f(x) a g(x) zistite a upravte f(g(x)) aj g(f(x)).
a) f(x) =1In(x), g(x) = e*

52 Ci uz nazivo, alebo hréte vynikajticu simulaciu Kerbal Space Program.
https://kerbalspaceprogram.com
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b) f(x) =x*—3x3+x -2, ¢g(x) =2x
o) fx) =3, 8(x) = 355

d) f(x) =sin(x), g(x) =2nx+ %

Vrdtme sa teraz k naSej rakete. Mame dve funkcie a = W am = 4400 — 160 - ¢, ktoré
nam spolo¢nymi silami opisujd, ako sa sprava zrychlenie rakety v zavislosti od ¢asu. A teraz by sme
chceli zderivovat’ zrychlenie podl'a ¢asu (napriklad preto, aby sme vedeli, ¢i bude zrychlenie rast’ alebo
klesat’, alebo aby sme zistili fyzikdlnu veli¢inu nazyvanua ryv>3). Najprv si ukdzeme fyzikdlny pristup,
ktory eSte pamaéta zlaté ¢asy, ked’ sme neSpekulovali o tom, ¢i je dx nula alebo nie:

do _ da_dm
dt — dm dt
Skrétka, ked’ chceme zderivovat’ a podla t, zderivujeme a podl'a m a vysledok vynasobime zderi-
vovanym m podla t. A vyzerd to tak, Ze za tymto vel'dielom je obycajné vykratenie dm z ndsobenia
zlomkov.

Ako sa tento vzt'ah pouZziva? Najprv vypocitame ;—Z, teda derivéaciu a podl'a m:

da (215000 —9,81-m / ~ —9,81-m— (215000 —-9,81-m)-1  —215000
dm m B m? - om?
Potom vypocitame %Z' teda derivaciu m podla t:

d
dif = (4400 — 160 - 1)’ = —160

A teraz to vynasobime:
—215000 34400000

~160- — m2

Problém je v tom, Ze sme nedostali derivaciu ako funkciu ¢, ale ako funkciu m (a ak by zavislost’
m od t nebola linedrna, vyskytovalo by sa ndm tam dokonca m aj t). Nast'astie vzt'ah medzi m a t
poznédme, takZe to len dosadime a dostaneme:

da 34400000

dt — (4400 — 160 - £)?

Je vidno, Ze tato derivdcia je kladnd, takZe zrychlenie bude rast’, aZ kym sa motoru rakety neminie
palivo.

Uloha ¢&. 4:  Zderivuijte vysledok tlohy 1 podla t pomocou vzorca pre podiel, ¢ vam vyjde rovnaky
vysledok.

53 https://sk.wikipedia.org/wiki/Ryv


https://sk.wikipedia.org/wiki/Ryv

Uloha ¢.5:  Vysktsgajte podobne zderivovat a podla ¢, u podla r a y podla t z tlohy 2. Potitajte to
priamo aj ako derivéciu zloZenej funkcie a vysledky porovnajte.

Teraz sa pod'me na vec pozriet’ z matematickej strany. Ideme teda pocitat’ derivaciu zloZenej funkcie
poriadne a cez limity. Mdme teda dve funkcie f(x) a g(x). Ked’ ich zloZzime — teda dosadime druhu
funkciu do prvej, dostaneme funkciu f(g(x)) a ta by sme radi zderivovali. Na pocitanie ale pouZijeme
alternativnu definiciu derivécie, s ktorou sme sa prvykrat stretli v desiatej kapitole v komentari k tlohe
2. Aby sme nasu funkciu zderivovali, budeme teda pocitat’ nasledujicu limitu:

lim £ 8(%)) — f(g(x0))

X—rXQ X — Xo

V minulej kapitole sme sa stretli s fintou , pripo¢itame rafinovanti nulu”, s pomocou ktorej sme
vedeli derivovat’ sti¢in dvoch funkcii. V tejto kapitole pouZijeme podobny trik, zvany ,vyndsobime
rafinovanou jednotkou”. Rafinovand jednotka bude mat’ v naSom pripade podobu

a do vyrazu nam pribudne po prvej tprave:

lim L&) — f@(x0)) _ . f8(x))

X% X — X =y g(x)

—f(8(x0))  g(x) —g(x0) _
— g(x0) X — Xo

i F8()

x—x0 g X)

f8(x0) | 8(x) — g(xo)

< (x0) X=X X — X

O funkcii g(x) predpokladdme, Ze ma v x( derivéciu (a teda je aj spojitd). To znamend, Ze druha
z tych dvoch limit bude g’(xp). Ak je ale g(x) spojitd v bode x, aj prvé limita je derivécia.

Uloha ¢&. 6:  Tvrdili sme, Ze prva limita z predoglého vyrazu je derivécia. Akej funkcie? V akom bode?
Preco? Zistite to a vytvorte tak vzorec pre derivéciu zloZenej funkcie.

Uloha ¢&. 7:  Skuste pomocou prave objaveného vzorca zderivovat’ funkcie
a) y =sin(5x +1)
b) y = (2x +3)7
) y =In(x?)
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Uloha ¢. 8: Teraz sa opat’ pozrite na ten fyzikdlny sposob, ktorym sme zloZené funkcie derivovali
v tlohe 4. Je to, ¢o ste odvodili v tlohe 6, to isté a bude to davat’ rovnaké vysledky, alebo
je to nieco iné?

Ked’ si v§imnete tlohu 2b alebo tlohu 3a (ak ste ich spravne vyriesili a upravili), tak z nich vidno,
Ze funkcie In(x) a e* sti navzdjom inverzné — teda Ze ak budete potitat’ In(e*), tak vam vyjde povodné
x. Z toho vyplyva, Ze ak budete derivovat’ funkciu y = In(e*), mali by ste dostat’ 1 (lebo derivécia x je
1).

Uloha ¢. 9:  Zderivujte funkciu y = In(e*) podla vzorca pre derivaciu zloZenej funkcie. Z toho, Ze
vysledok musi byt’ 1, zistite, akd je derivacia e*.

Tato vlastnost’ funkcie y = e* sa v budticnosti ukdze ako vel'mi dolezita a uzito¢na.

Uloha ¢&. 10: Pod'me sa pozriet’ na derivéciu vieobecnej exponencidlnej funkcie y = a*. Plati a¥ =
(eln®)* = ¢¥Ine V tejto podobe sa to d4 dobre zderivovat’ ako zloZena funkcia. Zderivujte
ju a uvedent tpravu potom spravte v protismere, nech je vysledok jednoduchsi.

Vsimnite si, e derivéacia y = a* nie je xa*~!. Funkcie y = a* je totiZ Gplne ind neZ funkcia y = x*
a aj sa inak derivuje.

Uloha &. 11: Vypotitajte, akd bude derivacia funkcie y = log, x. (Pri tejto tlohe mdZete pouZit' po-
dobny trik, ako pri derivovani y = ¢*, ale ide to aj bez neho.)

Trik z dlohy 9 sa dd zov8eobecnit. Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré st navzajom inverzné,
teda plati, Ze f(g(x)) = x, pricom funkciu f(x) derivovat' vieme a g(x) zatial nevieme. Vieme ale, Ze
derivécia [f(g(x))]' = 1. Z toho dostaneme, ze f'(g(x)) - ¢'(x) =1, ateda ¢'(x) = m.

Chceme napriklad zderivovat’ funkciu y = arctgx, ktord je inverzna k funkcii y = tgx. Vieme
uz, ze derivacia y = tgx je y’ = 1+ tg?x. (Pre tych, ¢o si z minulej kapitoly pamitajd len derivaciu
tangensu v tvare y = —5—, tak —5— = cos?risin’x _ 7 4 tg? x). Ak teda pouZijeme prave vytvoreny

cos? x” cos? x cos? x
vzorec, zistime, Ze derivacia funkcie y = arctg x bude

1 1
1+tg?(arctgx) 1422

Posledna rovnost’ plati preto, lebo tangens a arkustangens sti navzdjom inverzné funkcie a preto
tg(arctg x) = x.



Uloha ¢. 12: Néjdite podobnym spdsobom derivéciu funkcie y = arcsin x. Pri zavere¢nych tpravach
sa vam modZe hodit, Ze sin®x + cos2x =1, a teda e cosx = /1 —sin®x. A nech je to
kompletné, zderivujte uz rovno aj y = arccos x.

To, Ze derivécia funkcie y = x je y’ = ax"~!, zatial vieme iba pre celé &isla a. Je najvyssi ¢as ukazat,,
ze vzt'ah plati aj pre d’alSie ¢isla.

Uloha & 13: Funkcia y = x2 = /x je inverznd k funkcii y = x2. Néjdite jej derivaciu. Vyslo vam
?

1
2

v D P 1.1

otakévané y = 5x 27

. . .y < o . 1 . -y . ) .
Uloha ¢&. 14: Teraz to isté, ale vSeobecnejsie. Funkcia y = x# = {/x je pre celé &isla n inverzna k funkcii

. . e i 1
y = x", ktort vieme derivovat'. UkéZte, Ze jej derivacia bude y = 1xn L.

. . . v Py o
Uloha ¢. 15: Ukdzte, Ze derivacia funkcie y = x7 bude y = Sx'i ' Tym rozsirite platnost’ vzorca na

. Z w7z z. ~ E . 7Y l . .
vSetky raciondlne ¢&isla. Spravite to tak, Ze x4 si napiSete ako (XQ)p, zderivujete to ako
zloZend funkciu a upravite.

Pod'me sa teraz pozriet,, ¢co ndm prezradi derivacia zloZenej funkcie o integrdloch. Ked’ vzt'ah pre
derivaciu zloZenej funkcie naspiat’ zintegrujeme, dostaneme:

£(g(x) = [ £(g() g (x)dx

Takze keby sme napriklad cheeli pocitat’ integral [ sin(x?) - 2xdx, tak rovno vidime, Ze vol'ba
f'(x) = sinx a g(x) = x? je presne to, ¢o potrebujeme. Ostéva iba vypocitat' f(x), ¢o je jednoduché
(4no, je to — cos x) a dosadit’ do toho g(x), takZe hl'adany integral bude — cos(x?) + c.

Ked’ ale matematici rataja integral typu [ sin(x?) - 2x dx, robia to prekvapivo pomocou fyzikdlneho
sposobu zdpisu, lebo je prehl'adnejsi, menej sa v iom mylia a menej sa spolieha na intuiciu, takZe
ich obcas dovedie do ciel'a, aj ked’ hned’ na za&iatku nevidia, ako zvolit' funkcie f(x) a g(x). Metdda,
ktorou to robia, sa nazyva substitu¢nd metoda, pretoze funkciu g(x) si nahradia novou premennou
a cely integrél sa snaZzia upravit' tak, aby sa v riom vyskytovala iba tadto nova premenna.
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TakZe ak sa ide pocitat’ 1ntegral [ sin(x?) - 2x dx, najprv treba zistit, ktord ¢ast' vyrazu tam najviac
prekéZza. Momentdlne je to x2, pretoZe keby tam bolo iba x, tak to vieme integrovat pomocou pravidla
per partes, ale ked'Ze je tam x2 nevieme s tym rozumne pohntt’. Tak si povieme, Ze nech sa to x> = ¢.

V d’alSej faze treba prejst’ od premennej x k premennej t. Pritom sa nesmie zabudnat/, Ze x sa
nachddza aj v dx. MdZeme to spravit’' dvoma spdsobmi:

o Ak t = x?%, tak derivécia, teda % = 2x. Z toho dostaneme, zZe dt = 2xdx. Vyraz 2x dx mdZeme
teda nahradit’ dt a nas integral si moéZeme prepisat’ do tvaru [ sintdt. Ten vieme vypoditat, je
to — cost + c. Teraz uZ len naspit’ dosadime za t hodnotu x> a dostaneme — cos(x?) + ¢, ¢o je
rovnaky vysledok, ako v predoslom postupe.

o Ak plati t = x?, tak x = Vt = t2. Teraz je x funkc1ou t. Opét’ zderivujeme a dostaneme
de _ 1,-1 _ — —
@ =t =3 \[ TakZe vieme, ze x = \/t a dx = 2—\/? MoZeme ich teda v povodnom integ-

réli nahradit' bez obav z toho, Ze tam nejaké x zostane. Dostaneme [ sin(t)2 t%’ ¢o je opat

[ sin t dt. Pokratujeme rovnako ako v predoslom pripade.

premennd, ¢lovek rovno vie, Ze bud’ volil zl4 substittciu, alebo sa pomylil. Druhy spdsob je hra na
istotu. Je ale treba nédjst’ inverznu funkciu k tomu, ¢o budeme nahrddzat/, zderivovat’ ju a vysledny

integral moze byt na vypocet t'azsi nez pévodny.
Ako sa vypocet integrdlu substitu¢nou metédou zapisuje, si ukdZeme na nasledujicom priklade:

3

3 .
:/uzdu:%+c:51réx+c

U =sinx
du = cosx dx

/sin2 xcosxdx =

Uloha ¢&. 16: Vypotitajte substituénou metédou:

a) [ ldx

b) [ a{fﬁ;‘ dx

) [nxgx

2x+7
d) f x2+7x+3

Uloha &. 17: Vypotitajte [ 2sinx cosxdx dvoma spdsobmi. Najprv zvol'te substitticiu @ = sinx a po-
tom substitiiciu a2 = cosx. Pre¢o vam tieto dva postupy dali ako vysledok tplne iné
funkcie?

Ak sa pocita urcity integral, dokonca ani nie je nutné vratit' sa k poévodnej premennej. Ako sa
vypocet zapisuje, predvedieme na tlohe, ktord sa opét’ bude tykat' nasej rakety. Vieme, Ze zrychlenie



je derivécia rychlosti, a teda rychlost’ je integrdlom zrychlenia. Ak teda chceme vediet/, aka je rychlost’
nasej rakety v Case t, (ciel'ovy ¢as sme si oznacili indexom, aby sme ho odlisili od premennej, podl'a
ktorej budeme integrovat’), potrebujeme vypocitat’

= 215000 — 9,81 - (4400 — 160 - t) tz 215000
d dt = / — 981 dt
/o 4400 — 160 - t 0 (4400—160-t )

Zintegrovat’ —9,81 nie je problém, takZe ostdva iba vypocitat fot : % dt. Pod'me na to:

u =4400—160 - ¢

t2 215000
— dt = du = —160dt =
0 4400 —160-¢ S
dt = —160
4400—160-t, 215000 du 215000 4400—160-t; 1 p
o ZMOO u 160 ¢ 160 4400 u =
4400—160-t,

=1 343,75{1n [ul ]4400 -

= —1343,75(In(4400 — 160 - t,) — In(4400)) =
= 1343,75(In(4400) — In(4400 — 160 - t,)) =
4400

4400 — 160 - tz>

Vsimnite si, Ze ak sa nechceme vrétit' k povodnej premennej t, musime zmenit’ aj hranice, v ktorych
integral pocitame. Aby sme zistili nové hranice, do substitu¢ného vztahu u = 4400 — 160 - t sme iba
dosadili povodné. Ked' to ddme dokopy s tym integrdlom z —9,81, dostaneme, Ze raketa bude mat’
v Case t, rychlost’

=1343,751n <

4400
4400 — 160 - t,
Ak ste niekedy poculi o Ciolkovského raketovej rovnici, pripadne ak ste v Kerbal space programe
narazili na parameter delta v, ktory hovori, akti zmenu rychlosti moze dany stupeni rakety sposobit’,
tak to je to, ¢o sme préve vypocitali.>* (V pripade tych Kerbalov za t, dosadia dobu horenia motora
rakety.)

v =1343,75In < > —981-t,

Uloha &. 18: Aku rychlost’ v kilometroch za hodinu bude mat’ nasa raketa po prvej sekunde?

Uloha é&. 19: Pokiste sa vypocitat’, v akej vyske bude raketa v ¢ase t,, ak by letela kolmo hore. (Pripo-
menime, Ze drdha je integral rychlosti.)

54 Samozrejme pri inych parametroch rakety vyjda jednotlivé konstanty inak. Ciolkovského rovnica sa $tandardne uvadza
v tvare Av = v, In %, kde v, je konstanta, zavisla od vlastnosti motora (jej hodnota je tah motora lomeno spotreba paliva za
sekundu), m je potiatoénd hmotnost’ rakety a iy je findlna hmotnost’ rakety. Je to presne to, ¢o vy8lo nam, aj ked’ my sme
eSte navyse pocitali s t¢inkami gravitacného pol'a Zeme.
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SPRAVY

Uloha 1

Funkciu, ktorad opisuje hmotnost/, bolo treba dosadit’ do kazdého vyskytu hmotnosti v druhej fun-
kcii. Dostaneme tak, Ze

215000 — 9,81 - (4400 — 160 - t)
N 4400 — 160 - t
a po uprave
171836 +1569,6 - t
© 4400 —160 - ¢

Uloha 2
a) a=x*>—1=(c—1)>—1=c?—2c. Niektori I'udia iba dosadili a neupravili. TieZ to mali dobre.

b) u = Inv = In(e") = r. Aj toto nechali niektori 'udia neupravené, pripravili sa tak ale neskor
o dodlezitt pointu a bolo treba to potom doupravovat'.

¢) y = sin(a) = sin(27tt + 7) = cos(27t). V tomto pripade ta zavere¢na tiprava sprehl'adnila veci
iba trochu.

Uloha 3

a) f(g(x)) =1In(e") = x, g(f(x)) = e!"* = x. Za povsimnutie stoji, Ze napriek tomu, Ze obe funkcie
vysli po tprave x, tak funkciu In(e¥) sme schopni vypocitat’ pre I'ubovolné x, ale funkciu e~
vieme vypotitat’ iba pre kladné x, lebo pre ostatné nie je In x definované. Uplne spravne by sme
teda mali pisat

x pre x >0

nedefinované pre x <0

(7 = {
b)
flg(x)) = (2x)* —=3(2x)> + (2x) —2 = 16x* — 24x% +-2x — 2
g(f(x)=2-(x*—3x3+x—-2) =2x* — 6% +2x — 4
Na tejto alohe bolo pekne vidno, ze f(g(x)) a g(f(x)) sa modzu lisit’ vel'mi podstatnym spdsobom.

c) Tento priklad I'udi vydesil a boli ochotni ho riesit’ iba vtedy, ked” som ich ubezpecil, Ze to vyjde
pekne a Ze som dobre zvazil jeho zaradenie.

ey B EReE B e
2o E R TG Y
() = 23"*1 +1_ SR+ B Ta(x-2) .
s oL )
Pointa tejto tlohy bola, Ze funkcie f(x) = 241 a g(x) = 24l sd navzdjom inverzné (podobne

ako funkcie e* a Inx z tlohy a) ), teda ak vysledok prvej dosadime do druhej, dostaneme to, ¢o
sme dosadili do prvej (teda x). Lud’om s citom pre detail neuslo, Ze napriek tomu, Ze obe funkcie
f(g(x)) a g(f(x)) vysli x, nie st to rovnaké funkcie, pretoze prva nie je definovand pre x = 3
a druha pre x = 2. Cim je to spdsobené? Nie je tam este nejaky podobny problém?

d) f(g(x)) =sin(2mx + F) = cos(2mx), g(f(x)) = 2msin(x) + 7. Tieto dve funkcie st opat’ celkom
odlisné. Zatial' ¢o prvd dosiahne maximalne hodnotu 1, druhd bude mat' pre x = 7 hodnotu
271+ T ~ 7,854,



Sprawy |

Uloha 4

PouZijeme vzt'ah na derivaciu podielu dvoch funkcii (12. kapitola, tloha 6).

<171 836 -+ 1569,6 - t>/ 15696 (4400 — 160 - £) — (171836 4+ 1569,6 - ) - (—160)

4400 — 160 - ¢ (4400 — 160 - )2
6906240 — 2511361 + 27493760 +251136¢ 34400000
B (4400 — 160 - )2 ~ (4400 — 160 - )2

Sice sme sa nadreli viac, ako ked” sme pouZili fintu na derivaciu zloZenej funkcie, ale vyslo to rovnako.

Ulohy 5a) a 5¢)

a) Derivécia a podla x, teda Z—; = 2x. Derivéacia x podl'a c, teda ‘fi—’c‘ = 1. TakZe derivéacia a podla c
da __ d dx __ _ _
bude %2 = 22 -2 =2x-1=2(c—1) = 2c—2.
Druhy mozny pristup je rovno zobrat' a ako funkciu c, ktorti sme nasli, ked” sme riesili tlohu 2,
teda a = ¢ — 2c a to zderivovat'. Zase dostaneme 2¢ — 2.

c) Derivacia y podla «, teda Z—Z = cos(a). Derivacia a podla f, teda % = 2m. Derivécia y podla t
bude teda % = %’ A% — cos(a) - 27 = 27w cos(2mt + T) = —27sin(27tt).
V stivislosti s touto tlohou sa Pet'o pytal, ¢i sa neda riesit’ podobne priamo ako tiloha a). Problém
je v tom, Ze ked’ sa skladaja dve polynomické funkcie, tak vysledok bude zase polyném a také
funkcie vieme derivovat’ uz od stvrtej kapitoly. Ked” ale skladdme funkcie iného typu, nemusime
mat’ vzdy to St'astie. Napriklad v tomto pripade by sme mohli zobrat’ alternativny zépis pdvodnej
poskladanej funkcie y = cos(27t), ale vel'mi by sme si nepomohli a ak by sme ttto funkciu chceli
derivovat/, stdle by sme sa museli na 1iu pozerat’ ako na funkciu poskladantt z dvoch funkcif
(konkrétne y = cos(z) a z = 2rt), a tak ju derivovat'. Dostali by sme to isté ako predoslym
postupom.

Ulohy 5b) a 9

Uloha 5b) vyvolala zmitok, pretoZe v nej bolo treba néjst’ derivaciu funkcie v = e a ta funkciu
zatial’ este derivovat nevieme. Uloha nam ale dava $ancu tato derivaciu zistit'. Vieme totiZ, Ze funkcia
u = Ine’, zloZend z navzajom inverznych funkcii # = Inv a v = ¢’, je to isté ako u = r, takze musi mat’
derivéaciu ‘fi—‘r‘ = 1. TakZe rovnako musi platit’' 1 = % . % = % . ’Z—f. Takze % = v = ¢". TakZe derivacia e”
podla r je opat’ e". Funkcia y = e* je ta skveld funkcia, ktord je sama sebe derivaciou.

Této finta bola podrobne vo vseobecnej forme rozpisand pri tlohe 11.

Uloha 6

Predpokladali sme, Ze funkcia g(x) méd v bode xo derivaciu, a teda je tam spojitd. Plati teda, Ze
ked’ sa x blizi k x¢, tak sa bude g(x) blizit' ku g(xg). Oznaime si hodnotu g(xg) ako ag a funkciu g(x)

oznalme a. Plati teda, Ze ak sa x bliZi k xg, tak sa bude bliZit' a k ay. Limitu ggrgo W si teda

moZeme prepisat’ ako lm Lfo(ao) To je ale derivécia funkcie f v bode ay, teda f'(g(xo)).

a—aop a—a,

Ked’ teda chceme vediet’ derivéaciu funkcie f(g(x)) v bode xo, bude to f'(g(x0)) - &' (x0)-

Uloha 7

a) f(x) =sinx, g(x) = 5x + 1, takze f'(g(x)) = cos(5x + 1), ¢’(x) = 5 a derivdacia celej funkcie je
cos(5x + 1) - 5 teda 5cos(5x + 1).
Ked' sa pozriete na graf funkcie y = sin(5x + 1) (na obrdzku 53 vl'avo), tak je vidno, Ze rovnako
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ako graf oby¢ajného sinusu kmita od —1 k 1, ale ma ovela vyssiu frekvenciu. To znamend, ze
funkcia musi rdst’ rychlejSie a byt ovel'a strmsia, aby to stihla, a teda derivacia musi byt’ vacsia
ako pri oby¢ajnom sinuse. Ked’ sa pozrieme na derivaciu, ktord vysla, vidime, Ze je vdc¢sia pat’krat
(teda Ze jej obor hodnoét je interval (—5;5)).

VALA NATA L] DAL N
VAVAVAVAYAY _1

Obr. 53: Grafy sin(5x + 1) a sinx

1

b) f(x) = x7, g(x) = 2x + 3, takze f'(g(x)) = 7(2x + 3)® a celd derivécia je 7(2x + 3)°
14(2x + 3)°. Uloha sa dala rie$it’ aj tak, Ze (2x + 3)” umocnime podla binomickej vety a potom
zderivujeme ako polyném, nast'astie to tak nikto nerobil.

) f(x) = Inx, g(x) = x2. Derivécia je f'(g(x)) - §'(x) = & -2x

jednoduchsie. Plati, Ze Inx? = 2Inx a derivdcia 2Inxje2- 1 =

2. Této tloha sa dala riesit’ aj

|

Uloha 10

Funkcia y = a* = ¢*"? je zlozenim vonkajej f(x) = e* a vnttornej g(x) = x - Ina. UZ vieme, Ze

derivécia e* je e*, takZe f'(g(x)) - ¢'(x) = e*"% . Ing, ¢o je a* - Ina.

V tejto tlohe 'udi miatli dve veci. V prvom rade sa pokusali funkciu a* derivovat’ tak, ako boli na-
vyknuti z mocninovych funkcii. Problém je v tom, Ze trik, ktory sme pre mocninové funkcie vymysleli,
funguje len a vyhradne pre mocninové funkcie. Exponencidlne funkcie st ale principidlne tplne iné
a finta z mocninovych na ne nefunguje.

Druhy problém stvisel s prvym, ale mal trochu int podobu. V zépise a* = e sa vyskytuju az
dve premenné. Jednak si na zaciatku zvolime hodnotu a (ked’ si zvolime napriklad 2 = 2, znamena
to, Ze sa budeme zaoberat’ funkciou 2¥). Tato premennt sme tam pouzili iba preto, aby sme vybavili
vetky exponencidlne funkcie naraz a pri derivovani sa k nej treba spravat’ ako ku konstante.55 Dalsia
premennd je x, to je td premennd, podl'a ktorej derivujeme. Preto bola teda derivéicia funkcie g(x) =
x -InaibaIna.

x-Ina

Uloha 11

Po zderivovani

1
xIna*

Funkcie a* a log,x st navzdjom inverzné, a preto pre kladné x plati a'°8:* = x.
oboch strén tejto rovnosti dostaneme a'°%:*Ina - (log, x)’ = 1, z &oho dostaneme, Ze (log, x)" =

1
. C vy e e . v _ Inx . x 1
Uloha sa dala riegit’ aj jednoduchsie. Vieme, Ze log, x = 12, a preto (log, x) = &= = -
Uloha 12
Vieme, Ze sin(arcsin(x)) = x, teda Ze funkcie sin(x) a arcsin(x) st navzdjom inverzné. Preto

derivacia funkcie arcsin(x) bude Ostdva uz len tento vyraz upravit. Ked'Ze vieme, Ze

Cos(arcsm( )"

cost = /1 — sin?t, nahradime kosfnus vo vyraze a dostaneme 1 . A ked'Ze vieme, Ze
\/1—s'm2(arcs'm(x))

sin(arcsin(x)) = x, dostaneme Ze hl'adané derivécia je ﬁ

55 Takato premennd, do ktorej sa raz nie¢o dosadi a potom sa to uz nemeni, sa nazyva parameter.



Podobne zderivujeme arccos(x). Vezmeme f(x) = cosx a g(x) =
. Tentokrat si vyjadrime sinus pomocou kosinusu

1

fintu. Derivécia arccos(x) bude teda —Sn(arccos())

Sprawy |

arccos(x) a pouzijeme tu istd

—1

sint = v/1 — cos? t, nahradime a dostaneme 1
f\/lfcosz(arccos(x))

arccos(x)

_ 1
T V122 V12"

-1

arcsin(x)
|

Obr. 54: Grafy y = arcsin(x) a y = arccos x

To, Ze sa derivécie arcsin(x) a arccos(x) li$ia iba v znamienku, je sposobené tym, ze graf jednej

z nich vieme dostat’ z druhej tak, Ze ju zobrazime v osovej symetrii podl'a osi y a potom posunieme.

T4 osovd symetria zmeni derivécii znamienko a posunutie je pripo¢itanie konstanty, takZe na derivaciu

vplyv nem4.5°

Ulohy 13 a 14

Vieme, ze funkcie f(x) = x" a g(x) = xn o= X st navzijom inverzné (pretoze ({/x)" =
a funkciu f derivovat’ vieme. Derivécia {/x teda bude W Teraz uZ len treba tento vyraz upravit,

Hx
1

aby sme zistili, ¢i je to skutocne -

1111
n(Yxnt o on

Uloha 15

. , L . 1\P o
Treba zderivovat’ zloZentu funkciu (xﬂ> . Derivacia bude

p (X%)p_l . ; . x%l

1 . . z v 2
xn 1. To ale nie je vaZzny problém:

56 Nespomenuli sme este jednu podstatnti vlastnost’ tych dvoch funkcii, bez ktorej by tato tivaha bola tplne nespravna. Viete

prist’ na to, aké je to vlastnost'?

X)
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B
Opét to uz len treba upravit/, aby sme videli, ¢i to vyjde gxff ' Upravi sa to takto:

p1 1
q q

==
I
—_

X X =L x 7 X 1 =

=<

p=1+l-q p r=q
q

_ |-
3

Potas upravovania tohto vyrazu Veve vyslovila pamétny matematicko-botanicky vyrok: ,Jé, 1 je
kvetina.”

Uloha 16
a)

3x—1=t
dt 1 1 1
/e3x’1dx: 3dx = dt :/et—:—/etdt:fet—i—c:—eg’x”—i—c
‘ 373 3 3
dng

V tejto dlohe sme vyuzili, Ze [ e*dx = e* + c. To je dosledok toho, Ze derivécia e je e*.

b)
arctg x
1+ x2

arctgx =t

dx = dx = dt

2 arctg? x
tdt = = —
= [rdt= e =T e

1+2

V tejto tlohe sme sa najprv pozreli, ¢o v tom integréli vyzerd najhorsie. Evidentne to bol ten
arkustangens. Je to vhodny kandidét na vol'bu g(x), teda tej funkcie, ktort budeme nahradzat'.
ESte sa pozrieme ¢i tam nahodou nie je aj ¢'(x) a ked’ uvidime, Ze sa v integrovanom vyraze
nachddza + ——, tak sme si uz takmer isti, Ze sme substittciu zvolili spravne. A skuto¢ne, ked’ sme
vSetko nahradili, ¢im sme mali, cely integrél sa dramaticky zjednodusil.

/ Inx

x
Rovnaka pointa ako v tlohe b). Skiste si vysledok zderivovat/, aby ste videli, ako sa to sprava
a preco to vyjde.

lnx—t _ (Inx)?
1 _dt‘ /tdt St

d)

/ 2x +7 dx —
x2+7x+3

X2+ 7x+3=t
(2x+7)dx—dt

1
:/?dtzln]t|+c:ln\x2+7x+3\+c

Tento priklad je pou¢ny, lebo sa d4 zovSeobecnit'. Ked” integrujeme nejaky zlomok, ktory vyzera
tak, Ze v ¢itateli md derivdciu menovatel’a, tak to bude prebiehat’ takto:

f;g)) d f/(];()xch::tdt‘ :/1,1,5 =t +c=In|f(x)]+c

Takze ked’ chceme napriklad integrovat’ kotangens, rovno dostaneme:

/cotgxdx:/Cosxdx—ln|s1nx|—|—c
sin x



Sprawy |

Uloha 17
Prvy sposob:
/ZSinxcosxdx: S =a :/Zada:a2+c:sin2x+c

cosxdx = da

Druhy spdsob:
cosx =a

/Zsinxcosxdx: —sinxdx = da :/—Zada: —a*+c=—cos’x+c
sinxdx = —da

Ako to, Ze sme integrovanim jednej funkcie dvoma rdéznymi spdsobmi dostali dva roézne vysledky?
V tejto dlohe sa naplno prejavilo, aké je dolezité pisat’ to ¢ za vysledok. Ak si totiZ napriklad pri
druhom integrali zvolime ¢ = 1, dostaneme funkciu — cos? x + 1. A znalci vedia, Ze 1 — cos? x = sin® x.
Funkcie sin® x a — cos? x sa skratka vsade li$ia o konstantu (konkrétne o 1) a pomocou toho -+c vieme

z jednej vyrobit’ druht a naopak.

Uloha 18

Len pre kontrolu: priblizne 144 km /h.

Uloha 19

K tejto tlohe sa vacsina I'udi nedostala a aj ti, ¢o sa k nej dostali, od nej zbabelo usli. Pritom bola
pomerne jednoduch4, len si bolo treba integrovany vyraz trochu upravit'. Aby sme zistili vysku rakety
v danom case, musime zintegrovat’ rychlost’ cez vSetky okamihy letu. Ideme teda pocitat’.

tz 4400

t;
= / [1343,75 - (In4400 — In(4400 — 160 - t)) — 9,81 - #] dt =
0
t;
= / [1343,75 - In4400 — 1343,75 - In(4400 — 160 - t) — 9,81 - £] dt
0

Tento integral sa sklada z troch sc¢itancov, ktoré mdZeme integrovat’ samostatne, pricom jediny, pri
ktorom sa bude treba trochu zamysliet, je druhy z nich. Pod’'me sa na ne postupne pozriet”:

Prvy integrél je integrdl z konstanty. Jediné, ¢o potrebujeme spravit/, je na kalkulacke vypocitat
In(4400) a vyndsobit’ to 1343,75:

t, t;
/ 1343,75 - In 4400 dx = / 11273,20dx = [11273,20x] = 11273,20 ¢,
0 0

Tretf integral je integrdl z polynému:

t, tZ tz tZ
| sttt = [9,81 : } —981. 2
0 21, 2
Ak si pamatate z fyziky vzorec pre drdhu vol'ného padu, tak to, ¢o ndm vyslo, je presne on. Pekne
z toho vidno, Ze pohyb rakety ma dve zlozky — pohyb, ktory rakete sposobujt motory a ktory popisuja
prvé dva integrdly a pohyb, ktory rakete sposobuje gravitacia. To je ten vol'ny pad, ktory nam vysiel
teraz.
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Na riesenie druhého integralu budeme potrebovat’ vediet’ integrovat’ [ Inx dx. Z rie$enia tlohy 10c)
z dvanastej kapitoly moZete vidiet, Ze je to xInx — x + c. Potom ndam bude stacit’ jedna substitticia:

t, ty
/ 1343,75 - In(4400 — 160¢t) dt = 1343,75 / In(4400 — 160t) dt =
0 0
4400 — 160t = u

4400—160t, du
—160dt =du | =1343,75 Inu- =
At — _du 4400 —160
160
1343,75 = (4400160 4400160t
= . 1 -du = —8,39843[ul — 2 =
160 [1400 nu-du [ulnu — uly 00

— —8,39843 - [(4400 — 160t, ) In(4400 — 160t,) — (4400 — 160t )
— (4400 - In(4400) — 4400)] =
= —8,39843 - [(4400 — 160t,) In(4 400 — 160t,) 4 160t, — 36913,18]

Ked' to ddme dohromady so zvySnymi dvoma integralmi, dostaneme, Ze v Case t, bude raketa vo
vyske

t2
11273,201 + 8,398 43 [(4400 — 1601.) In(4400 — 160t.) + 160, — 36913,18] — 9,81 - =

Napriklad v ¢ase t, = 1s bude podl'a tohto vypoctu raketa vo vyske 19,86 metra. (Ked’ to porovnéte
s vypocitanou rychlost'ou v case 1 sekunda, vyzerd tento vysledok spravne?)

Na obnovenie energie, ktorti spalili vase mozgové bunky pocas ¢itania poslednej strany, si teraz
chod’te dat’ kdsok ¢okolady.



14 NA CO SME ZATIAL PRISLI

V tejto kapitole zhrnieme nase zistenia ohl'adom derivacif a integralov. Kapitola moze v budtdcnosti
slazit’ ako univerzdlny t'ahdk. Ku kazdému vzt'ahu je uvedené, kde sme ho objavili, aby bolo zrejmé,
odkial sa vzal a akym spdsobom sa k nemu prislo.

VSeobecné vztahy

Derivacie

Integraly

/ !
(@-f(x)) =a-f(x)
4. kapitola, tloha 10, dokaz v komentari k 4. kapitole tlohdm 16 aZ 18.
a je 'ubovol'na konstanta.

/wf(x)dx:a-/f(x)dx

4. kapitola, tloha 16, ndprotivok k susednému derivaénému vzt'ahu.
a je I'ubovol'na konstanta.

(f(x) £8(x)) = f(x) £g'(x)

4. kapitola, dloha 12, dokaz v komentari k tejto tlohe.

J G £g@)ar= [ fle)dx [ g(x)dx

4. kapitola, tloha 18, néprotivok k susednému derivainému vztahu.

(f(x) g(x)) = f'(x) g(x) + f(x) - ' (x)

12. kapitola, tloha 2.

[ 1)) dx = £(x) -8(x) = [ () g'(x) dx

12. kapitola, pred tlohou 8,
metdda per-partes.

(1) -

10. kapitola, tloha 2.

(f(x))’ _f(x)g(x) = f(x) - g'(x)
g(x) $2(x)

12. kapitola, tloha 6.

13. kapitola, tloha 6.

8x) =t
g (x)-dx =dt
= [ £y dt=£(t)+c = flglx) + ¢

13. kapitola, pred tlohou 16,
substitu¢na metéda.

[ F(g0)-g'x)dx =
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Derivacie a integraly elementarnych funkcii

Derivacie

Integraly

(a) =0
3. kapitola, tloha 9, 4. kapitola, tiloha 11.

/adx:ax+c

Naprotivok k vztahu x’ = 1 vynasobenému konstantou a.

1

(xa) — uxafl

Pozor! Funkcia musi mat’ skuto¢ne tvar x?, nie a* ani ni¢ iné!!!
Navyse musi platit’ a # 0.
Pre prirodzené a: 4. kapitola, komentar k tlohdm 9 a 15.
Pre zaporné celé a: 10. kapitola, tlohy 1, 2 a nasledujuci text.
Pre raciondlne a okrem nuly: 13. kapitola, tlohy 13 az 15.

R xa+1
/xdx—a+1+c pre a # —1
Naprotivok k susednému derivaénému vzt'ahu. Pre zaporné celé a si treba davat’ pozor,
aby sa neintegrovalo cez nulu (pozrite komentar k 10. kapitole, tlohe 4), pre niektoré
racionalne g (napr. %) to effmguje na zépornych &islach.
/'x’ldx: —dy=In|x|+c¢

” 10. kapitola od tiohy 5 az do konca.

(sinx)" = cosx

11. kapitola, tlohy 1 — 9 a nasledujtici text.

/sinxdx: —cosx+c¢

11. kapitola, dloha 14.

(cosx)’ = —sinx

11. kapitola, tloha 10.

/cosxdx =sinx+c

11. kapitola, dloha 14.

1

tgx) = —— =1+tg?x

(tgx) cos? x &
12. kapitola, tloha 7.

/tgxdx: /Smxdx:
. J cosx

Zistite si. Odporti¢ana substitticia je cos x = t.

1
[—
(Inx) =7

10. kapitola, tloha 16.

/lnxdx:x-lnx—x+c

12. kapitola, tloha 10 c).

-

(log, x)' = Y Ina

13. kapitola, tloha 11.

" Inx x-Inx —x
'/logaxdx:‘ mdx:ilna +c

Jednoduchy désledok predoslej kolénky a vlastnosti logaritmu.

(ex)/ =

13. kapitola, tloha 9.

/e"dx:ex-i-c

Naprotivok k susednému derivatnému vzt'ahu.

(a*) =a*-Ina

13. kapitola, tloha 10.

ax
/ atdx =—+c
Ina
Naprotivok k susednému derivatnému vzt'ahu.

- 1
T 142

13. kapitola, po tlohe 11.

(arctgx)’

/arctgx dx =

Zistite si. Najprv per-partes (podobna finta, ako ked’ sa integroval In x), potom
substittcia 1+ x% = .

(arcsinx)’ =

Wi

13. kapitola, tloha 12.

/ arcsin x dx =

TieZ si zistite. Pocita sa to rovnako ako integral z arctg x, len bude treba spravit’ int
substittciu. Vo vysledku tentokrét nebude logaritmus.

-1
1— 2

13. kapitola, tloha 12.

(arccos x)' =

/ arccos x dx =

Aj tento si eSte vypocitajte. Od toho predoslého sa vel'mi ligit’ nebude.

Uloha &. 1

Dopocitajte tie policka v tabul'ke, ktoré eSte ostdvaja dopocitat'.




Sprawy |

SPRAVY

Uloha 1

Prvy z integralov, ktory ostava dopotitat, je [ tgx dx. Ked’ sa budeme drzat’ navrhovaného postupu,
dostaneme:

sin x cosx =1 -1
/tgxdx:/ dx = |—sinxdx = dt :/—dt:—1n]t\+c:—1n]cosx]+c
cos x . t
sinxdx = —dt

Ked’ si spomenieme na trik z tlohy 16 d) z 13. kapitoly, ktory hovori, Ze [ {[l((f))

veci sa daju eSte trochu urychlit':

sin x —sinx
dx = — dx = —1In|cos x| + ¢
Cos X Cos X

= In|f(x)[ +¢

Dalgf integral, ktory bolo treba doplnit, je [ arctg x dx. Zaéneme metédou per-partes:

fl=1 ¢= arctgx

X
= x arct x—/i
f_x g_1+x2 & 1+ a2

Integral, ktory sme dostali, by sme mohli vypocitat’ substiticiou t = 1 + x2, siahneme ale opat’ po
logaritmickej finte, ktord je rychlejSia:

2x 1
/1+ﬂ 2 e dr =)t

Do logaritmu sme tentokrat absoltitnu hodnotu nemuseli dévat, pretoze 1 + x? je stale kladné. Ked’
oba vysledky spojime, dostaneme

/1-arctgxdx =

1
/arctgxdx = xarctgx — 5 In(1+x?) +¢
Pod'me sa teraz pozriet na [ arcsin x dx. Zaéneme rovnako ako v predoslom pripade:

fl=1 g= 1mx

_ = xarcsinx — /
f=x &=z

/1 -arcsin x dx =

T dx
V1—x2
Teraz pride k slovu substitticia 1 — x> = ¢.

1—x2=t¢

x
/7519(: —2xdx =dt| =
V1—x? xdx:f—t2

dt 1 1t
:/\2.2:_ Fidi= 20 ye=tic=—v1-x24c

1
2 22

Je dolezité pripomentt, Ze | % dt nie je In\/t + ¢, pretoZe ten logaritmus tam vyjde iba vtedy, ked’

integrujeme ¢ !. Ked’ integrujeme t~2, tak sa to robf podla toho klasického vzorca.
Ked’ oba vysledky spojime, dostaneme:

/arcsinxdx = xarcsinx +vV1—x2+¢
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Uz ostéva iba funkcia arccos x. Za¢neme ako predtym:

f'=1 g=arccosx
. ;1 = Xxarccos x +
f =X g - 1—x2

X
1-arccosxdx = ——dx
/ V1 — 22

Integral, ktory ndm vysiel, sme uZ ale pocitali pri arkussinuse. MéZeme teda rovno dosadit’:

/arccosxdx = xarccosx — V1 —x2+c



15 EXTREMY A ZOSTAVOVANIE INTEGRALOV

O derivacidch a integraloch sme sa dozvedeli mnoho veci. Vieme zderivovat’ va¢Sinu doteraz zna-
mych funkcii pomocou niekol'’kych nie prili§ zloZitych pravidiel. K mnohym funkcidm vieme zistit’
integraly. V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ niektorymi praktickymi vecami, ktoré ndm tieto schop-
nosti umoZiiuja. Za¢neme tymi derivdciami. V nasledujtcich tlohéch treba vyuZit, Ze ak funkcia nie-
kde nadobtida maximum alebo minimum, derivécia tam bude nulova.

Uloha & 1:  Aké rozmery ma valcovd konzerva s maximalnym objemom, na ktort miniete 1dm? ple-
chu?

Uloha ¢&. 2:  Predstavte si, Ze vlastnite kino. Naklady na jedno premietanie st v eurdch ¢ = 200 + 0,5 x,
kde x je pocet T'udi, ktori prisli na predstavenie. Dalej viete, Ze dopytova funkcia je x =
400 — p?, kde p je cena listka. (To znamen4, Ze ked’ premietate zadarmo, pride 400 I'udi,
ked’ za listok pytate 10 euro, pride 300 I'udi a ked” zapytate 20 euro, nepride nikto, lebo
uz je to prilis drahé.) Pri akej cene listka budete mat’ z jedného premietania najvacsi zisk?
Aky vel'ky bude ten zisk?

Po obal'ovacej technike a ekonémii sa pod'me pozriet’ na fyziku. Vieme, Ze svetlo sa pri prechode
medzi dvoma prostrediami ldme. Na obrazku 55 vidite svetelny la¢, ktory ide z bodu A do bodu B.
Kazdy z tychto bodov sa pritom nachadza v inom prostredi. Bod A sa nachddza v prostredi, v ktorom
sa svetlo $iri rychlost'ou c; a bod B v prostredi, v ktorom sa svetlo $iri rychlost'ou cp. Podl'a Fermatovho
principu najmensieho ¢asu pojde svetlo z bodu A do bodu B po takej drahe, ktord bude vyZadovat’
najkratsi cas.
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Obr. 55: Lom svetla

Uloha &. 3: Vypocitajte pomocou hodnét x, h, dy, d», c1 a c; zadanych na obrdzku ¢as letu svetelného
Iac¢a z bodu A do bodu B.

Uloha ¢&. 4: Ked'Ze svetlo prechddza rozhranim cez taky bod (uréeny hodnotou x), v ktorom bude
tento ¢as najkratsi,>” musi platit’, Ze derivacia ¢asu podl'a x musi byt nula. Zderivujte cas,
ktory ste vypocitali v predoslej dlohe podla x, vysledok poloZte rovny nule a odvod'te

z toho Snellov zakon lomu, teda Ze plati St°1 = L,
s o C2

Pod’'me sa teraz pozriet’ na integrdly. V niekol'kych poslednych kapitolach sme si zvykli na to, Ze
integral je obsah plochy pod nejakou funkciou. Je ¢as si znovu pripomendat, Ze kedysi ddvno v druhej
a tretej kapitole sme integral pouzivali na to, aby sme zistili, ako vel'mi sa nie¢o zmenilo,”® ked” sme
mali ¢asovy zdznam o tom, ako rychlo sa to meni. Odkedy sme zacali experimentovat’ s vyrazmi typu
dx, dy alebo dt, tak sme sa k tomuto pouZitiu integralov nevratili. A teraz je najvyssi ¢as napravit’ to.

Zacnime tym, Ze pripomenieme fyzikdlnu veli¢inu nazyvant praca. Na fyzike vdm kedysi prezra-
dili, Ze prdca ma znacku W (z anglického ,work”, niekedy sa pouzivalo aj A z nemeckého , Arbeit”),
Ze sa meria v jouloch [J] a Ze ju mdZeme vypocitat’ ako stéin sily a drdhy — takZe ked’ tahate vrece
zemiakov silou 500 N po dréhe 10 m, vykonéte pracu 5000 J. Co vam ale neprezradili, je, Ze ako sa to
pocita, ked’ sila nie je stale rovnak4, ale priebezne sa meni. A také situdcie nastavaja casto. Predstavte

si napriklad, Ze idete natiahnut’ prak. Gumy v praku sa spravaja ako pruzina. To znamend, Ze kym sa

Odkial svetlo vlastne vie, kadial’ to bude najrychlejsie? Odpoved’ na tiito a iné zaujimavé otdzky ohl'adom svetla sa moZete
dozvediet’ v kniZke Richarda Feynmana: QED — nezvy¢ajnd teéria svetla a latky. https://en.wikipedia.org/wiki/QED:_The_
Strange_Theory_of_Light_and_Matter

58 Jednalo sa vtedy o vel'kost’ stiboru alebo o teplotu.


https://en.wikipedia.org/wiki/QED:_The_Strange_Theory_of_Light_and_Matter
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guma nezacne nat'ahovat’, neposobi Ziadnou silou, potom sa ale sila rovhomerne zvac¢Suje a ked’ na-
tiahnete gumu o 40 cm, bude sila 150 N.>° Ako vypoéitat’ pracu pri nat'ahovani praku, ked’ sila nebola
stdle rovnakda?

V prvom rade by sa patrilo vypotitat’ vel'kost sily, ktorou guma pdsobi, ked’ ju natiahneme o dizku
x. Potrebujeme linedrnu funkciu, ktord mé pre x = 0 hodnotu 0 a pre x = 0,4 hodnotu 150. (40 cm je
0,4 m. Chceme pocitat’ v zdkladnych jednotkéch.)

Uloha & 5:  Najdite takd linedrnu funkciu.

Ak ste sa nepomylili, malo by vam vyjst' F = 375 x, teda koeficient tuhosti gumy z praku je 375 %
Ako ndm to pomoze zistit' celt pracu, ktort vykondme pri nat'ahovani praku? Jednoducho. VSimneme
si tsek dizky dx. Ten je taky maly, Ze sa potas neho sila prakticky nemeni. Praca, ktort vykoname,
ked” natiahneme prak o tento maly kusok, bude teda F - dx alebo tieZ 375xdx. A teraz treba s¢itat’
vSetky takéto malé kisky pre x od 0 do 0,4. A my uZ vieme, Ze na s¢itanie mnohych malych kaskov
nam sltzia integraly. Aby sme teda zistili celkovii pracu potrebnt na natiahnutie praku, potrebujeme
vypocitat’ integral f00’4 375 x dx.

Uloha ¢&. 6:  Vypotitajte to.

V predoslom texte sa ndm podarilo lepSie povedat/, ¢o to je prdca. Kym ste nevedeli integrovat’,
vedeli ste len, Ze je to sucin sily a dréhy, teda Ze W = F - s. Teraz ale uz viete, ze W = [ Fds, teda Ze
préca je integral sily podl'a drahy. To vdm umoZiiuje pocitat’ pracu aj vtedy, ked’ sa sila pocas drahy
meni.

Tento novy pohl'ad ndm umozni aj nasledujticu tvahu: Vieme, Ze sila je hmotnost’ krat zrychlenie,
teda F = m-a. Dalej vieme, Ze zrychlenie ndm hovori, ako rychlo sa meni rychlost, teda a = %.
Okrem toho vieme, Ze rychlost’ ndm hovori, ako rychlo sa meni poloha, teda v = % z ¢oho dostaneme,
Ze ds = v - dt. VSetky tieto vzt'ahy teraz pouZijeme v naSom novom vzorci pre pracu:

2
W:/F-ds:/m-a-ds:/m-dv-v-dt:/m-v-dv:m-v
dt 2

To, ¢o ndm vyslo, je dobre zndmy vzorec pre kinetickt energiu.

Uloha é&. 7: Predstavte si, Ze v praku méte Zeleznt maticu, ktord vazi 15 g. Vystrelite ju a guma z praku
vykond rovnaku pracu, aku ste predtym vykonali vy. Akd rychlost’ bude mat’ matica?

Funkcia, ktorad opisuje, ako zévisi sila od polohy, samozrejme nemusi byt' vZdy linedrna. V nasle-
dujtcej tlohe nebude.

Uloha ¢&. 8: Akt pracu treba vykonat/, aby ste odniesli kilové zavaZie z povrchu Zeme do nekoneéna?
Silu, ktorou pdsobi Zem na zdvazie zistite z gravitatného zdkona. Zostavte integrél a vy-
pocitajte ho. Aké budu hranice, v ktorych sa bude integrovat'?

59 Ak by bola sila vdcsia, takyto prak by uz podl'a §7 zdkona ¢. 190/2003 Z.z. o zbraniach a strelive bol zbratiou kategorie D.
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Uloha ¢. 9:  Vysledok predoglej tlohy pouZite na to, aby ste zistili, ako rychlo sa musi teleso pohybo-
vat/, aby z povrchu Zeme odletelo do nekonecna. Tejto rychlosti sa hovori druhd kozmicka
alebo tinikova rychlost'.

V tlohe g zo siedmej kapitoly sme pouzili integrédl na vypocet objemu kuzel'a. Pod'me teraz tivahu
pouzita v tejto tlohe zovSeobecnit'.

A

Obr. 56: Rotalné teleso

Na obrédzku 56 je obrazok rota¢ného telesa. Teleso vzniklo tak, Ze sme zobrali plochu medzi fun-
kciou f a osou x na intervale (a;b) a zacali sme ju otd¢at’ okolo osi x. Keby bola funkcia f konstantna
a mala vSade hodnotu ¢, objem by sa dal vypo¢itat’ jednoducho — bol by to objem valca, ktory méa
polomer podstavy c a vysku b — 4, teda 77 - ¢ - (b — a). Nachddzame sa ale v podobnej situacii ako ked’
sme pocitali prdcu. Rovnako ako predtym sila, teraz sa ndm meni polomer, a preto musime integrovat'.

Zatneme tym, Ze z rotaéného telesa vyrezeme platok, ktory bude mat” hriibku dx a vypo¢itame jeho
objem. Budeme ho potitat’ ako objem valca.*® Polomer podstavy valca bude hodnota f(x), vygka bude
dx, takZe objem bude 7 - (f (x))2 -dx. No a nakoniec vsetky takéto valce s¢itame. Pre objem rota¢ného
telesa teda dostdvame vzt'ah:

V= /h nf?(x)dx = n/hfz(x)dx

Uloha &. 10: V3etky body kruZznice s polomerom r a so stredom v potiatku stradnicovej ststavy
spltiaju vztah x? + y?> = r2. (Preto?) Vytvorte funkciu, ktord opisuje polkruZnicu s po-
lomerom 7, stredom v bode [0;0] a nezdpornym y a pomocou nej odvod'te vzorec pre
objem gule.

60 Pointa je rovnak, ako ked’ sme potitali obsah plochy pod krivkou a pokryvali sme ju tizkymi obd{Znikmi s obsahom £ (x) - dx.
Teraz budeme pokryvat’ rotacné teleso valcami.
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Uloha & 11: Vypotitajte, aky objem bude mat’ teleso, ktoré vznikne rotaciou oblasti ohrani¢enej fun-
kciami y = 2 — x? a y = 1 okolo osi x. Potom vypotitajte, aky objem bude mat’ teleso,
ktoré vznikne rotdciou oblasti ohranicenej funkciami y = 3 — x?> a y = 2. Ako sa to dé
vypocitat’? Preco st vysledky rozne, aj ked’ st obe tie oblasti zhodné geometrické ttvary?

Uloha &. 12: (Pre machrov alebo na spolo¢né riegenie.) Vypotitajte objem torusu, ktory vznikne roté-
ciou kruhu x? 4 (y — 3)? < 4 okolo osi x. Ako suvisi tato tloha s predoglou? Vedeli by ste
na zéklade vysledku uhddnut’ vzorec pre objem torusu?

Dalsia vec, ktorti sa pomocou integralov poktsime vypotitat, je taZisko. TaZisko je taky bod, pre
ktory plati, Ze pdsobenie tiaZovej sily na neho ma rovnaky tcinok ako pdsobenie na celé teleso.’"

Na potitanie taZiska budeme potrebovat’ dve veci. Prva je fakt, Ze taZisko obdiZnika je v jeho
strede. Druha je fyzikdlna veli¢ina moment sily, ktord urcuje otdcavy tcinok sily vzhI'adom na nejaky
bod alebo priamku a ktord sa po¢ita ako stcin sily a vzdialenosti priamky, po ktorej sila pdsobi od osi
otd¢ania.®?

Zoberme si teda napriklad funkciu ¥y = /x na intervale (0;1) a uvaZujme o utvare medzi touto
funkciou a osou x (pozrite obrdzok 57). Aby sme si zjednodusili situdciu, predstavime si, Ze ttvar je
vyrobeny z latky, ktorej meter Stvorcovy vazi presne jeden kilogram a Ze ttvahy robime na planétke, na
ktorej je gravitaéné zrychlenie rovné 1m/s?, takZe ak chceme poznat’ tiaZ nejakej plochy, sta&i vypocitat
jej obsah, teda ta plochu zintegrovat'.

61 Fyzici radSej pouzivaji pojem , hmotny stred” nez ,t'aZisko”. Ak by sa totiZ teleso nachddzalo v beztiaZovom stave, predosld
definicia by stratila zmysel. Pre nase potreby ale bude stadit’. V pripade homogénneho gravita¢ného pol'a fungujti oba pojmy
rovnako. Definiciu hmotného stredu, ktorti pouZzivaju fyzici, moZete ndjst’ v 18. kapitole Feynmanovych prednasok z fyziky.
http://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_18.html

62 Moment sily je vec, ktora hovori, Ze skrutku na kolese auta povolite I'ahsie, ked’ na kI'i¢ nasuniete nejakt rarku a zvacsite
tak rameno sily. To, ¢o je pri povolovani skrutky dolezité, nie je sila samotnd, ale stcin sily a vzdialenosti miesta, na ktoré
tlacite, od skrutky.


http://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_18.html
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Obr. 57: Tazisko

TiaZ nasho atvaru bude teda

1 1 x%l 2 5]t 2 2
Fg:/()ﬁdx:/()x?dx: R :[3x2]0:<3—0>:3
2 1o

KI'a¢om k ndjdeniu t'aZiska je zistit’ moment sily celého ttvaru vzhI'adom na obidve stiradnicové
osi. Predstavte si, Ze na$ atvar je nalepeny na os x a otdca sa okolo nej. Nech sa nase t'aZisko nachddza
na suradniciach [x7;yr] a mé teda od osi x vzdialenost’ yr. Moment sily celého ttvaru vzhl'adom na
o0s x bude M, = Fg - y1, pretoze t'aZisko je podl'a definicie to miesto, v ktorom ma4 sila rovnaky tcinok,
ako ked’ podsobi na celé teleso.

Moment sily vzhl'adom na os x ale méZeme vypocitat’ eSte inym spdsobom. MdZeme si cely ttvar
nakrajat’ na obdiznitky so stranou dx, vypotitat moment sily kazdého z nich a véetky tieto momenty
scitat’.

Opét sa pozrite na obrazok 57 a viimnite si vyznateny obdiznik. Jeho obsah, a teda aj jeho tiaz,
je f(x) - dx. Jeho tazisko sa nachddza v jeho strede, a teda je od osi x vzdialené @ Moment tohto
obdlnika je teda @ - f(x) - dx. Ak chceme poznat moment sily celého telesa, musime vSetky tieto

momenty s&itat’, teda vypocitat’ 1O gy
4 O 2 .

Y L W N L s 1
M= [ dx_z/()x”lx_z[z}o_z(z_())_zl

V tomto momente uz vieme zistit’ y-ovi stiradnicu t'aZiska, pretoZe ten moment vzhl'adom na os
x je jednak F, - yr = 2yr, jednak je to ta 1. Z toho, Ze 3yr = 1 dostaneme, Ze yr = %.

x-ovu sdradnicu t'aZiska ziskame rovnakym sp6sobom pomocou momentu sily vzhl'adom na os y.
Jednak vieme, Ze M, = Fo - x1 = %xT, pretoZe t'aZisko celého ttvaru md od osi y vzdialenost’ x7. Mo-
ment sily si vieme ale vypocitat’ aj tak, Ze s¢itame momenty vSetkych malych obdlZnikov. Vzdialenost’

taziska obdiznika od osi y je x (plus polovicka dx, ktort si dovolime zanedbat'®3), tiaz obdlZnika je

63 Viete odhadnut, akej vel'’kej chyby sa tak dopustime? Zmizne té chyba, ak sa bude dx bliZit' k nule?
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f(x) - dx, takZe moment sily toho obdiZnika bude x - f(x) - dx. Ked’ momenty vietkych tychto obdizni-
kov s¢itame, dostaneme fol x f(x)dx:

1 1 AR 1
My:/ xﬁdx:/ iy = | % :{in} :(2—0>:2
0 0 3 1o 5 1y 5 5

tvar mé teda taZisko so stradnicami [3;3].

g\

Z toho, ze %xT = % dostaneme, Ze x7 = % Na&s
V8eobecné vzt'ahy pre vypocet t'aziska budu

kde
Mx:;/abfz(x)dx My:/abxf(x)dx a Fg:/abf(x)dx

Keby sme mali materidl s inou hustotou a pocitali tazisko pomocou inej gravitatnej konstanty,
museli by sme hodnoty M,, My a F; tymito dvoma vecami vyndsobit’ (preco?). Pri pocitani x a yr by
sa nam ale aj tak vykrétili, takZe by sme opéat’ dostali to isté.

5 na intervale

Uloha & 13: Vypotitajte taZisko ttvaru ohrani¢eného osou x a grafom funkcie y = x
(0;1). Lezi tazisko vo vnutri utvaru? (Otdzka pre machrov: Moze to byt pre niektora

funkciu y = x" naopak?)

Uloha ¢&. 14: Vypotitajte t'aZisko polkruhu daného funkciou y = v/1 — x2.

Na zéaver tloha, v ktorej si budete musiet’ zostavit’ integral sami. Viete, Ze ¢im ste vo vode hlbsie,

hustota kvapaliny a g je gravitacné zrychlenie. Ak ste na povrchu Zeme a jednd sa o vodu, bude tlak
p="h-1000-10 = 10000 h. Oravska priehrada ma mur v tvare lichobeZnika, pri¢om hore je jeho $irka
230m, dole 75m a vyska muru je 38 m.

Uloha ¢. 15: Akou silou pdsobi na mtr voda, ked’ je Oravské priehrada plna? Najsilnejsi doteraz po-
uzity raketovy motor na kvapalné palivo s jednou spal'ovacou komorou Rocketdyne F-1
ma tah 6770 kN.% Porovnajte silu vody so silou tohto motora.

64 Pat’ takychto motorov bolo pouZitych v rakete Saturn V pri letoch Apollo g9 — Apollo 17.
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SPRAVY

Uloha 1

Vieme, Ze konzerva ma objem V = 77?0, kde r je polomer podstavy a v je vygka. Je trochu nepri-
jemné, Ze objem zavisi az od dvoch parametrov. Existuji aj funkcie, ktoré majt viacero premennych,
ale s takymi sme zatial nepracovali. S nasimi vedomost'ami nemédme intt moznost’, neZ sa jednej pre-
mennej nendpadne zbavit'.

Zbavit' sa jednej premennej ndm umozni fakt, Ze pozndme povrch konzervy. Jednak vieme, Ze
povrch sa sklada z dolnej a hornej podstavy, z ktorych kazda ma obsah 772 a z plast'a, ktory ma obsah
27tr - v, dokopy to teda bude 27r? + 27rv = 27r(r + v). Okrem toho vieme, Ze na povrch mdZeme
mintt 1dm? = 100 cm? plechu. Ak sa rozhodneme potitat’ v centimetroch, musi teda platit’:

27tr% + 27tro = 100

Z toho si mdZeme jednu premennt vyjadrit' pomocou druhe;j.

Chvil'u nebolo jasné, ktorti premennti bude lepsie vyjadrovat’. Nakoniec sme sa rozhodli vyjadrit’
v, pretoZe keby sme chceli pocitat’ r, rovnica by bola kvadratickd, ale ak vyjadrime v, je linedrna a tie
sa pocitaju I'ahsie. Dostaneme teda:

27tro = 100 — 27072
100 — 27tr2 50
V= —F—

= — —7
27ty 7Y

a ked’ tento poznatok dosadime do vzt'ahu pre objem, dostaneme:
50
V = nr*v = mr? < — r> = 50r — 7tr®
TTr

Teraz uz ndm objem zavisi iba od jednej premennej. Ak mé tato funkcia dosiahnut’ maximum, musi

byt derivacia nulova. Drivacia objemu ‘fi—‘y/ = 50 — 37tr2. Kde sa to rovnd nule, to zistime, ked’ vyriegime

rovnicu:

50 — 3712 =0
50 = 372
50
2—7
" T3
50
= 44/ —
r 37T

Zaporny polomer nepripadd do Givahy, takZe v tomto momente vSetci pritomni vyhlasili, Ze hl'adany

polomer konzervy je \/g ~ 2,303 cm. Pripomenul som, Ze by sa patrilo zistit, Ze sa naozaj jedna
o maximum, pretoZe ak by to bolo ndhodou minimum, tak by sme nasli tplne najnevyhodnejsiu mozna
konzervu. Ked’ ale zistime hodnotu derivacie objemu pre r = 2, dostaneme 50 — 12771 ~ 12,3, takZe tam
funkcia rastie. Ked’ zistime hodnotu derivacie objemu pre r = 3, dostaneme 50 — 277 ~ —34,8, takze
tam funkcia klesa. Na§ extrém, ktory sa nachddza medzi tymito miestami teda musi byt maximum.

(Premyslite si, preco je pri tejto tivahe dodlezité, Ze objem md spojitt derivaciu podl'a polomeru.)
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Este treba dopotitat, akd ma byt konzerva vysokd. Vieme Ze v = 22 — r. Ked’ do toho dosadime

tr
vypocitantt hodnotu polomeru, dostaneme:
,_ 0[50 50 [m_ [0 [5023%  [50
50 31w V50 37V m2-50 3m
37
3-50 50 50 1 0
_Vn_\/?m_\/n<\@_\/;>_\/7t< ‘\@—
O (5 VB [ s, 3R, [50
T 3 T 3 9 37

VSetci pritomni namiesto toho, aby cvicili s odmocninami, tam dosadili to » = 2,303 a vyslo im
v = 4,606. Toto cvicenie sme tu ale predviedli preto, aby bolo vidno, Ze vyska optimélnej konzervy je
presne dvakrat vicsia ako polomer (a teda rovnako vel'ka ako priemer). Ked’ sa skratka pozriete na
optimalnu konzervu zboku, uvidite Stvorcek.

a1
>
|68}

Uloha 2

Mame zistit' optimélnu cenu listka p. Prva vec, ktort bolo treba vykonat’, bolo vyjadrit’ si zarobok
z jedného premietania pomocou p. Trzba na kase bude p(400 — p?) eur, pretoZe pride 400 — p? divakov
a kazdy zaplati p eur. Ndklady na premietanie budd 200 + 0,5(400 — p?). Celkovy zisk bude teda
p(400 — p?) — (200 + 0,5(400 — p?)) = —p® + 0,5p2 + 400p — 400.

Teraz uz len zostava zistit’, pre aké p bude tdto hodnota najvicsia. V mieste, v ktorom dosahuje
maximum, sa funkcia meni z rastticej na klesajicu. Derivécia sa teda meni z kladnej na zapornu
a musi teda byt nulova.® Derivacia zisku podla ceny listka bude —3p? + p + 400. Aby sme zistili, kde
bude nulovéa, musime vyriesit' kvadratick rovnicu —3p? + p + 400 = 0. T4to rovnica m4 dve rieSenia

ke Zl.i's(;?’)%o = _1ij64801, teda (po zaokruhleni na desiatky centov) bud’ 11,70 € alebo —11,40 €.
Predosla fazu opat’ vacsina 'udi zvlddla (aj ked” necakane mnohi sa pomylili v znamienkach, ig-
norovali minus a potom tvrdili, Ze spravne je to 11,40€). Na fazu zist'ovania, ¢i sme ndhodou nenasli

namiesto maxima minimum opéat’ nedoslo, aj ked’ tato faza je z praktického hl'adiska pomerne dolezita.

Najprv zvazime, aké st zmysluplné ceny. Nebudeme uvazovat’ zaporné ceny — keby sme divikom
za ndvstevu platili, vel'a by sme nezarobili. Rovnako ak by sme poZadovali za listok viac ako 20€,
prisiel by ndm zaporny pocet divakov, ¢o tieZ nie je redlne. Na intervale (0;20) ma derivécia iba jeden
koren (ten 11,70), takze znamienko bude menit’ iba raz a to v tomto bode. Ked” do derivacie dosa-
dime nieco z l'avej strany korefia — napriklad ¢islo 10, dostaneme hodnotu 110. T4 je kladna, takze
funkcia v tomto bode rastie. Ked'Ze v8ak derivécia na intervale (0;11,70) nemd kde zmenit' znamienko,
musi byt kladnd na celom tomto intervale, a teda povodna funkcia na celom intervale (0; 11,70) rastie.
Podobne ked” do derivacie dosadime napriklad ¢islo 15, dostaneme —260, ¢o je zdporné ¢islo, takze fun-
kcia v tomto mieste klesd. Ked'Ze v8ak derivdcia na intervale (11,70;20) nemd kde zmenit' znamienko,
bude vSade zdporna a funkcia bude stale klesat'. Ak ale funkcia po hodnotu 11,70 rastie a od hodnoty
11,70 klesd, musi tam byt maximum.

Ak budeme listky predavat’ po 11,70€, do kina ndm pride 263 'udi a zarobime 2745,60 €. Keby
sme pouZili onen zly vysledok a cenu listka by sme dali 11,40 €, prislo by ndm sice 270 I'udyi, ale zarobili
by sme iba 2743 €.

65 Toto tvrdenie nie je Gplne pravdivé. Nefunguje napriklad na funkcii y = — |x|. Co sa tam pokazi?
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Ulohy 3 a 4

Obrazok si pre istotu skopirujeme aj sem, pretoZze pri tychto tlohdch budeme musiet’ prejst’ od
obrdzku k pismenkdm a potom naspat’ a pri oboch tychto prechodoch bude doélezité mat’ ten obrdzok
pred o¢ami.

Obr. 58: Lom svetla

C1

V druhom prostredi prejde svetlo drahu 4/ (h — x)? + d3 a bude mu to trvat’ 7W. Celkovy cas
teda bude

/ 2
V prvom prostredi prejde svetlo dréhu /x? + d7 (Pytagorova veta) a bude mu to trvat Ve

X2 +d? (h—x)2+d3
v 1+\/ o (R
€1 C2 1 c

((h—x)?+d3)?

N

Ten druhy tvar je vhodnejsi na derivovanie. Aby svetlo dosiahlo najkratsi ¢as prechodu medzi bodmi
A a B, musi byt’ derivdcia rovnd nule. Ludia si nejaky ¢as spominali, ako sa derivovali zloZené funkcie,

pripomenuli sme, Ze [f(g(x))] = f'(g(x)) - §'(x), prekonali sme komplikacie, Ze v druhom s¢itanci
st tie vnorené funkcie az tri a nakoniec sme dospeli k tomu, Ze musi platit’

-(x2+d§)*%-2x+cl-%-((h—x)2+d§)*%.2(h—x)-(—1) =0
2

C1

N =

¢o je ekvivalentné rovnosti
1 x 1 h—x

1 \/ X%+ d? €2 (h—x)2+d3

V tomto momente sa bolo treba znovu pozriet’ na obrdzok. Tam sa totiZ d& uvidiet, Ze tie zlomky
s odmocninami sa daji napisat’ ovel'a jednoduchsie — konkrétne takto:

. 1 .
— -sina; = — -sinap
C1 (0))
Z toho uz je Snellov zdkon lomu zrejmy:.

Mat'o mi poslal odkaz na ¢lanok, v ktorom popisuji experiment, z ktorého vidno, Ze podl'a Ferma-
tovho principu najmensieho casu (a teda aj podl'a Snellovho zdkonu lomu) sa nespréavaju iba fotény;,
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ale aj mravce. Z tohto ¢lanku pochadza aj obrdzok 59. Pri tych mravcoch je ale I'ahSie pochopitel'né,
ako nasli ta najrychlejsiu trasu. Skratka si to vyskusali. Pri tom svetle je to vacsia zdhada.

Obr. 59: Mravce. Zdroj: http://journals.plos.org/plosone/article?id=10.1371/journal.pone.0059739#
pone-0059739-9001

Ulohy 6 a 7

04 04

0=30

2 .
375 3 dx — [375x ] _ 375-0,16

2 1, 2

Vykonali sme teda pracu 30]. Ak sa celad tdto praca zmeni na kineticki energiu matice, bude platit’
’"Tz’z = 30, teda 0,015 - v2 = 60, a teda v = v/4000 ~ 63,25 m /s = 227,7 km/h. Podl'a &lanku http://vnuf.
cz/sbornik/prispevky/07-09-Kekule.html td rychlost’ v skuto¢nosti byva asi polovi¢na. V zadani sme
to s tuhost'ou gumicky trochu prehnali.

0

Ulohy 8 a 9

Ulohu vypotitame vieobecne a konstanty budeme dosadzovat’ az do vysledku. Majme teda zavaZie
s hmotnost'ou m, ktoré chceme odniest’' do nekone¢na z povrchu planéty s hmotnost'ou M. Polomer
planéty je r. Z Newtonovho gravitatného zdkona vieme, Ze ak je teleso od (stredu) planéty vzdia-
lené x, tak nar posobi sila K";—ZM. Ak ho teda odnesieme o kusok dx, vykondme pracu K";—ZM dx. Teraz
treba vSetky takéto kusky stitat, teda vypocitat’ integral [~ Kmxﬁvl dx. Nast'astie vdcsina tych pismeniek
pod integralom st konstanty, ktoré sa vzhI'adom na x nemenia a ktoré moZeme vynat’ pred integral.
Dostaneme:

oo . © 1 (e
/ Km szxzme/ —zdx:KmM/ x 2dx =
r X r X r

—17 . .
= xmM [x_] = xmM [—1 — —1] = xmM
-1], 00 r r

Ked" do toho dosadime gravitacnt konstantu x = 6,674 - 10°1'N mzkgfz, hmotnost’ zavazia m =
1kg, hmotnost' Zeme M = 5,972 - 10?* kg a polomer Zeme r = 6,378 - 10° m, dostaneme, Ze na to, aby
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sme kilové zdvazie odniesli do nekone¢na, potrebujeme vykonat' pracu 6,249 - 107 J. To nie je malo. Ak
by sme ale Zili v dvojrozmernom svete, tak by gravita¢ny zdkon nebol F = K’%M/ ale F = ™M a praca
by vysla nekoneéna. (Pozrite sa, Ze preco.) V dvojrozmernom svete by sa teda nedalo zo Ziadnej planéty

dostat’.
Ak chceme teleso z nejakej planéty dostat’, musime mu udelit’ rovnaka kinetickd energiu, aka je
potrebnd na vykonanie prace, ktord ho do nekone¢na dostane. Musi teda platit’ ’”TUZ = =M 7 toho
2kM
r

dostaneme v = . V pripade Zeme dostaneme, Ze druha kozmicka rychlost’ je v ~ 11180m/s.

Uloha 10

Vzdialenost' bodu so suradnicami [x;y] od bodu [0;0] je na zaklade Pytagorovej vety +/x2 + 2.
Vsetky body kruZnice so stredom v bode [0; 0] majt od pociatku vzdialenost’ r. Musi teda platit’

/X2 Fyr=r

2P =1

TR

y==+Vr2—x?

Mame teda dve funkcie y = vr? — x? a y = —v/r? — x2, ktoré opisuju hornt a dolnt polkruznicu.
Vsimnite si, Ze obe maja defini¢ny obor (—r;r). Je jedno, ktora z tych funkcii si vyberieme, ked’ ju
za¢neme rotovat’ okolo osi x, dostaneme gulu s polomerom r.

Ked’ chceme vypocitat’ objem gule, musime zistit

r

n/fZ(x)dx:n/r( rz_xz)de:n/ (rz—xz)dx:n[rzx—ay_ _

—r —r

3 3
(s (PN (25 (238 _ ., %5
—7r<r 3 <r—|—3)>—7r<3r (3r>>—n3r

.....

Polomer r je pevne dany od zaciatku, nijak sa nemeni, a preto sa k nemu ako ku konstante treba
spravat. Integral z r? preto nebude ?, ale r2x.

Uloha 11

Prvym problémom v tejto tilohe bolo nakreslit’ si dobry obrazok, aby ste vedeli, ¢o budete okolo
osi x vlastne rotovat'. Oblast’ ohrani¢enti funkciami y = 2 — x? a y = 1 vidite na obrazku 60 vl'avo,
oblast’ ohrani¢enti funkciami y = 3 — x? a y = 2 na obrazku 60 vpravo. Pri kresleni obrazku a pri
ur¢ovani intervalu, na ktorom sa bude integrovat’, prospelo I'ud’'om zistit' si presne, kde sa funkcie
y=2—x?ay =1 pretnt, teda kde plati 2 — x> = 1. Pomerne rychlo sa d4 zistit, Ze pre x = —1 a pre
x = 1. Ked'Ze v pripade druhej tlohy st obe funkcie o 1 vécSie, miesta, v ktorych nadobtudajt ta ista
hodnotu, budi rovnaké ako v predoslom pripade.



Obr. 60: Oblasti medzi zadanymi funkciami

VSetci pritomni si uvedomili, Ze napriek tomu, Ze urcend oblast’ ma v oboch pripadoch rovnaky

tvar, objem rota¢ného telesa bude v prvom pripade mensi, pretoZe rotovand plocha opise mensiu drahu.

Objem zistime tak, Ze vypocitame objem telesa uréeného vacsou z tych dvoch funkcii a od¢itame od
neho objem diery. V prvom pripade to teda bude

1 1
n/ (2—x2)2dx—7r/ 12dx =
-1 -1
1 1
:n/ (4—4x2+x4)dx—7t/ ldx =
—1 -1

3 571
=7 [4x_4x+x] —n[x]t, =
-1

3 5
4 1 4 1
—%n—2n—5—67r
15 15

Pripomerime, Ze vzhl'adom na to, Ze druhd funkcia je konstantnd, bude mat’ diera tvar oby¢ajného
valca, a preto moZeme jej objem pocitat’ aj ako 7r?v = 7+ 12 -2 = 271. To st tie isté 277, ktoré sa v nasom
vypocte vyskytuji tesne pred findlnym vysledkom. Ale takto sme sa aspori mohli predviest’, Ze vieme
integrovat'.

V druhom pripade bude vypocet vyzerat’ podobne:
1 1
71/ (3—x2)2dx—7r/ 22dx =
-1 -1
1 1
:7'(/ (9—6x2—|—x4)dx—7'[/ 4dx =
-1 -1

2 157
=7 [9x -6+ ] — n[4x]t, =
-1

3 5
1 1
:7T<9—2—|—5— (—9+2—5>> —n(d—(—4)) =
—En—8n—gn
5 5

V prvom pripade sme dostali priblizne 3,737, v druhom 6,47, ¢ize takmer dvakrat viac.
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Uloha 12

Tato dlohu vypocitali iba Arthur s Mat'om. Odvodili dokonca univerzalny vzt'ah pre objem torusu.

Vseobecné rieSenie predvedieme aj tu.
Majme kruznicu so stredom [0; R] a s polomerom r (ako na obrazku 61). Vzdialenost' kazdého jej
bodu [x; y] od stredu sa musi rovnat’ vel'kosti polomeru. Musi teda platit

\Vx2+(y—R)Z2=r

z ¢oho dostaneme
P+ (y—R)? =1
(y-RP =r =¥
y—R==%Vr2—x2
y=R+EVr?—x2

Obr. 61: Kruh, ktorého rotaciou vznikne torus

Kruh nam teda opisuja dve funkcie, pricom ta funkcia s plusom opisuje hornti ¢ast’ a td s minusom
opisuje dolnt cast. Budeme postupovat’ ako minule. Od objemu telesa opisaného hornou funkciou
odc¢itame objem diery opisanej dolnou funkciou. Defini¢ny obor funkcie a oblast’ osi x, nad ktorou
sa kruh nachdadza, je interval (—r;r). Budeme po¢itat’ integral na tomto intervale. Potrebujeme teda
vypocitat

r 2 r 2
7'(/ (R+\/72—x2> dx—n/ (R— 72—x2> dx
r

—r —

Opét treba mat’ na pamadti, Ze jedind premennd je x. R aj r st dopredu dané konstanty. MoZeme
zacat’ pocitat’. Najprv si umocnime zatvorky v integraloch a dostaneme

r r
/ (R2+2R\/r2—x2+r2—x2)dx—7'(/ (R* —2R\/72 — x2 + 1% — x*) dx
—r

—r
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Dalsi ikovny tah bude spojit’ oba integraly do jedného. Pri tej prileZitosti ndm totiz R?, 12 aj x> vy-
padnt a ostane ndm tam iba t4 odmocnina, pretoZe md v kaZdom integréli iné znamienko. Dostaneme

r r
7t/ 4R~/ 12 — x2dx = 47tR V12— x2dx
—r —r

Znalecké oko v tom poslednom integrali rozoznd obsah polkruhu s polomerom r. Ten vypocitat’
vieme. Menej znalecké oko musi integrovat’ drsnt funkciu s odmocninou f ir Vr2 — x2dx. Na takato
drsnt funkciu zabera ale substittcia x = 7 - sint.

r —7r-.sint /2
/ V1?2 —x2dx = Xx=r-sm l:/ ( rz—rzsin2t>rcostdt
—r

dx =r-costdt —n/2
Vsimnime si zmenu hranic integrélu. V pévodnom integrali ide x od —r po r. Pozrime sa na hornt
hranicu r. Ked'Ze sme hodnotu x nahradili hodnotou r - sint s premennou ¢, treba v novom integrali
zistit', pre akd hodnotu t bude r - sint rovné r. Je vidno, Ze aby to bolo r, musi mat’ sint hodnotu 1,
a teda t bude 71/2. Rovnako sme zistili aj sprdvnu dolnd hranicu.
Substitticiu sme spravili, mdéZeme d’alej pocitat’.

/2 /2
/ ( rz_rzsin2t>rcostdt:/ ( r2(1—sin2t)>rcostdt:

—7/2 —7/2

7'[/2 /2
—/ r2c052t>rcostdt:/ r-cost-r-costdt =
/2 —7t/2

/2
= 1’2/ cos? t dt
—7/2

V tomto vypocte sme vyuzili, Ze r aj cost st nezdporné (ten kosinus vd'aka tomu, Ze sa pohybujeme
na intervale (—7t/2; 71/2)).
Integral, ktory sme dostali, sme uz pocitali v 12. kapiotole. Dostaneme

n/2 sinx - cos x + x17/?
1’2/ cosztdtZVZ[ 5 + ]

—7t/2 —7t/2

N[

0+Z 0-Z
_ .2 2 2\ _ 2.
_r(z 2) r

takZe je to ten polkruh. Objem torusu teda bude 47R - %,z = 272Rr2. V&imnite si, Ze je to to isté, ako
keby ste obsah toho kruhu vynésobili dlzkou drahy, ktort musi opisat’ jeho stred, ¢ize 7172 - 27tR. Toto
pozorovanie sa d4 zovSeobecnit’, ale neprezradime vdm, ako presne.

Uloha 13

Najprv jednoduchsia cast'. Obsah (alias hmotnost’) celej oblasti je

1 671
_ [ g [ 1
M—/Oxdx—{6]0 ¢

Moment vzhl'adom na os x bude

1 121 11 1
10
d = — | — —_ . =
M; 2/ 2 0o ¥ 2{11]0 21 2

takZe y-ova stradnica t'aZiska bude
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Moment vzhl'adom na os y bude

1 1 x7 1
M :/x-xsdx:/x6dx:[] = =
y 0 0 7 1o 7

takZe x-ova stradnica t'aziska bude

Xt = % _6 ~ 0,857 143
=M 777
Tazisko ma teda stradnice [g ; %} Ak chceme zistit, ¢i t'aZisko leZi v uvedenej oblasti, treba zistit/, ¢i

. 5 y e . o
je ()" > 2. Kalkulatka napovie, Ze taZisko v ttvare leZ.

08
06
04

02

Obr. 62: Funkcie

Teraz &ast’ pre machrov. Na obrazku 62 vidite grafy funkcii y = x, y = x%, y = x>, y = x°, y = x°
a 20 i i T IO AN DTodnn oA LaaamTomt aan o £ b 2T oMM
y=x
dostane mimo 1iu sa zvysSuje. Na druhej strane sa pri osi x nachddza stdle mensia plocha, takZe klesa
aj vplyv tejto casti na polohu t'aziska. Preto je tazké na otdzku odpovedat’ priamo a bude to treba
vypocitat'. Najprv potrebujeme vypocitat’ t'aZisko pre vSeobecnti funkciu y = x":

1 n+1 71 1
M:/ xtdx = X =
0 n+1], n+1
1

1[x2"+1]1 1 1 1
0

1 1 1
M, = = M2y = = Mdx = = ==. =
x /o(x) Y=ok T2 2 n+1 4n+2

1 1 K2 1 1
My:/x-x”dx:/x”“dx:{ ] =
0 0 n+2, n+2

Ny .. . ) . . .. , . n
TakZe taZisko bude mat’ sdradnice [Z—E ; 4’}:}2} Zostdva ndm zistit, pre ktoré n plati (Z—E) > 472112.

Tuato otdzku zatial nechdme otvorent. Potesili by sme sa akymkol'vek ndpadom, ktoré by viedli k jej
zodpovedaniu.

2n+1
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V tejto ulohe ste mali pocitat’ tazisko polkruhu daného funkciou y = /1 — x2. Hmotnost’ sa potita
rovnako, ako sme to robili na konci tlohy 12, pricom zoberieme r = 1. PouZijeme vysledok, ktory sme
vypocitali tam a rovno dostaneme M = f El V1 —x2dx = Z. (Okrem toho — vieme predsa, aky je obsah
polkruhu s polomerom 1...)

Moment vzhl'adom na os x bude:

1 1 311
Mx:;/ (\/1—x2)2dx:;/ (1—x2)dx:[x—x] :%-
-1 1

Takze y-ové stradnica t'aZiska bude

x_

4
= _— ~0424413
M 3

TR

Moment vzhladom na os y bude fil xV1— x2dx. Arthur tento integrél uspesne pocital cez si-
nusovu substittciu, ktord sa tak osved¢ila v tlohe 12. Vec sa ale da tentokrat vybavit' jednoduchsie.
Konkrétne takto:

NIw

! 1-2=a 0 1da 1a ’
/ xﬂdx: —2xdx = da :/ 42— — __ [3] -0
! xdx =4 o 2 2131,

.....

duchsie a vyhlasila, zZe ked'Ze je ten polkruh symetricky, tak t'aZisko bude na osi symetrie, ¢o je zhodou
okolnosti os y.

To, Ze vysledok bude 0, sa inak dalo vidiet' aj z vlastnosti funkcie y = xv/1 — x2, ktord sme integro-
vali. Ta funkcia je totiz nepdrna a jej graf je symetricky podl'a pociatku stradnicovej ststavy. (Odkial je
to vidno?) A ked’ taktto funkciu integrujeme na intervale symetrickom podl'a osi y, tak celkova plocha
ndm vyjde 0, pretoZe to, ¢o je na jednej strane osi y kladné, bude na druhej strane zdporné a naopak.

Uloha 15

Této tloha mala preverit, nakol'’ko ste schopni sami zostavit’ integraly, ktoré opisuji nejaki redlnu
situdciu. Nacrt priehradného muru Oravskej priehrady moZete vidiet’ na obrazku 63.

230 m
<« >
A
h
N ¥ dh
38 m
\ 4
“~7m

Obr. 63: Nacrt muru Oravskej priehrady

Ako uz bolo naznacené v zadani, ¢im hlbsie vo vode ste, tym je hydrostaticky tlak va¢si. Podmienky
sa teda menia v stvislosti s hlbkou. To viedlo k myslienke riesit’ llohu pre rozne hlbky samostatne,
vypocitat’ tlakovi silu posobiacu na jednotlivé obdlzniky s vyskou dh a tie potom s¢itat’.
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Tlakova sila sa pocita ako sucin tlaku a plochy. Budeme teda potrebovat’ dve veci. Vypocitat’ tlak
v hibke % a vypotitat’ plochu obdiznika, na ktory bude tlak posobit’. Ked'Ze priehradny mur sa zuZuje,
tak od h bude zévisiet’ aj ta plocha.

Tlak sa potita jednoducho — vzorec bol vyzradeny v zadani, je to 10000 4. Jedna strana obdiZnika
ma Sirku dh. Druha bude zavisiet’ od h. Pojde o linedrnu funkciu, ktord bude mat’ pre & = 0 hodnotu
230 a pre h = 38 hodnotu 75. Taka linedrna funkcia bude mat’ tvar 230 — k - h, pricom treba doladit’ len
to k. Potrebujeme, aby 230 — k - 38 = 75. Z toho dostaneme, Ze 38k = 155, takZe k = %. Sirka obdiznika,
ktory sa nachadza v hibke # pod hornou hranicou priehradného miru bude teda 230 — %h, jeho
obsah bude (230 — £2h) dh a tlakové sila, ktord na ttto plochu pdsobi, bude 10000k (230 — £2h) dh.
Ak chceme poznat’ tlakovi silu, ktord posobi na cely mur, musime vSetky tlakové sily pdsobiace na
jednotlivé pasiky scitat’. Musime teda vypocitat’ integral

38 38
10000 - <230 — 13585h> dh = / <2 3000004 — 1550000}12) dh =
0

0 38

K2 1550000 ©31%°
— [2 300000~~~ 3] ~ 914533333 N = 914 533,333 kN
0

Niektori I'udia sa tento vysledok pokusali eSte ndsobit’ plochou miru, ale to bolo nesprévne. Na to,
aby sme dostali celkovi silu, skuto¢ne stali s¢itat’ (integrovat’) ¢iastkové sily.

Ak by sme chceli rovnaki silu, akou na mar tla¢i voda, vyvinat’ pomocou tych raketovych motorov,
potrebovali by sme ich 135.



POSTUPNOSTI A RADY

V predoslej kapitole ostala otvorena tloha. I$lo o to, ¢i t'azisko oblasti ohranic¢enej funkciou y = x"
(pricom predpokladdme, Ze n je prirodzené Cislo) na intervale (0;1) lezi vzdy vo vndtri tej oblasti
alebo nie. Pri troche namahy sme zistili, Ze sdradnice t'aziska buda [

| a Ze ak chceme, aby

tazisko lezalo vo vntitri tej oblasti, musi platit’ (241)" > 71 Ked' sa poktsime vypotitat hodnoty
pre niektoré n, bude to vyzerat’ takto:
n ( iz ) ' Tz
0,666 666 67 | 0,33333333
0,5625 0,3
0,512 0,28571429
10 | 0,41890389 | 0,26190476
100 | 0,37335348 | 0,25124378
1000 | 0,36843082 | 0,250124 94
10000 | 0,36793462 | 0,25001250
100000 | 0,367 88496 | 0,250 001 25
10000000 | 0,36787950 | 0,250 00001

Bystry citatel’ si iste v§imol, Ze ked” zvySujeme 7, obe postupnosti sa spravajt disciplinovane. Obe
klesaju®®, ale klesajti umiernene. Nestratia sa niekde v hlbindch minus nekonecna, ale pomaly sa bliZia
k nejakej konkrétnej hodnote. V pripade druhej postupnosti sa zd4, Ze t4 hodnota bude 0,25, teda 1.
V pripade prvej postupnosti si s trochou experimentovania je mozné v§imntt'®, Ze cielova hodnota sa
népadne podob4 na 0,367 87944 ¢o je 1.

A o tom, ako s postupnost’ami pracovat’, ako ur¢ovat’, k ¢omu sa bliZia a ako ich vyuZit' na niektoré
zaujimavé veci, bude tato kapitola.

Najprv poriadna definicia. Co to presne znamend, Ze postupnost’ sa bliZi k nejakému ¢islu? Pouzi-
jeme rovnaky pristup, aky sme vyuzili pri funkcidch. Postupnost’ sa bliZi k nejakému ¢islu (alebo inak
— nejaké ¢islo je limita postupnosti), ak vieme pre I'ubovol'nt chybu € néjst’ také miesto na postupnosti,
Ze vietky cleny postupnosti od toho miesta d’alej sa od tej limity liSia o menej ako ta predpisana chyba
e. Toto isté v matematickej symbolike je zapisané takto:

lima,=a <& Ve>0 dngelN Vu>ny |a,—a| <e

n—oo
Uloha & 1:  Pochopte, ako to funguje. Porovnaite ttto definiciu s definiciou limity funkcie v 9. kapitole.
V ¢om je rozdiel? Co maju tie definicie spolo¢né? Ktord je zloZitejsia?

Uloha ¢. 2: Vezmime si napriklad postupnost’ 1, %, %, %, %, %, ... (Takéto postupnost’ sa vSeobecne za-

pisuje {1}*  a jej limita ako lim 1.) Ak4 bude jej limita? Aké ng treba zvolit, ak vam

niekto predpiSe chybu ¢ = 0,017 Aké ng treba zvolit, ak bude ¢ = 0,000001? N4jdite
predpis, ktory vam néjde ng pre hocijaké zadané kladné e.

66 To, Ze klesaju, je samozrejme iba pozorovanie. Nikde sme nedokézali, Ze to tak bude vzdy.
67 A Nicole si to skuto¢ne vsimla.
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Uloha é&. 3: Akda limitu bude mat’ postupnost’ 1, %, %, %, 11—6, 35, - CiZe {2}—_1 }:;1? Viete na vol'bu sprév-

neho ng pre zadané ¢ vyuZit’ vysledok predoslej tilohy?

Uloha ¢&. 4:  Aké bude limita im (—1)"? Aké g treba zvolit, ak vam niekto predpise chybu ¢ = 0,1?

Pre limity postupnosti platia rovnaké vety, aké sme dokazovali pre limity funkcii. Ak mdme dve
postupnosti s limitami, tak limita stctu tych postupnosti je sticet limit a rovnako je to aj s rozdielom
a stcinom postupnosti. S podielom to funguje tieZ, len si podobne ako pri funkcidch treba dat’ pozor,
aby ta postupnost’, ktorou delime, nemala limitu 0.

Vyzbrojeni tymito vetami sa moéZeme vysporiadat’ s druhou postupnost'ou, ktorou zacalo toto roz-
préavanie. Treba ale pouZit' Sikovna tpravu:

n+l 1+1 lim (341)  lim7]y4 liml 1+0 1

lim —— im =
2 i 2 1
nseodn +2  noe4 2 limo(442)  lim 44 plim 1 S 4+2.0 4
Sikovnd Gprava sa udiala hned’ na za&iatku. Pozreli sme sa, akého stuptia je polyném v menovateli
toho zlomku, s ktorym sme zacali a takou mocninou n-ka sme zlomok vykratili. Vyraz sa tym nezmenil,
len bolo zrazu zrejmé, ako sa bude spravat’, ak posleme 1 do nekonecna. Tentokrat sme vSetko pekne
rozpisali, Ze to ale vyjde 1, je vidno hned’ po prvej tprave.

Uloha & 5:  Pokdste sa rovnakym trikom vypotitat’ nasledujtce limity:

a) lim 21%+97n ) lim 3n +8 C) lim n2+5n—2
n—oo  p2_1 n—oo 3 n—oo  pn4+17

Pod’'me sa teraz pozriet' na to, kde sa v druhej postupnosti vzalo to e. Zacneme postupnost'ou
trochu inou, ktord je zaujimava z bankového hl'adiska.

Predstavte si, Ze ste nasli GZasnt banku, ktord po roku vyplaca stopercentny tirok.®® To znamen4,
Ze pridete do banky, vloZite svoj tazko zarobeny milién a po roku dostanete dva. Rozumnejsi ¢lovek
sa ale zamysli — ¢o by sa stalo, keby peniaze vybral po pol roku a vzapiti ich zase vloZil do banky? Po
prvom polroku by mu aj s tirokmi vrétili jeden a pol miliéna. A ked’ jeden a pol miliéna vloZzi na pol
roka, dostane 1,5-1,5 = 2,25 miliéna. A ked’ to tak spravi, tak bude na tom lepsie, ako keby tam tie
peniaze nechal iba tak lezat'.

Tento trik sa dd samozrejme este vylepsit'. Keby nas Spekulant zaSiel do banky raz za Styri mesiace,

tak by nakoniec mal (1+ %) (14 1) (14 ) 2,37 mili6na. Keby tam $iel raz za mesiac, tak by zarobil

(1+ %)™ ~ 2,61 miliéna.

Keby ste nasli taktto banku v skutoénom Zivote, tak tam samozrejme nechod’te, lebo pravdepodobne po6jde o podvod. Tu
sme zvolili tych 100 % iba preto, aby sa to dobre pocitalo a pekne to vyslo.



Uloha ¢&. 6:  Kol'ko by néas §pekulant zarobil, keby si z chodenia do banky urobil préacu na plny tvazok
a za rok tam prisiel tisickrat?

Ak chceme zistit/, akd je hranica zdrobku, ktory pri tomto pristupe pripadd do tivahy, bude treba
zistit, akd je limita lim (1+ %)n Po skusenosti s dlohou 6 uz asi tusite, Ze to bude e. Uz len zistit/,
preco.

Zatneme substitticiou % =h(atedan = %). Uz vieme, Ze ak n porastie do nekonecna, tak % =h
pojde k nule. Nasa limita teda bude rovnaka ako limita im (1 + h)i.

Uloha &.7:  Zvazte, & je posledné tvrdenie naozaj pravda. Ved’ pdvodne sme mali limitu postupnosti
a teraz mdme limitu funkcie.

Dali trik, ktory spravime, je, Ze nebudeme pocitat’ limitu tej funkcie, ale pozrieme sa, kam sa bude
blizit' jej logaritmus. Budeme teda pocitat’ im In ((1 + h)%>. Plati

In(1+h) _ lim In(1+h) —1In1

. 1 .1 .
}llli%ln ((1 +h)h) =lim—-In(1+h) = %13(1] p lim p

h—oh

V tpravach sme vyuZili zndmy fakt, Ze Ina’ = blna a v poslednej rovnosti sme este dodali do
vyrazu rafinovand nulu v podobe In 1.

Uloha & 8:  Teraz chvil'u netitajte d’alej a skiste sa vrétit' k predoglej tprave a zamysliet’ sa, preco
sme limitu upravili préve do uvedeného tvaru.

Limitu sme do uvedeného tvaru upravili preto, lebo je to derivacia funkcie In(x) v bode x = 1.
A vd’aka desiatej kapitole vieme, Ze derivdcia funkcie In(x) je funkcia 1 a t4 ma pre x = 1 hodnotu 1.
TakZe logaritmus tej bankovej postupnosti sa bliZi k 1. To znamen4, Ze td postupnost’ sa bliZi k e.

Uloha & 9:  Posledné dve vety predoslého odseku st pravda iba vd’aka tomu, Ze funkcia In(x) je
slusnd a mé jednt sympaticka vlastnost’. Aka?

Konecne prisiel ¢as na to, aby sme sa pozreli na limitu tej postupnosti (Z—E) " z tvodného problému

tejto kapitoly. Zatneme opét’ substituciou, tentokrat n +1 = m, takZe namiesto lim (”—“)n budeme

n—oo \p+2
v 2R H m m—1 s .
pocitat’ lim (-2)""" Pod'me na to:

m—1 m+1 141
lim (m) = lim % = lim mfl - = lim % :1
o Am A " () o () e () e

Uloha &. 10: Vypotitajte nasledujice limity postupnosti:

a) fm (14 3)" d) Jimy (14 )"
b) fim (1+4)"" ) Jim (1+3)"

n—oo

173
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Aby sme problém s t'aZiskom definitivne vyriesili, sta¢i ukazat’, Ze obe postupnosti st naozaj kle-
sajtice, takZe prva z nich nepodlezie 2 (ak by tito hodnotu niekde podliezla a d’alej by klesala, &islo 1
by nemohlo byt jej limitou) a druhd z nich bude stdle mensia ako tidto hodnota. Druhti vec ukdZeme
tak, Ze namiesto postupnosti { 4'}1112 :;1 si budeme vsimat’ funkciu y = 4’;112, ta zderivujeme a zistime,
Ze derivécia je pre vSetky kladné x zaporna, takze povodna funkcia pre vietky kladné ¢isla klesa.

Uloha ¢&. 11: Urobte to.

To, Ze je klesajtca aj postupnost’ {(@)n} y ukazeme rovnako. Funkcia y = (¥+1)" sa iba zlo-
e

n-+2 x+2
ZitejSie derivuje, pretoZe sa meni aj zdklad, aj exponent a preto ta funkcia nie je ani mocninové, ani
exponencidlna. Preto je lepSie prepisat’ si ju na tvar:
+1)* +1
y= eln(iﬁ) = ex-ln(f—)
V tomto tvare sa funkcia derivuje lepsie, aj tak ale budete musiet’ pouzit’ derivaciu zloZenej funkcie,
sacinu funkcii, aj podielu funkcii.

Uloha &. 12: (nepovinnd, pre machrov) Urobte to.

Na pocitanie d’alsich limit budeme potrebovat’ jednu $ikovni pomocnt vetu,® ktord tvrdi, Ze ak
je h reédlne Cislo vacsie ako —1 a n je prirodzené &islo, tak plati nerovnost’ (1 + k)" > 1+ nh. Tato
nerovnost’ sa nazyva Bernoulliho (podl'a Jacoba Bernoulliho) napriek tomu, Ze ju eSte pred nim objavil
René de Sluze (o ¢om Bernoulli netusil).

Uloha &. 13: Pokdste sa najst’ protipriklad. Poktste sa aspon trikrat.

Pravdepodobne ste protipriklad nenasli, takZe je na mieste poksit’ sa ukazat/, Ze to naozaj bude
platit’ vzdy. DokaZeme to indukciou. (O dokaze indukciou sme sa bavili v komentaroch k tdlohe ¢&. 3
Siestej kapitoly.)

Prvy bod indukcie vyzaduje, aby sme ukéazali, Ze veta plati pre najmensie n, ktoré pripada do tavahy,
v nasom pripade pre n = 1. To je ale celkom jednoduché, pretoze (1 + h)! > 1+ h otividne plati.

Druhy bod indukcie od néas chce, aby sme ukazali, Ze ak uz veta pre nejaké n plati, tak bude platit’
aj pre n + 1. Teda ak uz vieme, Ze pre nejaké n plati (1+ h)" > 1+ nh, tak potom bude platit, ze
(1+h)"™1 > 1+ (n+ 1)h. Vyjdime teda z predpokladu:

(14+h)">1+nh

Obe strany tejto nerovnosti vyndsobime (1 + ). Ked'Ze o h vieme, Ze je valsie ako —1, tak &islo (1 +
h) musi byt kladné. A ked'Ze nerovnost’ ndsobime kladnym &islom, nemusime otd¢at’ znamienko
nerovnosti. Dostaneme:

(1+h)" > (14 nh)(1+h)

Nasledujuci trik sme prevzali z vynikajticej knizky R. Couranta Differential & Integral Calculus https://archive.org/
details/DifferentialIntegralCalculusVoll, ktord si tymto dovolime vrelo odportcat’.



https://archive.org/details/DifferentialIntegralCalculusVolI
https://archive.org/details/DifferentialIntegralCalculusVolI
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z nasho predpokladu vyplyva (1+ k)" > 1+ (n+1)h.

Vsimnite si, ze ak bude i # 0 a n > 1, tak bude dokazovana nerovnost’ dokonca ostra. (Preto?)
Ukazali sme, Ze veta plati pre n = 1 a Ze ak pre nejaké ¢islo plati, tak bude platit’ aj pre ¢islo o 1 vacsie.
Musi preto platit’ pre vSetky prirodzené cisla.

S pouZitim tejto skvelej vety budeme teraz schopni vypoditat’ jednu doélezita limitu, konkrétne
lim x" Pre rdzne x bude samozrejme vysledok rozny.

Pod'me sa najskor pozriet, akd bude ta limita, ak bude x vicsie ako 1. Ked'Ze je vécsie ako 1, mo-
Zeme ho pisat’ ako 1+ &, kde & je nejaké kladné ¢islo, takZe pocitame limitu im (1 + k)". Z predoslej
vety ale vieme, ze (1 +h)" > 1+ hn. A aj ked’ bude h tplne malické, nerobi ndm problém zvolit' n
dostato¢ne vel'ké, aby 1 + hn prerastlo I'ubovolnti dopredu dantt medzu. Hl'adand limita teda neexis-
tuje, lebo postupnost’ ¢asom prelezie kazdé &islo, ktoré by tiou mohlo byt'. Ked” postupnost’ rastie nad
vSetky medze, pouZiva sa zépis Im x" = co.

Ked’ zvolime x = 1, situdcia je jednoduch4. lim 1" = lim 1 =1,

Ak je x z intervalu (0; 1), tak ho vieme napisat’ v tvare ﬁ, kde # je nieco kladné. Z toho dostaneme,
Ze x" = (ﬁ)n = W < o
dostaneme, Ze x" je sice kladné, ale mensie neZ ﬁ A ked'Ze vieme 1 + hn vhodnou vol'bou n dostat’

nad I'ubovol'na hranicu, tak Hﬁ

Ze v tomto pripade im x" = 0.

(Je to posledné znamienko nerovnosti oto¢ené spravne?) Z toho

vieme dostat’ pod 'ubovol'né dopredu dané kladné e. A to znamen4,

Uloha &. 15: Ako to dopadne pre x = 0?

Uloha ¢&. 16: Ako to dopadne pre x € (—1;0)?
Uloha &. 17: Ako to dopadne pre x = —1?
Uloha &. 18: Ako to dopadne pre x € (—o0; —1)?

V tomto momente opdt’ dozrel ¢as, aby sme uzavreli jednu dédvno otvorent otdzku. Konkrétne
otdzku poloZend uz v komentédroch k prvej kapitole, ked” sme sa pri Zenonovych apdriach pokusali
prist’ na to, preco istd peknd finta na sc¢itanie nekone¢ného radu ¢isel’” ddva v niektorych pripadoch
uveritelné vysledky a v niektorych generuje hltposti.

Pripometime ond fintu. Mdme nekone¢nti geometrickt postupnost’ 1,x,x% x3,x%,... a chceli by
sme zistit’ jej stcet. Plati:
s=l4+x+22+°+xt 4 =1+ x(1+x+ 22+ 23+..) =14xs
s—xs=1
s(1—x)=1
1
T 1

Této finta ddva rozumné vysledky, ked’ si napriklad zvolime x = . Vtedy dostaneme:

U T
27478716 T1-1

=2

NI= | =

¢o je uveritelné a keby to nebola pravda, mali by sme vdZne problémy s tymi Zenonovymi paradoxmi.
Ked’ si ale zvolime x = 2, dostaneme

1

70 Terminologicka pozndmka: Ked” hovorime o ,,rade”, myslime tym vzdy sticet ¢lenov nejakej postupnosti.
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¢o evidentne nebude dobre.

Aby sme zadhade prisli na koren, treba spravit’ veci poriadnejSie. Pri odvodzovani predoslého
vztahu sme totiz predpokladali, Ze nejaky stcet s nekone¢ného radu existuje a on niekedy existo-
vat’ nemusi. Ako sme uz povedali, rad je stcet ¢lenov nejakej postupnosti. V pripade, Ze sa jedna
o nekonec¢ny rad, by to s¢itanie trvalo netinosne dlho. Ale mdZeme zistit’, ak maja jednotlivé stucty
limitu. Na to budeme potrebovat’ vediet, aky bude stcet prvych n ¢lenov postupnosti. To moéZeme
vypocitat’ pomocou podobnej finty ako v pripade nekonecnej postupnosti, lenZe teraz budeme mat’
zarucené, Ze ten stcet n Clenov existuje:

sp=1+x+22+> 4+ +x" P =14+x(1+x+22+-- +x"2) =
=1+ x(s, —x"1)
Sp =14 xs, — x"
Sy — xS, =1—x"
sp(l—x)=1—x"
1—x"
1—x

Sy =

Tento vzt'ah funguje bez ohl'adu na to, aké x si zvolime. (Skuto¢ne, funguje aj pre ti dvojku. Plati

napriklad 1+ 2 + 22 423 = 11__224 = __—115 = 15.) Ak chceme ale zistit', aky bude sticet nekone¢ného radu,

potrebujeme zistit’, aki hodnotu (a ¢ vobec nejaki) mé limita im %

Uloha ¢&. 19: Spravili sme jedno unahlené vyjadrenie. Existuje také x, pre ktoré uvedeny vzorec pre
vypocet stictu konecnej geometrickej postupnosti nefunguje. Ktoré x to je?

Uloha &. 20: S vyuZitim rieSenia tloh 15 aZ 18 a okolitého textu zistite, pre aké x sa dd vypocitat’ limita
lim 1237 teda pre aké x sa da zistit nekone¢ny stdet 1+ x +x2 + 3 + x4 + ...,

n—oo 1—x

Prave sme tspesne scitali svoj prvy nekonecny rad. Vlastne sme ich scitali nekone¢ne mnoho, pre
kazdé x jeden. Nekone¢né rady st zdrojom viacerych zaujimavych problémov a zist'ovanie, ¢i rad
konverguje alebo nie (teda ¢i kone¢né sti¢ty maja limitu alebo nie) je len jednym z nich. VyskaSajte
vyrie$it’ napriklad tento:

Uloha ¢&. 21: Je stcet radu 1+ I+ % +1+ % + % + %+ nejaké &islo, alebo sticet radu porastie nad
vietky medze? Ako by sa také nieco dalo zistit'?

To, Ze sa ndm podarilo zistit/, Ze pre x € (—1;1) plati rovnost’

1
T+x+22 4+ +x4 4%+, =
1—x
je vec, ktora nds moze zaviest' eSte inym zaujimavym smerom. D4 sa na nu pozerat’ tak, Ze funkciu

y = 1 sa ndm podarilo zapisat v podobe nekonetne dlhého polynému. Sice to funguje iba pre x
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z intervalu (—1;1), ale to ndm neprekaza. Vediet' napisat’ v tvare takychto nekone¢nych polynémov aj
iné funkcie je vec, ktord by sa mohla hodit'.
Sktsime si v podobe takéhoto polynému zapisat’ napriklad funkciu e*. Chceme teda zapis v tvare

e = ag + a1x + arx? + azx® + agx* + asx® + ...
Jediné, ¢o nam k St'astiu chyba, je poznat’ tie a-cka.

Uloha &. 22: Zistite ag. Najlepsie tak, Ze zvolite vhodné x a dosadite ho do otakévanej rovnosti.

Ano, ked’ zvolite x = 0, tak sa Gspe$ne zbavite vietkych ¢lenov od a; d’alej a dostanete rovnost
¥ = gy, takZe gy musi byt 1. Problém ale je, Ze Ziadna d’alSia takdto dobrd vol'ba neexistuje. Ked’
si vyberiete akékol'vek iné x, uz tam budete mat’ vSetky a,. To zavana ststavou nekonecna rovnic
0 nekone¢nom pocte nezndmych a tomu by sme sa momentalne radsej vyhli. Preto vymyslime int
fintu, aby sme sa toho ag, ktoré uz pozndme, zbavili a mohli zist'ovat’ a; — obe strany zderivujeme.”"
Dostaneme tak rovnost’

e = aq + 2ayx + 3azx? + 4ayx® + Sasxt + . ..

Uloha &. 23: Zistite a1. (Ano, zase dosad'te nulu.)

A znovu zderivujeme. Dostaneme
e =2-ap+3-2-a3x+4-3- a4 x> +5-4-a5x>+ ...

Uloha &. 24: Zistite a,. (Pozor! Bude iné ako a;.) Potom to zase zderivuijte, zistite a3, potom a4 a potom
eSte a5. Comu sa bude rovnat’ a,?

Ak ste pocitali dobre, malo by vam vyjst' ap = a1 = 1, a, = %, as = 3%2, ag = 4,1@, as = ﬁ Vo
vSeobecnosti bude a, = -, pretoze kym sa dostane ¢len a,x" z ndsho polynému na rad, bude ho treba
n-krat zderivovat’ a postupne pri iom pribudnu ¢isla n, n — 1, n — 2,...a ked’ potom dosadite nulu,
dostanete rovnicu €° = n! a,,.

Ked’ vSetky pracne vypocitané a-cka dosadime do formuly, s ktorou sme zacali, dostaneme

2 A3 x4 x°

X X

e :1+x+§+§+ﬂ+§+--~
Na ¢o je tento zdpis funkcie e* uzito¢ny? Pripomenime desiatu kapitolu, v ktorej sme sa s ¢islom
e stretli prvykrat. (Vtedy sme integrovali funkciu y = 1 a hl'adali sme také miesto ¢, Ze plocha pod
krivkou od 1 do e bude 1.) Duan vtedy pocital obsah s krokom 0,001, spocital v tabul’kovom kalkula-
tore vySe 1700 ¢&isel a zistil, Ze e sa nachddza niekde medzi ¢islami 2,717 a 2,720. Ked’ si ale do nasho

nového vzt'ahu dosadite x = 1, dostanete
141 1 1 1 1
e=1+ +E+§+E+§+

71 V tejto faze zatina byt’ zrejmé, pre¢o sme si na tivodnii ukazku zvolili prave funkciu y = e*. Dobre sa derivuje.




178 | KAPITOLA 16. POSTUPNOSTI A RADY

Uloha ¢&. 25: Vypotitajte na kalkulagke stéet prvych desiatich ¢lenov tohto radu. Pokdste sa odhadnat,
ako presne vam e vyslo.

Uloha &. 26: Rovnakym postupom, aky sme pouZili na funkciu y = e*, rozviiite do radu funkcie y =
sinx ay = cosXx.

Uloha &. 27: Jeden stupe je priblizne 0,017 453 293 radianu. Kol'ko ¢lenov radu pre sin x musite spoti-
tat’, aby ste dostali hodnotu sin1° s presnost'ou na osem desatinnych miest?

Uloha ¢. 28: Co dostanete, ked’ zderivujete ten rad pre sinus?

Uloha &. 29: Keby sme spravili rovnaky trik ako s e*, sinusom a kosinusom s I'ubovolnou funkciou
f(x), dostali by sme vztah

f(x)=f(0) + f,l(!o)x + fﬂz(!o)x2 + f//;(!O)XS’ + f//;(o)x4 + -

Odvod’te tento vzt'ah.

To, ¢o ste prave odvodili, sa nazyva rozvoj funkcie do Maclaurinovho radu. Vymyslel to skétsky
matematik Colin Maclaurin a neskdr zovseobecnil angli¢an Brook Taylor. To Taylorovo zovSeobecnenie
spocivalo v tom, Ze netreba robit’ vSetky tie derivacie v nule, ale d4 sa zacat' v I'ubovolnom inom
mieste. Rad ale bude vyzerat’ trochu inak.

Rady nam dévaji mozZnost’ pocitat’ hodnoty funkcii typu sinus, kosinus ¢i e* iba pomocou s¢itania,
odc¢itania, ndsobenia a delenia a to relativne rychlo. To md uplatnenie vo viacerych oblastiach. Napri-
klad v oblasti vypoctovej techniky. Pocitace a kalkulacky st zariadenia, ktoré zvladaja Styri zakladné
operdcie rychlo na trovni procesora, ale na ostatné veci potrebuja softvér. A rady, aké sme objavili
teraz, s jednym z trikov, ktoré pouZivaji, aby nam zistili vysledok.
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Rady sa vSak tspeSne vo vel'kej miere pouzivali ddvno pred vznikom elektroniky. Davali totiZ
moznost’ rychlejSie a presnejsie (aj ked” stdle ru¢ne) vypocitat’ matematické tabul'ky ¢i hodnoty ma-
tematickych konstant rovnako, ako sa to podarilo ndm v tlohdch 25 alebo 27. Teraz sa pozrieme na
d’alsie triky podobného typu, ktoré matematici na takéto vypocty pouzivali.”

Ako to uz byva, situdcia nie je vzdy taka jednoducha, ako to bolo v predchddzajicich pripadoch
a treba prejavit’ istd invenciu. Vezmime si napriklad rad, s ktorym sme zacali

1
m:1+x+x2+x3+x4+x5+...

dosad’'me za x hodnotu —g a obe strany zintegrujme. Plati

1 _\1+g=a _ (1 B
/1+qdq_‘dq:da _/ada_ln]a|—|—c—ln|1—|—q|—|—c

a preto
2
q

3 4 5 6
nfl+gl+c=g-T+L-T+L ..

Uloha &. 30: Akd musi mat’ ¢ hodnotu, aby to fungovalo?

Tento rad ako prvy vymyslel Nicholas Mercator (nepliest’ si ho s inym sldvnym Mercatorom, ktory
robil mapy).

Vyzera to tak, Ze mame rad, pomocou ktorého moZeme I'ahko rétat’ logaritmy. Vec ma ale niekol'’ko
hacikov. Povodny rad, ktory sme integrovali, konvergoval iba na intervale (—1;1). Ak by ste sa pomo-
cou nasho radu pokusali pocitat’ napriklad In(11), museli by ste dosadit’ ¢ = 10 a je dost’ dobre vidno,
Ze takyto rad konvergovat’ nebude.

Dalsia zaujimavost je, Ze keby sme tam dosadili 4 = 1, tak dostaneme rovnost’:

Uloha &. 31: Vypotitajte na kalkulatke &i potitadi prvych desat’ medzistiétov a zistite, & sa vysledky
pribliZuji k hodnote In2 a ¢&i to vyzerd tak, Ze ten rad vobec konverguje.

Uloha ¢&. 32: Kol'ko ¢lenov tohto radu by ste museli spocitat’, aby ste hodnotu In2 zistili s presnostou
na tri desatinné miesta?

Ako sa dalo zistit' z predoslej tlohy, nie kazdy rad konverguje dostato¢ne rychlo, aby to bolo pouzi-
telné na praktické vypocty. Preto existuji rozne triky, ako konvergenciu urychlit'. S tymi logaritmami
sa to d4 urobit’ napriklad takto: Pre istotu sa obmedzime na g € (—1;1). Pre tieto g plati:

2 3
In(1+q)=q-L +1

7
2 3 4

5 6
T _9 ...
+o -t

Dosadime namiesto g hodnotu —g a dostaneme:

Mnohé z nasledujtcich trikov st prevzaté z ¢lanku Ladislava Kvasza: Dejiny mocninnych radov, ktory bol uverejneny v Ma-
tematickych obzoroch 41/1994.
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Odcitame druhy rad od prvého a dostaneme:

Inl1+¢g)—In(l—g)=In <1~_HI> =
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
_,_ T T 1T 1T_ 1 N P N N N N M —
—1my T3yt s e (‘723456>
3 5 7
_ T -9 5T
=2q+2% 420 427 +

Dostali sme teda rovnost’
1 7 q3 75 77

Uloha ¢&. 33: Aké g treba zvolit, ak pomocou tohto radu cheete potitat’ In2? A ked’ chcete pocitat’ In 10?
Vypotitajte In2 s presnost'ou na tri desatinné miesta. Kol'ko ¢lenov ste museli pouZit'?
Porovnajte zlepSenie oproti tlohe 32.

S podobnymi problémami, ako ked” chceme vypocitat’ logaritmy, sa stretneme, ked” chceme zis-
tit’, ¢o najpresnejsie hodnotu 7r. V prvom rade potrebujeme funkciu, ktord bude mat’ 7t (alebo nieco
podobné) ako hodnotu v nejakom rozumnom ¢&isle. Do tivahy pripada viacero moznosti, ako zvlast
vhodnd sa ukazuje funkcia arctg(x). Jednak preto, Ze arctg(1) = ¥, jednak preto, lebo sa ndm ju podari
nie vel'mi zloZitym spésobom rozvinat’ do radu.

Totiz, eSte v kapitole 13 sme prisli na to, Ze derivdcia funkcie arctg(x) je funkcia 1+17 V tejto
kapitole sme prisli na to, Ze

1
= lgt PP g Pt
7 G+q —q +q —q +

a ked’ do toho namiesto g dosadime x2, dostaneme:

1

mzl—x2+x4—x6+x8—xlo+...

Ked’ tato rovnost’ zintegrujeme a doladime aditivnu konstantu, dostaneme:”3

3 P x/ P 211

arct(x)—x—x—+7—7+7_7+
I - A T T

Uloha &. 34: Skdste pomocou tohto radu vypotitat’ 7.

73 Tento rad sa vold Gregoryho na pocest’ Jamesa Gregoryho, ktory ho v sedemndstom storo¢i vymyslel, netusiac, Ze uz ho
v pédtnadstom storo¢i vymyslel indicky matematik Madhava zo Sangamagramy.
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Pri rieSeni tlohy 34 ste prisli na to, Ze ked” do nasho radu dosadime jednotku, ma to podobnu
slabinu, ako ked’ sme pocitali prvym spdésobom In2 — konverguje to prili§ pomaly. Teraz ale spravime
iny trik ako minule. Namiesto toho, aby sme menili rad, skiisime menit’ hodnotu, v ktorej ho budeme
pocitat’. Ved” ak by sme nepocitali hodnotu tohto radu v jednotke, ale napriklad v jednej polovici, tak
’i—lll nebude mat’ hodnotu 11—1 ~ 0,090909 09, ale zzlﬁ ~ 0,000 044 39, ¢o je vyrazne lepsie. Problém je iba
v tom, ako arctg(1) napisat’ pomocou arkustangensov nejakych mensich &isel.

Sktisme $tastie a povedzme si, Ze jedno z tych &isel bude 3. Teraz potrebujeme najst’ druhé tak, aby
platilo arctg(1) = arctg () + arctg(x). Pri hfadani ndm bude ndpomocny stiétovy vzorec pre tangensy

tga +t
B = e

Ak totiz v rovnosti arctg(1) = arctg (3) + arctg(x) vypotitame tangens oboch stran, dostaneme:
1
tg (arctg(1)) =tg <arctg <2> + arctg(x)>
a ked’ pouZijeme stuctovy vzorec, dostaneme:

118 (arctg (1)) +tg(arctg(x))  L+x
1—tg (arctg (3)) tg(arctg(x))  1— 3

a z toho sa uz x da vypocitat'.

Uloha &. 35: Vypocitajte x, aby platilo arctg(1) = arctg (1) + arctg(x). VyuZitim tohto vysledku vypodi-
tajte 77 na Styri desatinné miesta. (Pomocou tejto finty vypocital Euler 7 ru¢ne na dvadsat’
desatinnych miest.)

Uloha &. 36: Tento trik sa dé este vylepsit. Ak si arctg (3) napiSeme ako sticet arkustangensov dvoch
mensich &isel, bude to konvergovat’ este rychlejsie. Jeden z nich bude z pochopitel'nych
dovodov arctg (1), nech nam stale stadi pocitat’ dva rady. Néjdite ten druhy arkustangens
rovnakym trikom ako v predoslej tilohe a vypocitajte 7t s presnost'ou na osem desatinnych
miest. (Slovinsky matematik barén Jurij Bartolomej Vega vypocital pomocou tejto formuly
7t na 140 desatinnych miest. Spravne bolo iba prvych 126, ale aj tak to bol v roku 1789
rekord.)

Na zéver tejto kapitoly uvedieme jeden skvost, jeden zddrhel’ a jednu vec na pomotanie hlavy.
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Skvost

Skvostom je sldvna Eulerova formula. Na jej odvodenie budeme ale potrebovat’ vediet’ nie¢o o kom-
plexnych &islach. Bude ale stacit' vediet, Ze pre komplexnti jednotku i plati, Ze i> = —1 (a z toho sa
I'ahko odvodi, ze i® = —i, i* = 1, i® = i,...). Euler skusil, ¢o sa stane, ked’ &slo e umocni na nejaky
ndsobok komplexnej jednotky, teda na ix, kde x je redlne ¢islo. Ked'Ze nebolo zndme, ako sa takéto
umociiovanie v pripade komplexnych ¢isel spréva, pouZil rad, ktory sme odvodili pre e*. A dostal:

ezx —

, ix)?  (ix)®  (ix)*  (ix)®  (ix)®  (ix)7  (ix)®
S P . G . . L 3 R 9 L 9 R
:1+ix_x72_ﬁ+£4+ﬁ_xi6_ﬁ+£s+...:
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!
1_x2+x4_x6_|_xg_..._|_i<x_x3_|_xs_x7_|_...>
20 4! 6! 8! 3! B! 7!

V tomto momente si v8§imol, Ze tie dva rady, ktoré mu vysli, poznd, Ze st to rady pre kosinus a sinus
a Ze preto musi platit’ ¢ = cosx + isinx. A ked’ si za x dosadil 7, dostal, Ze ¢/ = cos 7T +isinT =
—-14+i-0=-1.
V tvare
€T +1=0

bola tato formula pri istom hlasovani’+ v roku 1988 vyhldsend za najkrajsiu formulu v matematike, pre-
toZe sa v nej spdja prekvapivym sposobom pit’ najdolezitejSich ¢isel matematiky. Pritom kazdé z nich
pochddza odinakial’ — jednotka je zdkladom poc¢itania, nulu vymysleli Indovia, ked” spravili pozi¢na
ststavu, 71 vymysleli grécki geometri ako pomer medzi obvodom a priemerom kruhu, i vymyslel Car-
dano, ked’ potreboval riesit’ kubické rovnice a e prvykrat spomenul Napier, ked’ robil podobné tvahy
ako my v desiatej kapitole a formalne ho zaviedol Jacob Bernoulli, ked’ robil podobné tivahy, ako my
o tej banke. A Ze tieto ¢isla m6Zu spolu takymto podivuhodnym spdsobom suvisiet’, to necakal nikto.

Zdadrhel

Zadrhel'om je zdkerna funkcia, ktora je definovana takto:

_ e 2 pre x # 0

Y 0 prex=0
Této funkcia je spojitd, da sa vSade I'ubovol'ne velakrat derivovat’ a vSetky derivdcie v nule maja
hodnotu nula. To znamend, Ze ked’ ju rozviniete do radu, dostanete 0 + Ox + 0x2 + 0x3 + ... Tento rad
zaruCene pre kazdé x konverguje, ale rozhodne nie k tomu, k ¢omu by sme potrebovali, pretoze t4
funkcia je pre kazdé x # 0 nenulova. Kde je chyba? Pre¢o pre tamtt funkciu (a pravdepodobne aj pre

nejaké iné) rady nefunguji? Alebo sme len nie¢o nepostrehli?

Pomotanie hlavy

A teraz to pomotanie hlavy. Prisli sme na to, Ze plati:

74 Wells, D. Which is the most beautiful?. The Mathematical Intelligencer 10, 30-31 (1988).



Z toho dostaneme, Ze plati:

21n2:g_1+%_1+g_1+g_1+%_1+...
11 3 2 5 3 7 4 9 5
(Udialo sa len to, Ze predosly rad sme vyndasobili dvoma a kde sa dalo, zlomky sme vykrétili.)

Pod'me sa pozriet/, ako je to s menovatel'mi v tomto novom rade. KaZzdé neparne ¢islo sa v menova-
teli vyskytuje dvakrat. Napriklad patka sa bude vyskytovat' v zlomku +2 (pretoze v povodnom rade
bol zlomok +% a ked” sme ho nésobili dvoma, nebolo ¢o kratit'), aj v zlomku —% (pretoze v pdvodnom
rade bol zlomok —% a ked’ sme ho nasobili dvoma, vykrétil sa). Vo vSeobecnosti sa v druhom rade
vyskytne v menovateli kaZdé nepdrne ¢islo n v zlomku —1—% a v zlomku —%, ¢o da dohromady %

Kazdé pérne ¢&islo sa bude v tomto rade ale v menovateli vyskytovat’ iba v tvare —%. Napriklad —3

vznikne iba vyndsobenim —% z povodného radu dvomi.

To, ¢o je na tom madttce, je fakt, Ze ten rad pre 21In2 vieme v kone¢nom doésledku poskladat’ z tych
istych &fsel ako ten rad pre In2, &ize zo zlomkov 1, kde 1 je nepérne a zo zlomkov —%, kde p je parne.
Znamend to, Ze 2In2 = In2? Ak by sa to rovnalo, tak by muselo platit’ bud’ In2 = 0 alebo 2 = 1 a ani
jedno z toho pravda nie je. A ak sa In2 a 2In 2 nerovnaju, ako to, Ze sme ich dostali sti¢tom rovnakych
cisel?

Uloha ¢&. 37: Ako to je?

183
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SPRAVY

Este predtym, ako bola zadana akdkol'vek tloha, sa Arthur pokusil ukdzat/, Ze limita postupnosti

(21)" bude ! takymto sposobom:
: <n +1 ) T

lim =

n—oo \ 1+ 2 e

. n+2\"
lim In =1Ine =
n—00 n-+1
lim nln<n+2> =1
n—0o n+1
lim ln(n+2> = lim 1
n—soo n+1 n—oo N
14+ 2
limln< +’11>:1im1
n—00 1+H n—oo 11
In1=0

o
Il
o

V tejto tvahe je ale zdsadnd chyba. Problematicky krok bol ten, kde obe strany rovnosti vydelil n. Tato
operdcia nie je ekvivalentnd, pretoZe aj ked’ je pravda, ze lim 1 = lim 3 neyyplyva z toho, Ze 1 = 3.
Rovnakym postupom by sme dostali rovnost 0 = 0, aj keby na zatiatku vpravo nebolo 2, ale hoci¢o

iné, napriklad 7.

Ulohy 2 az 4

Pre zadané e staci zvolit' ny vacsie ako % (napriklad [H +1). Ak totiz plati n > %, plati ne > 1,

ateda ¢ > 1. To znamend, Ze vSetky ¢leny postupnosti od takto zvoleného 1y d’alej st k limite (teda
k nule) blizsie ako predpisand chyba e.

Postupnost’ {2,}—,1};0:1 (teda 1,1, i, %, 11—6, 31—2, ...) je postupnost’ povyberand z tej predoslej postup-
nosti 1, %, %, %, %, %,.... Bude mat’ preto aj rovnaku limitu. Pre zadané e sta¢i zobrat’ rovnaké ny ako

v predoslom pripade. Plati totiZ 2,%1 < 1 < & (Prva Cast tej nerovnosti je intuitivne zrejmd, ale po-

riadne sme ju nedokézali. M6Zete sa o to pokusit'’.)

Postupnost’ {(—1)”}?:1, ¢ize —-1,1,-1,1,—-1,1,-1,1,... limitu nemd. Limitou nemoze byt Ziadne
¢islo a rdzne od —1 a 1, pretoZe staci zobrat’ také ¢, Ze v e-ovej vzdialenosti od a nebude —1 ani 1, teda
ziadny ¢len postupnosti. Ak by mala byt limitou 1, tieZ to nebude fungovat’, pretoZe ak si ddme ¢ = 0,5,
tak kazdy druhy ¢len postupnosti je od tej jednotky d’alej ako ¢ a preto nendjdeme v postupnosti také
miesto, Ze od toho miesta d’'alej st uz vsetky ¢leny postupnosti k tej limite dost’ blizko. Z rovnakych
dovodov ako limita zlyha aj —1.

Uloha 5
Toto bolo I'ahké. Stacilo upravit’ vyraz, z ktorého limitu sme pocitali pomocou uvedenej finty:
. 2124970 242 240
Am = _;115201_}117_1_0_2
3248 . 245 040
nggon3—n_;1l£§ol_i 1—-0 0
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. 45 —2 . n+5-2 0450
lim ————— = lim = =
n—eo  n 417 n—oo 1—|—% 140
V poslednom pripade sme trochu $vindl'ovali — t4 limita samozrejme nebude existovat’, lebo neexis-
tuje také cislo, ku ktorému by sa ta postupnost’ bliZila. Co to znamend, Ze limita nejakej postupnosti
bude oo, sme nikde poriadne nepovedali. PouZiva sa to ale, ak plati, Ze postupnost’ niekedy natrvalo
prerastie kazdu dopredu dant hodnotu. Presne zapisané to vyzera takto:

lima, =00 & VkeR3Ing e NVn >ng:a, >k

n—oo

Uloha 7

35

Obr. 64: Funkcia a postupnost’

Situaciu dobre znézoriiuje obrazok 64. MoZete na fiom vidiet' graf funkcie y = (1 + x)%. Vyzera to
tak, Ze tato funkcia bude mat’ v bode x = 0 limitu. (V kapitole sme neskor ukazali, Ze t4 limita je e.

Tu zatial budeme iba predpokladat’, Ze nejaka limita existuje.) Do tejto funkcie postupne dosadzujeme

hodnoty 1, %, %, %, %, %, ... a pozerame, kam sa budu bliZit' vysledky. Ked'Ze funkcia mé v nule limitu,

pre kazdé e vieme néjst’ také okolie nuly (—4, ), Ze sa na tom okoli funkcia od limity li§i o menej ako
e. A pre kazdé také & vieme néjst’ taky ¢len postupnosti 1,1,1,1,1,2,..., Ze vietky d'alsie ¢leny st
mensie ako J. Ked’ sa tieto dve veci poskladaji do seba, dostaneme, Ze pre kazdé ¢ > 0 vieme néjst’
taky ¢len postupnosti, Ze po dosadeni toho ¢lena a vsetkych d’alsich do funkcie y = (1 + x)% bude
hodnota k tej limite funkcie bliZsie ako ¢, takZe td limita postupnosti bude rovnaka ako limita funkcie
a substittcia, ktorti sme v lekcii spravili, je v poriadku. Len mechanizmus, ktory je za 1iou, je pomerne

zaujimavy a nie je zrejmy na prvy pohlad.
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Uloha 10

Této séria tloh ukazuje, ako sa d& vysporiadat’ s limitami typu 1%, ktoré moézu mat’ rozlicné
hodnoty. Pri rieSeni budeme pouzivat' teraz uz znamy fakt, Ze limita postupnosti

1\! 1\2 1\° 1\4 1\° 1\°
<”1> '(”z) '<”3> '(”4) '(”s) '<”6>

a) Mame zistit’ limitu postupnosti

1\2 1\* 1\°
<1+2> ,(1+4) ,<1+6>

Ked'ze tato postupnost’ vznikla vybratim kazdého druhého prvku z tej predoslej, limita bude
zase e.

jee.

b) Vyraz, ktorého limitu pocitame, upravime, vyuZzijeme vysledok tlohy a) a odvoldme sa na pra-
vidlo o stdine limit:

1 2n+1 1 2n 1
Iim (1+ — =lim (1+ — 1+ —)=e-1=c¢
n—sc0 2n n—yoo 2n 2n

c) Podobny trik ako v b)
1 2n 1\" 2
lim <l+> = lim <<l+) ) =
n—»o00 n n—00 n

d) Ten isty trik eSte raz v zelenom:

1 n 1 2n % 1
lim <1+) = lim <<1+> ) =e2 =/e
n— 00 21’1 n—oo Zn

Dolezité bolo upravit' vyraz tak, aby bolo vo vnttri zatvorky nieto ako (1 + 1)*, kde to a ide do
nekonecna.

e) A este raz to isté, len trochu komplikovanejsie. Opéat’ iba upravujeme vyraz, kym neuvidime, ako
sa to bude sprédvat’ a ktora cast’ toho vyrazu pdjde k e:

2
n n 7
i (1+2) "= pim (141 :ﬁm(<1+1)> e
n—oo n n—oo 5 n—oo 7

Pouzijeme vzorcek pre derivaciu podielu:

Uloha 11

!

(x—|—1> (x4 1) (4x+2) — (x+1)(4x +2)
ix+2) (4x +2)2

1-(4x+2)—(x+1)-4 (4x+2)— (4x+4) -2

(4x +2)? N (4x +2)2 (4x +2)2

Citatel' derivacie je vzdy zdporny, menovatel je vzdy nezdporny. To znamend, Ze ak je derivacia
definovan4 (¢o je pre vietky redlne &isla okrem — 3, lebo tam by sme museli delit’ nulou), tak je zdporna.
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TakZe funkcia je klesajtica v kazdom bode, v ktorom je definovand. A ked'Ze je definovand na celom
intervale (—3;00), tak klesd aj na vSetkych kladnych &fslach.

-2

Obr. 65: Funkcia y = 55

Pripomenime, Ze to, Ze funkcia klesd v kazdom bode, v ktorom je definovand, eSte nemusi znamenat’,
Ze funkcia je klesajtica. Ako sme prave ukazali, funkcia y = 4’;112 je klesajtca v kazdom bode, v ktorom
je definovand. Ked' sa ale pozriete na jej graf, vidite, Ze medzi hodnotami —1 a 0 funkcia neklesla.
Hodnota funkcie v bode —1 je 0 a v bode 0 je 0,5. Funkcia teda na celom svojom defini¢nom obore
neklesa — kazi ndm to ten bod, v ktorom nie je definovana a to, Ze pred nim ma mensie hodnoty ako

za nim. Nam nast'astie staci, Ze klesa na kladnych ¢islach.

Uloha 12

Této dloha sa ukazala byt ndrocnejsia, nez sa zdalo. Prvy problém bol zderivovat’ funkciu y =

(x+1 xln(XH)

X L . X
X2)7, ktoru si podla rady napiSeme v tvare y = e* "\ 2

) (rin(E2)) _ xin(E) x+1VY _
y (e +2> =e 2 xIn 12
_ eon(38) xtl 1Y)
e 2 (1 In < > +x-(In 12
xln ( X+1 +x 1 <X—|—1)/) _
x+2 w\x+2
_ ain(2) x+2 (x+2)—(x+1)\ _
=e \¥2 (11'1( +2>—|—x P (x 127

_ xin(3) <ln (ii;) T (x—|—1)x(x+2)>

Najprv sme derivovali zloZend funkciu, potom stc¢in dvoch funkcii, potom opat’ zloZent funkciu
a potom podiel dvoch funkcii.

187
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Tu ale nase problémy nekoncia. Potrebovali by sme ukdazat/, Ze tato derivécia je pre kazdé kladné
¢islo zadpornd a to sa ukdzalo byt ako t'azSia cast’ dlohy. Lava cast’ funkcie je nejakd mocnina e-cka,
takZe bude zarucene kladnd. Potrebujeme teda ukdzat’, Ze zatvorka vpravo je zdpornd, teda Ze plati

x+1 X
In + <0
(x+2> (x+1)(x+2)
¢o je to isté, ako
X

wrnern < ()

Ked'ze plati —In (35}) = —(In(x + 1) —In(x 4 2)) = In(x + 2) — In(x + 1), budeme sa pokusat’ doka-
zat', Ze pre kazdé kladné x plati

X

CESNCE) <In(x+2)—In(x+1)

Ttto nerovnost’ sa viaceri I'udia pokisili beztispeSne dokazat’. Nakoniec sa mi podarilo vymysliet'

tento elegantny dokaz:
- s AN P x+2 s . y s . .
Pravt stranu nerovnosti si moZeme napisat’ ako [; " Ldt. (Pretoze vieme, Ze integrél z funkcie 1

je In(x) — prisli sme na to v 10. kapitole. Namiesto x pouZivame vo funkcii premennt f, nech sa ndm

to nepletie s tymi x, ktoré mdme v hraniciach intervalu.) Interval, na ktorom integrujeme, ma dizku 1.

Najmensia hodnota, ktorti funkcia nadobudne, bude x%ﬂ Integral bude teda zarucene vacsi neZ obsah
1

obdiznika so stranami 1 a T3, pretoze integral je obsah plochy pod krivkou a ten obdlnik sa do tej
plochy cely vmesti. MoZete to vidiet' na obrdzku 66.

o

0 1 2 x+13 x+24 5

Obr. 66: [*17 14t

Vieme teda, Ze plati |, 2l > x%-z (lebo taky je obsah obdiznika). Okrem toho vieme, e pre

x+1 ¢t
kladné x plati 57 <1, ateda ;75 - x%rz < %ﬁ’z Ked' to teraz poskladdme dohromady, dostaneme:
X x 1 1 21
= . —dt=1 2) -1 1
(x+1)(x+2) x+1 x+2<x+2</x+1 t n(x+2) —In(x+1)

VyttaZend nerovnost’ teda skuto¢ne plati a nasa funkcia y = (i—ﬁ)x na kladnych ¢&islach klesa. Rovnako

teda klesa aj postupnost’ dand tymto predpisom, pre ktort sme to celé robili.
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Ulohy 15 aZ 18

Postupnost’ z dlohy 15 je kon$tantnd nulova postupnost’. Bude mat’ teda limitu a t4 limita bude 0.

Ak chceme v tlohe 16 zistit, akd bude limita postupnosti x” pre x € (—1;0), vyuZijeme dve veci.
Jednak to, Ze pre x € (0;1) je im x" = 0. Jednak to, Ze ak méme dve &isla a a b také, ze a = —b, tak
pre parne n plati a” = b" a pre nepdrne n plati a* = —b". V oboch pripadoch st ale a" a b" rovnako
d’aleko od nuly.

Pre nase x € (—1;0) si teda ngjdeme w € (0;1) také, ze x = —w. Ked'ze Im " = 0, plati, Ze
pre kazda chybu e vieme ndjst’ taky ¢len postupnosti w”, Ze vSetky d’alSie st uz k nule bliZsie ako e.
A ked’Ze cleny postupnosti x" st od nuly rovnako d’aleko ako ¢leny postupnosti w”, tak sme stcasne
nasli aj taky clen postupnosti x", Ze vSetky d'alSie st uz k nule blizsie ako e. Limita postupnosti x"
bude teda v tomto pripade opat’ nula.

Uloha 17 je td istd ako tloha 4. Limita teda neexistuje.

Limita z tlohy 18 neexistuje. UkédzZe sa to pomocou triku, ktory sme pouZili pri rieSeni dlohy 16
a faktu, Ze x" pre x > 1 diverguje.

Dolezité pozorovanie, ktoré z tychto tloh vyplynulo, je, Ze Im x" existuje vtedy a len vtedy, ak

n—oo

€ (—1;1), pricom ak x € (—1;1), tak je ta limita 0 a ak x = 1, tak je t4 limita 1.

Uloha 20

Ako bezprostredny dosledok predoslych tvah dostaneme, Ze sticet

1 — x"
1+x+x2+x3+2*+.-. = lim X

n—oo 1 —x

bude existovat’ len pre x € (—1;1) a vtedy sa bude rovnat' 1. (Pre¢o to nefunguje pre x = 1? Co m4
tato otdzka spolo¢né s ulohou 197?)

Uloha 21

Rad1+4+3+3+5+i+%+7+35+- - (tento rad sa nazyva harmonicky) rastie nad vSetky medze.
Ukézali sme to viacerymi spdsobmi:

» NapiSeme rad, ktorého kazdy ¢len je mensi neZ patri¢ny ¢len harmonického radu. Taky rad moze
vyzerat’ napriklad takto:
2 4 4 8 8 8 8
Dalej by nasledovalo osem zlomkov s menovatelom 16, Sestnast’ zlomkov s menovatel'om 32
atd’. Kazdy tsek zlomkov s rovnakym menovatelom ma sticet 3. Ked'Ze je tam takych tsekov

.....

alebo rovny, nez rad, ktory sme vyrobili, musi divergovat’ aj on.

o Ak by harmonicky rad konvergoval, mal by stcet, ktory si mdZeme oznacit’ s. Platilo by s =
1+ 1+ % +1+ % + % +I+ % + - - -. Harmonicky rad si mozeme rozlozit' na dva rady — na rad
1+3++t+2++ - anarad 4+ 1+t + 4+ . Druhy rad m4 stcet 1s (pretoze ked kazdy
¢len harmonického radu vyndsobime 1, dostaneme ten druhy rad). Prvy rad ma stéet va¢si ako
35, pretoze kazdy &len prvého radu je va¢si ako patri¢ny &len druhého radu. Ozna¢me si stcet
prvého radu }s + 6, kde & > 0. Ked'Ze oba rady dévaji dohromady ten harmonicky, musf platit
%s + %s + 0 = s, z ¢oho plynie 6 = 0, ¢o je spor.
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%)
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Obr. 67: Harmonicky rad

.....

[ee]

nekoneé¢ného schodist’a, integrél je plocha ttvaru pod krivkou.) Ale [;° 1 dx = [In(x)]* = co.
Uloha 25

1414441 2t 1 11
s ta s Ta T e o
RTINS U SO L T 1 1
=yt s T 24 T 120 T 720 T 5040 T 20320 T 362880

~1+140,5+ 0,166 666 667 + 0,041 666 667 + 0,008 333 333+
+0,001 388 889 + 0,000 198 413 + 0,000 024 802 + 0,000 002756 =
2,718281527

Ked’ sa pozriete na posledny pripocitany clen, ktory zacina piatimi nulami za desatinnou ¢iarkou
a zvazite, Ze kazdy d’al$i ¢len bude minimdlne desat’krdt mensi nez predosly, tak mozete usudit,
Ze minimdlne pdt’ desatinnych miest za desatinnou ¢iarkou by malo byt" spravne. (V skuto¢nosti je
spravne aj ta jednotka, ktord nasleduje za osmickou, takze tych spravnych desatinnych miest je Sest’.)
Oproti tlohe 9 z desiatej kapitoly, kde sme na vypocet &isla e s presnost'ou na tri desatinné miesta
museli s¢itat’ vySe 1700 Cisel, je tato metdda podstatne rychlejsia.

Uloha 26

sinx =ag4+mx+ax>+azxd+asx* +asx®+agx®+ayx’ + ...

sin0 = ag
ap=20
cosx:a1+2a2x—|—3a3x2—|—4a4x3—|—5a5x4—|—6a6x5—|—7a7x6—|—...
cos0 = aq
a1 =1
—sinx=2-ay+3-2-a3x+4-3-a3x>+5-4-a5x°+6-5-a6x* +7-6-a7x>+ ...
—sin0 = 2a»

112:0
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—cosx=3-2-a34+4-3-2-a,x+5-4-3-a5x>°+6-5-4-a5x°+7-6-5-a7x*+...
—cos0=3-2-a3

1
az = —5
Podobne d’'alej dostaneme, Ze a4 = 0, a5 = %, ag =0, a7 = —% atd’. Ked' tieto koeficienty dosadime do
povodného radu, dostaneme:
i ¥ i
smx:x—g%—ﬁ—ﬁ—{—---
Podobne dostaneme, Ze
x2  xt x®
cosle—i—ka—a%—---

Uloha 27

Ideme do radu sinx = x — ’3‘)—? + ’é—? — ’;—T + ... dosadit’ ¢islo 0,017 453293 (Co je jeden stupeni v radia-
noch). Ked” budeme pocitat’ s presnost'ou na devit’ desatinnych miest, dostaneme, Ze

17 2
sin1° = 0,017453293 — 200 2?5 317, 0,000 g?o 02  _

0,017 453293 — 0,000 000 886 + 0 = 0,017 452 406

Na to, aby sme dostali presnost’ va¢siu neZ osem desatinnych miest (aj to deviate je v poriadku), stacilo
s¢itat’ dva ¢leny radu.

Uloha 28

. , 3 5 7 2 4 6 . .
Ked’ zderivujeme rad pre sinus x — 3; + 5 — % + ..., dostaneme 1 — 5 + 37 — %7 + ... Ano, je to

kosinus.

Uloha 33

Ked’ chceme na vypocet In2 pouzit' rad

1 3 5 7
1n<+67):2<q+q+q+q+...>

1-¢q 3 5 7
potrebujeme ndjst’ také g, aby }%Z = 2. To je ale rovnica, ktord sa d4 I'ahko vypocitat':
1+q=2(1-q)
1+9g=2-2q
3g=1
_ !
173
Do radu teda potrebujeme dosadit’ § = 0,333 333333. Dostaneme
In2 ~
7037037 411522 457247
~2 (0333333383 + o/ 07057 D00AT15226 , D000 +...) =
3 5 7
= 0,666 666 667 + 0,024 691 358 + 0,001 646 091 + 0,000130 642 + - - - =
= 0,693134757

Prirodzeny logaritmus z 2 je priblizne 0,693 147 181, takZe to mame dobre na Styri desatinné miesta.
A ani sme nemuseli s¢itat’ desat'tisic ¢isel ako pri sposobe z tloh 31 a 32.
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Ulohy 35 a 36

Potrebujeme néjst’ také x, aby platilo

1= %+x
l—%x
teda
1—%x:%+x
2—x=1+4+2x
1=23x
1
=3

Plati teda arctg(1) = arctg(3) + arctg(3). Mimochodom - platnost’ tejto rovnosti sa d4 pekne uvidiet’ aj
na nasledujicom obrdzku. V 'avom dolnom rohu sa stretaji dva uhly pravouhlych trojuholnikov. Ked’
sa pozriete na dizky ich odvesien, uvidite, Ze vel'’kost horného uhla je arctg(%) a vel'kost’ spodného je
arctg(3). Dokopy davajt Z, ¢o je arctg(1).

Obr. 68: Arkustangensy

Pomocou tychto hodnét a nasho radu sa pokiisime vypocitat’ 7r. Spocitame prvych Sest’ clenov
a dostaneme:

1 () 3 _ @

1
ardg(z)‘z_ 3 Ty 7t T T

=0,5-0,041667 + 0,006 25 — 0,001 116 + 0,000217 — 0,000 044 = 0,463 640

3 5 7 9 11
N_1 G 6 G 6 6 _
ardg(s)_:-s_ 3 5 7 TTo T T
— 0,333333 — 0,012346 + 0,000823 — 0,000 065 -+ 0,000 006 — 0,000 001 =

=0,321751

Z toho dostaneme 7 ~ 0,463640 + 0,321751 = 0,785390, a teda 7 ~ 3,141564, ¢o je dobre na Styri
desatinné miesta.

Je vidno, Ze jednotlivé ¢leny toho radu s polovicou klesaji pomalSie neZ tie s tretinou. Preto by sme
sa radi toho polovicového radu nejako zbavili a nahradili ho radom, ktory by sme poc¢itali v nejakom
mensom (isle, ¢im sa dostdvame k tlohe 36.

Potrebujeme najst’ také x, aby platilo arctg(3) = arctg(3) + arctg(x). Ked’ vypotitame tangens

oboch stran rovnice, dostaneme:
1 1
= arctg 3 + arctg(x)
(a
t2)

)
2 1-—tg(arctg (3)) - tg (arctg (x))

1 tg(arctg() + tg (arctg (x)) _%—I—
1
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x 2
1—§:§+2x
3—x=2+6x

1="7x

1
=7

Dozvedeli sme sa, Ze arctg(3) = arctg(3) + arctg(%). (Vedeli by ste to tiez ukdzat' geometricky?)
Z tejto rovnosti dostaneme:

T 1 1 1 1 1
i arctg (2> + arctg <3) = arctg (3> + arctg <7> + arctg (3> =
= 2-arctg <1) + arctg (1)

3 7

Rad pre arctg(%) uZ mdme vypocitany, pod'me to este spravit' pre td 3

nN_1 @ @@ G _
arCtg<7>_7_ 3 s 7 T T T
= 0,142857 — 0,000 972 + 0,000 012 — 0,000 000 -+ 0,000 000 — 0,000 000 =

=0,141897

Z toho dostaneme % ~2-0,321750 4 0,141 897 = 0,785398, a teda 7 ~ 3,141 592. Na miliéntiny presne.
Nie zlé. S T'ubovolnou silnejSou vypoctovou technikou (tabul'kovy kalkulator alebo programovaci ja-
zyk) sa to da rychlo eSte vyrazne vylepsit'.

Uloha 37

Neprezradim. Odpovede na tieto otdzky st zaujimavé a vyzZaduju hlbsi vhl'ad do problematiky
radov, neZ poskytla tito kapitola. Rozmysl'ajte, hl'adajte a pytajte sa mudrejSich. Napoviem len, Ze to
s tym logaritmom sa dad odhalit’ jednoduchsie, ako s tou funkciou.






17 AKO VYPOCITAT COKOLVEK

Tato kapitolu za¢neme citdtom z knizky R. P. Feynmana To sndd’ nemyslite vdZne:”>

Ked’ som bol prvykrat v Brazilii, raz som tam obedoval v reStaurdcii — uz sa ani nepaméatdm,
kol'’ko bolo hodin, vZdy som sa v reStaurdcii ocitol v nespravnu dobu — a bol som jediny
host'. Jedol som steak s ryZou (¢o milujem) a okolo mojho stola stli asi Styria ¢asnici. Do
reStaurdcie vsttpil Japonec. UZ predtym som ho videl motat’ sa okolo; snazil sa predavat’
abakusy. Zacal sa rozprévat’ s ¢asnikmi a vyzval ich na sat'az: povedal, Ze dokdZe scitat’
rychlejsie, nez ktokol'vek z nich.

Casnici sa nechceli blamovat/, tak povedali: ,Hej, hej — pre¢o to neskdusite tamto s nasim
zdakaznikom?”

144

Prisiel teda ku mne. Protestoval som: ,,Ale ja neviem dost’ po portugalsky
Casnici sa smiali: ,Cisla st jednoduché.”

Priniesli mi papier a ceruzku. Chlapik poZiadal jedného ¢asnika, aby zadal niekol'’ko &isel
na sc¢itanie. Porazil ma na hlavu, pretoZe kym som ja pisal, on uz ich rovno s¢ital. Navrhol

som, aby ¢asnik pripravil dva rovnaké stipce &isel a naraz nam ich podal. Dopadlo to takmer
rovnako — aj tak ma bezpecne porazil.

LenZe chlapik dostal gurdz a chcel sa este predviest'. ,Multiplicao!” povedal.

Niekto napisal priklad. Zas ma porazil, ale nie o tol'ko, pretoZe ndsobim dost’ rychlo. Po-
tom urobil chybu: navrhol, Ze budeme pokracovat’ delenim. Neuvedomoval si, Ze ¢im je
priklad t'azsi, tym mam vacsiu Sancu. Obaja sme pocitali dlhy priklad na delenie. Skoncil
nerozhodne. To ten Japonec nemohol preniest’ cez srdce, pretoZe to s abakusom asi vedel
vel'mi dobre a teraz ho skoro porazil nejaky host’ v restauracii.

,Raios cubicos!” povedal pomstychtivo. Tretia odmocnina! Chcel pocitat’ aritmeticky tretiu

odmocninu! Iba t'azko ndjdete v aritmetike t'azsi fundamentélny problém. Muselo to byt
vrcholné &islo jeho abakusového umenia.

Napisal na kus papiera ¢islo — tiplne I'ubovolné ¢islo — a ja si ho dodnes pamétam: 1729,03.
Na ¢o sa s mumlanim a hmkanim dal do prace: ,Mmmmmmagmmmmbr. .. " — pracuje ako
¢ert, pekelne ststredeny na vypocet tej tretej odmocniny.

A ja zatial len tak sedim.
Jeden z ¢asnikov hovori: ,Co je?”

Ukézal som si na hlavu a povedal som: ,,Premysl'am!” Na papier piSem 12. O mala chvil'u
mam 12,002.

Muz s abakusom si utrel pot z ¢ela a hovori: ,Dvandst’.”
,No pockajte!” vravim. ,Viac ¢islic. Viac ¢islic!” Viem, Ze ked” pocitate aritmeticky tretiu
odmocninu, tak kazd4 d’alsia ¢islica dé viac préce nez ta predchddzajuica. Je to fuska.

Znovu sa do toho zabral a huci: ,Rrrrgrrrrmmmm. .. “, zatial’ ¢o ja priddvam d’alSie dve
¢islice. Kone¢ne zdvihne hlavu a hovori: ,,12,0!”

75 Richard Feynman je nositel’ Nobelovej ceny za fyziku z roku 1965 a uvedend knizka je jeho vel'mi pévabnou autobiografiou.
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Casnici st celi roz¢uleni a St'astni. Hovoria mu: ,Pozri, dokdZe to len premysl'anim a ty
potrebujes abakus! Ma viac ¢isel!”

Celkom zni¢eny a pokoreny odisiel.

V tejto kapitole sa dozvieme, ako to Feynman po¢ital. UkaZeme si aj niektoré d’alSie triky, zaloZené
na podobnom principe, ktoré vyuzivaja kalkulacky a pocitace, aby pre vas zistili hodnoty, ktoré prave
potrebujete.

Vratme sa teda k tomu Feynmanovmu pribehu. Ako d’alej pie, v prvom rade mal vel'ké st'astie.
Japonec totiZ na odmoctiovanie zvolil ¢islo 1729,03. To ¢islo ma ta vyhodu, Ze vel'mi blizko neho sa
nachddza ¢&islo 1728. Rovnako, ako sa nasi Ziaci na zdkladnej skole dozvedia, Ze 1dm = 10cm a preto
1dm® = 103 cm® = 1000 cm3, tak sa Ziaci v Spojenych §tatoch dozvedia, Ze ked'Ze ma jedna stopa 12
palcov, tak jedna stopa kubickd mé 123 = 1728 palcov kubickych. Uz mali Ameri¢ania teda vedia, ze
tretia odmocnina z 1728 je 12.

Dalsie zaujimavé pozorovanie je graf funkcie y = /x v okoli &sla 1728. MoZete ho vidiet na
obrazku 69. Ano, t4 vodorovna &iara vo vyske 12, to je presne on.

Obr. 69: Tretia odmocnina

Z toho grafu su zrejmé dve veci. Jednak je vidno, Ze hodnota sa medzi ¢islami 1728 a 1729,03
nijako zdsadne menit’ nebude. Preto Feynman po kratkom zamysleni napisal 12. Druhy detail, ktory
sa da z obrazka vidiet/, je, Ze ten graf sa dost’' dobre podobd na priamku. Z tohto tidaja sa daju zistit’
tie d'alsie cifry.

Graf si totiz na nejakom okoli bodu [1728;12] m6Zeme nahradit’ doty¢nicou v tomto bode. Ked'ze
vieme derivovat/, smernicu doty¢nice si vieme vypocitat’ jednoducho. Tretia odmocnina je funkcia

1,-2 1

y = X3, Jej derivacia bude funkcia y = 3x73 = TR A smernica doty¢nice v bode x = 1728 bude

teda 30 11728)2 = 3.}22 = -4z = 13- Ked’ pozndme smernicu a hodnotu v jednom bode, vieme spravit

rovnicu priamky. Jedna z moznosti zdpisu je y = 12 + jﬁ(x —1728). Cislo 1729,03 je priblizne o 1
TakZe tretia odmocnina z 1729,03 bude zhruba 12,002. Keby sme to chceli vediet’ presnejsie, potrebovali
by sme vypotitat' i35 - 1,03. To sa dé ruéne vydelit’ tiez celkom rychlo (a Feynman, ked'Ze potitanie
spamiti trénoval, to vypotital aj bez papiera). Vyjde 0,002 38. A skuto¢ne ~/1729,03 = 12,002 38.

Uloha & 1:  Pomocou rovnakého triku priblizne vypotitajte v/145 a 1/99, sin(0,02), In(1,03) a ¢!. Po-
tom to vypocitajte na kalkulacke a porovnajte.



Pri rieSeni tlohy 1 ste si okrem iného mohli uvedomit’, preco fyzici pri niektorych odvodzovaniach
nahrddzajt sinus malého uhla tym uhlom samotnym.

Pod'me teraz tvahu, ktora ste robili, zovseobecnit. Mame funkciu f(x), pozname jej hodnotu, aj
jej derivaciu v bode a. Chceme ju lokalne nahradit’ doty¢nicou. Této doty¢nica ma smernicu f'(a). To
znamend, Ze na jednotku dizky v smere osi x stipne priamka o f’(a) (pripadne klesne, ak je f’(a)
zaporné). Ked’ sa teda posunieme o dizku x — a, priamka stipne o f/(a)(x — a). Hodnota hl'adanej
linedrnej funkcie v bode x bude teda y = f(a) + f'(a)(x — a). Detaily si pozrite na obrazku 7o.

A

f(a) <=

Obr. 70: Linedrna aproximécia

Trik, pri ktorom sa funkcia y = f(x) na uréitom tseku v okoli bodu x = a nahradi linedrnou
funkciou, ¢asto doty¢nicou y = f(a) + f'(a)(x — a), sa nazyva linedrna aproximadcia. Takouto apro-
ximdciou st v skuto¢nosti aj niektoré fyzikdlne zakony. Napriklad Hookov zdkon, ktory hovori, ako
sa menf dizka pruziny v zavislosti od sily, ktord na fiu posobi (a ktory sme vyuzivali, ked’ sme v 15.
kapitole v tdlohe ¢. 5 pocitali ten prak), mé tvar F = —kx, kde x hovori, o kol'’ko sme natiahli pruzinu,
F je sila, ktorou pruzina posobi, k je koeficient tuhosti pruziny a to ,minus” znamend, Ze sila, ktorou
poOsobi pruZina, ma opacny smer neZ smer natiahnutia pruziny. V skuto¢nosti ale t4 funkcia vobec
nie je linedrna. Ako vyzerd pre kujné kovy, je mozné vidiet' na obrazku 71. Na linedrnu sa ta funkcia
podoba iba medzi bodmi 0 a A. Na tom tseku teda pouzivame linedrnu aproximéciu, ktord sa nazyva

Hookov zékon.

Elastic limit

Proportional or
limit yield point

Fracture point

B
' Plastic behaviour
.

.
‘\«\Elastic behaviour
.
.

"

Stress —» /

t.'...-Permanent set
1
0 o,
T Strain —» 30%
<1%

Obr. 71: http://images.tutorvista.com/cms/images/38/stress-strain-curve.gif
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Podobne je to s mnohymi d’al$imi fyzikdlnymi zakonmi, ako napriklad so vzt'ahom medzi napatim
F

apradom I = Y alebo vzt'ahom medzi zrychlenim a silou a = £ (Newtonov zékon sily). St to linedrne
aproximdcie komplikovanejsich zavislosti. O Newtonovom zdkone sily sa dlho myslelo, Ze je presny
a na to, Ze je to len linedrna aproximadcia zloZitejSieho vzt'ahu sa prislo aZ s objavom tedrie relativity.

Népad s linedrnou aproximdciou sa dé tvorivo rozvinat’' viacerymi spdésobmi. Prvy z tych, ktoré
si spomenieme, sa nazyva Newtonova doty¢nicovd metdéda, ktord moze za bulvdrny nazov tejto ka-
pitoly. TotiZ — rieSenie rovnic je matematicky problém, ktory sa tiahne celou histériou. Kvadratické
rovnice vedeli rieSit' uz v starovekom Babylone a tplné rieSenie vsetkych pripadov aj s dokazmi spra-
vil Abu DZafar Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi v deviatom storoc¢i. Kubické rovnice dokdazal
rieSit’ zac¢iatkom Sestndsteho storocia Scipione del Ferro a rovnice stvrtého stupna tiez v Sestndstom
storo¢i Lodovico Ferrari. V devdtnastom storo¢i prisiel Niels Henrik Abel na to, Ze rovnice piateho
stupmia sa iba pomocou Standardnych matematickych operéacii (plus, minus, krat, deleno, odmocniny)
vo v8eobecnosti tplne presne rieit’ nedaji (a aj ukazal, preco je to tak). Nast'astie Isaac Newton uz
v sedemndstom storo¢i vymyslel fintu, pomocou ktorej sa dd vacsina rovnic vyriesit' s I'ubovolnou
potrebnou presnost'ou. InZinieri jasajt.

Trik spociva v tom, Ze si povieme, Ze zo zaciatku ndm sta¢i nie vel' mi presny vysledok a ten budeme
postupne spresiiovat’. Chceme napriklad zistit’, v ktorom mieste pretne funkcia f(x) na obréazku 72 os

X.
AY
/ y=f(a)+f(a)(x-a)

f(a)

f(x)

Obr. 72: Newtonova metdda

Na zaciatku si odhadneme, Ze korefi bude priblizne a. Z obrazku je zrejmé, Ze sme to neodhadli
vel'mi dobre, pretoze hodnota f(a) ma od nuly d’aleko. Ako né$ tip jednoducho vylepsime? Funkciu
si nahradime jej linedrnou aproximaciou v bode 4. T4 mé rovnicu y = f(a) + f'(a)(x —a). Ked'ze je
to linedrna funkcia a linedrne rovnice riesit’ vieme, celkom jednoducho zistime, kde ndm t4 priamka
pretne os x:

X—a=—
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Toto nové x bude ku koreniu blizsie neZ povodné a. A Ze to stale nie je tplne presne? Ni¢ ndm neb-
rani tato hodnotu pouzit’ ako nové a a pomocou toho istého vztahu vypocitat’ este lepsSie priblizenie.
A potom znova a znova, aZz kym nedostaneme takd presnost’, akti potrebujeme.

Predved’'me si Newtonovu metédu na funkcii y = x® + x — 1. Tato funkcia je definovana pre vietky
redlne Cisla, je spojitd, plati f(0) = —1, teda v nule mé& zadporna hodnotu a f(1) = 1, teda v jednotke je
kladna. Z toho vyplyva, Ze by kdesi medzi 0 a 1 mala mat’ koreti. Ten budeme hl'adat’.

Newtonova metéda ndm hovori, Ze ked’ je a odhad koretia, tak a — “;;‘:11 by mal byt lepsi odhad
koretta. Pociatoént hodnotu a si zvolime napriklad 1. Ked' ju prvykrat vylepsime, dostaneme 1 — 1 =
0,75. Ked’ vylepsime tato hodnotu, dostaneme 0,686 047. Dalgie hodnoty budua 0,682 340, 0,682 328,

0,682328, ...Na Sest’ desatinnych miest ndm stacili Styri iteracie.”®

Uloha & 2: Cislo v/2 je korefiom rovnice x> — 2 = 0. Pomocou Newtonovej metédy ho vypotitajte
s presnostou na 8 desatinnych miest. (Ano, najprv si napiste iteraény vzorec.) Kol'ko
iteracii bolo treba spravit? Ako by sa zmenil iteraény vzorec, keby ste potitali v/5? Ako
by ste pocitali tretiu odmocninu?

Uloha ¢&. 3:  Najdite rieSenie rovnice x = cos(x). (Rada: dajte si vietko na jednu stranu.) Toto rieSenie
by ste beZznymi metédami hl'adali t'azko.

Aj Newtonova metdda ma svoje hranice. Sved¢i o tom nasledujtca tloha.

Uloha & 4:  Najdite Newtonovou metédou koreti funkcie y = x® — 2x + 2. Ako Startovt hodnotu
pouzite x = 0. Nakreslite si pomocou nejakého softvéru graf a zistite na riom, preco sa
deje to, ¢o sa deje.

Uloha & 5: Funkcia y = x® —2x2 — 11x + 12 ma korene —3, 1 a 4. (Funkcia je rozndsobend y =
(x +3)(x —1)(x —4).) Zistite, ku ktorému koretiu vas zavedie Newtonova metoda, ked’
zacnete na tychto hodnotéch:

2,35287527
2,35284172
2,35283735
2,352 836327
2,352836 323

76 Na dvadsat’ desatinnych miest ich stacilo Sest'.
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Dajte si nakreslit’ graf funkcie a skuste z neho zistit’, preco sa deje to, ¢o sa deje.

Dal$i zaujimavy smer tivah, ktory povedie k zaujimavym désledkom, je otédzka, ako vel'mi sa pomy-
lime, ked” pouZijeme linedrnu aproximdaciu. Ako sa déd napriklad pri tom Feynmanovi odhadnut, na
kol'ko desatinnych miest bude v/1729,03 spravne, ked’ pouzijem aproximdciu a nie pévodnu funkciu?

Majme teda nejaku funkciu y = f(x) a jej linedrnu aproximdciu v bode a, ktord m4 tvar y =
f(a)+ f'(a)(x — a). Zaujima ndas chyba R(x) = f(x) — [f(a) + f'(a)(x — a)].

V prvom rade netreba vel'a ndmahy, aby si ¢lovek uvedomil, Ze R(a) = 0. A len o trochu viac
ndmabhy stoji, aby si uvedomil, Ze R'(a) = 0. Okrem toho pre druhu derivaciu plati, Ze R”(x) = f"(x).

Uloha & 6:  Vynalozte ti ndmahu, zderivujte dvakréat R(x) (ddvajte pozor na to, o je konstanta a &o
nie) a presvedlte sa, Ze aj R(a), aj R'(a) je nula a ze R"(x) = f"(x).

Predpokladajme teraz, Ze na nejakom intervale (a;b) sa druhd derivacia povodnej funkcie sprava
slusne. Tym chce byt povedané, Ze jej absolitna hodnota sa d4 ohranicit’ nejakou hodnotou M. Pre
I'ubovol'né x z intervalu (g;b) teda plati, Ze |R"(x)| = |f"(x)| < M. Vieme nieco povedat’ o |R'(x)|?

Vieme, Ze R’(x) je primitivna funkcia k R”(x), teda Ze R'(x) = [ R”(x)dx. Takych funkcii je ale
vel'a. (VSetky sa lisia o konstantu.) Nast'astie ale e$te okrem toho vieme, Ze R'(a) = 0. Preto bude R’(x)
presne ta funkcia, ktora hovori, akd je plocha pod krivkou funkcie R”(x) na intervale (a; x).

Z obrazku 73 ale vidno, Ze celd plocha sa vmesti bud’ do obdiznika s rozmermi M x (x — a), ktory
lezi nad osou x (ak je obsah casti, ktoré sti nad osou vac¢si ako obsah casti pod 1iou, pretoze tie Casti
nad osou sa do toho obdl#nika zmestia a tie Zasti pod osou sa od nich este od¢itajt) alebo sa vmesti

.....

A

R"(X)

Obr. 73: Odhad R’(x)



Ked” uZ mdme odhadnuta derivdciu naSej chyby, méZeme kone¢ne odhadnat’ chybu samotna.
Ked'Ze vieme, Ze pre vsetky x z intervalu (a; b) plati

—M(x—a) <R(x) < M(x—a)

bude platit’ aj
/—M(t—a)dtg/ R’(t)dtg/ M(t — a)dt
a a a

Nezl'aknite sa tej zmeny pismenka. Ked'Ze x ndm teraz sltizi ako horna hranica integralu, potrebovali
sme premennt funkcie premenovat’, nech sa to nepletie. Po zintegrovani dostaneme:

VA E: _)21%
-nS] <o < [mUS
2 a 2 a
a ked'Ze vSetky tri funkcie maja v 4 hodnotu 0, dostaneme:

(x —a)? (x —a)?

-M
2

<R(x)<M

Z toho uz zistime odhad chyby |R(x)| < M@.

Co nam povie tento odhad v pripade toho Feynmanovho vypoctu? Pocitali sme tretiu odmocninu
z x = 1729,03 a a sme si zvolili rovné 1728. Hodnota vyrazu @ bude teda % = 0,53045. Ostava
zistit’ eSte to M. Na to potrebujeme vediet, ako vyzerd druhd derivéacia tretej odmocniny. To ale nie je
problém vypocitat’:

_ -2

() = 1ty 212 5 2.5
~\3 3 3 9T 9(Yx)S

Bude nds zaujimat, kde bude absoltiitna hodnota tejto derivécie na intervale (1728;1729,03) najvacsia.
Cim vadsie x zvolime, tym bude funkénd hodnota (v absolttnej hodnote) mensia. Najvacsiu hodnotu
teda dostaneme pre x = 1728. Absoltitna hodnota druhej derivdcie tam bude szg) ~ 0,0000009. Chyba,
ktorej sa Feynman dopustil, nebola teda vacsia nez 0,000 0009 - 0,530 45 ~ 0,000 00047 ~ 0,000 000 5.

Z toho je vidno, Ze Feynman vedel aj to, kde mé prestat’ pocitat, pretoZe pri pouZitej linedrnej
aproximadcii by Siestu cifru uz mohol mat’ nespréavne.

W

Uloha & 7: Akt maximdlnu chybu ste spravili, ked ste v prvej tlohe potitali v/145?

Na zaver tejto kapitoly dodajme, Ze funkcie sa daji aproximovat’ aj lepsie ako linedrne. Keby sme
napriklad pre nejaku funkciu f(x) hl'adali polyném, ktory s fiou mé v bode a spolo¢nti nie iba hodnotu
a prvu derivéciu, ale aj druht derivaciu, fungoval by takyto:

(x —a)?

y = fla) + f(a)(x - a) + f'(a) "

Uloha & 8:  Overte to. Dosad’te do tohto polynému, jeho prvej a druhej derivacie hodnotu a. Malo by

véam vyjst’ f(a), f'(a) a f"(a).
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Ak vdm polyném z predoslej tlohy nieco pripominal (konkrétne rozvoj funkcie do Maclaurinovho
radu, o ktorom sme rozpravali v predoslej kapitole), nie je to ndhoda. Vzt'ah, ktory ste odvodili v tlohe
29 predoslej kapitoly vyzeral takto:

FO). F10) a0 5 f(0)
Fx) = f0) + 2y P T ox? + P
To, ¢o sme dostali teraz, sa vel'mi podoba na prvé tri ¢leny tohto radu. Rozdiel je iba v tom, Ze predtym
sme robili derivacie v nule, teraz ich robime v nejakom inom bode a.

A skutotne, vezmime si funkciu f(x), ktort chceme rozvinat’ do radu v bode a. Spravime si funkciu
g(x) = f(x+a). Funkcia g(x) je iba posunutim funkcie f(x) o a vlI'avo. Preto hodnota a vSetky derivacie
funkcie g v nule st rovnaké ako hodnota a patri¢né derivacie funkcie f v bode a. Rozvifime g zndmym
spOsobom a vyuZime, Ze pozndme tie derivécie:

_ g0  8"0) > g"(0) 3
g(x) =g(0) + TR TG TRar A ST

iy P SO S0 )

1
g (O)x4+---:

Ked’ do rovnosti g(x) = f(x + a) dosadime namiesto x hodnotu x — a, dostaneme f(x) = g(x —a).
Ked’ teraz pouZijeme predchddzajicu rovnost, dostaneme:
f'(a) f"(a) f"(a)

f(x) = f(a) + 1 (x—a)+T(x—a)2+T(x—a)3+---

Tomuto radu sa hovori Taylorov rad. Je to podobne uZito¢nd vec ako Maclaurinov rad, navyse s tou
vyhodou, Ze funkciu méZeme rozvinat’ aj z inych bodov ako z nuly. To moZe byt’ vyhoda napriklad
vtedy, ked” funkcia v nule nie je definovana.

Uloha ¢. 9:  Rozviiite do radu funkciu y = In(x). Vhodné a si vymyslite, aby ste sa nadreli ¢o najmene;j.

Ak zoberieme z Taylorovho rozvoja funkcie f(x) iba prvych n + 1 ¢lenov, dostaneme polyném n-
tého stupnia, ktory md ta peknu vlastnost’, Ze v bode 4 ma rovnaku aj hodnotu, aj prvych n derivécit
ako funkcia f(x), teda je to optimalna aproximdcia n-tého stupiia. Okrem toho sa o tom polynéme da

_ \n+1

%, kde M je &islo, ktoré na intervale
(a; x) v absolttnej hodnote ohrani¢uje (1 + 1)-vt derivaciu funkcie f(x). (Ukazuje sa to tplne rovnako,
ako sme to robili pre linedrnu aproximaéciu, ale ¢islo M treba na intervale integrovat’ nie iba dvakrat,

ale (n + 1)-krat.)77

ukdzat/, Ze v mieste x sa od hodnoty f(x) lis$i maximélne o M

77 Pre I'udi, ktori sa s tym chcti pohrat’, jedna zakulisna informdcia: Ak si pamétate zadrhel z konca predoslej kapitoly — jeho

rieSenie sa skryva prave v tom, Ze sa ¢lovek poriadne pozrie na chybu, ktorej sa dopusti, ked’ pri tej funkcii, ktora sa rozvila
do tplne zlého radu skonéi pri polynéme n-tého stupria.



SPRAVY

Uloha 1

Cislo V144 = 12. Ked’ mame vypocitat' /145, bude to teda dvandst’ a ¢osi. Derivédcia funkcie

y=+x= x? je funkcia y' = $x 2 Této derivécia mé pre x = 144 hodnotu 5+ = 5; ~ 0,041 667.

_ 1
NEE
hodnota bude teda priblizne 12,041 667. (Keby mal interval dizku 3, zvicsila by sa odmocnina trikrat
tol'’ko. Odhad /147 by bol teda 12,125.) Hodnoty, ktoré poskytne kalkulacka, st V145 ~ 12,041 595
a /147 ~ 12,124 356. Tie nase odhady st celkom dobré.
Podobne, ked’ chceme potitat’ 1/99, pozrieme sa po okoli a vidime, Ze /100 vieme potitat’ jednodu-

cho a presne. Okrem toho vieme (z predoslého odseku), Ze derivacia odmocniny je v’ = ﬁ, o je pre

x = 100 rovné %, ¢ize 0,05. Odmocnina v okoli stovky teda rastie rychlost'ou 0,05 ypsilonu na jeden
iks. Odmocnina z 99 by teda mala byt priblizne 9,95. Kalkulacka prezradi, Ze je to 9,949 874. Pomylili
sme sa o nie¢o menej ako 0,0002. To tieZ nie je zIé.

Rovnako vieme, Ze sinus v nule je nula a derivécia sinusu je kosinus a ten md v nule hodnotu 1.
Teda sinus v nule rastie rychlostou 1 ypsilon za 1 iks. Preto by sin(0,02) malo byt rovné priblizne
0,02. Kalkulacka prezradi, Ze sin(0,02) ~ 0,019 998 66. Rozdiel je mensi ako 0,000002. Cudia, ktorym
kalkulatka prezradila, Ze sin(0,02) ~ 0,000 349 07, zabudli prepnat’ kalkula¢ku zo stupiiov na radidny.
Vzhl'adom na to, Ze 0,02 stupiia je 0,000 349 07 radidnu, funguje to tieZ a este lepsie.

Rovnako to funguje aj v ostatnych pripadoch. Funkcia y = In(x) ma pre x = 1 hodnotu 0 a rastie
tam rychlostou 1y za 1x (pretoZe derivacia ' = 1 ma pre x = 1 hodnotu 1). Hodnota In(1,03) bude
teda priblizne 0,03. Presnej$ia hodnota je 0,029 559. Podobne, ked’ chceme pocitat’ V1 uvedomime si,
Ze ¢* mé pre x = 0 hodnotu 1 a derivaciu (ktord je e*) tieZ 1. Teda rastie rychlostou 1y za 1x a v 0,1
bude mat’ teda hodnotu priblizne 1,1. Hodnota, ktortt nam prezradi kalkulacka, je 1,105171.

Ulohy 2 a 3

Ak chceme Newtonovou metédou pocitat’ V2, teda koreti rovnice x2 —2 = 0, itera¢ny vzorec bude
mat’ podobu:
a%—2
2a

Ak zacneme s tvodnou hodnotou a4 = 2 a dosadime ju do itera¢ného vzorca, dostaneme a = 1,5.
Ked’" dosadime do vzorca ttito hodnotu, dostaneme a = 1,4166666667. Ked" vysledky budeme
d’alej pomocou itera¢ného vzorca sprestiovat, dostaneme postupne hodnoty a = 1,4142156863,
a = 1,4142135625, a = 1,4142135624, a = 1,4142135624,...Poslednd hodnota sa uz bude stale opa-
kovat'. Kalkulacka ndm prezradji, Ze V2 &~ 1,414 213562 37. Stacilo pat iterécii.

Podobne ¢&islo v/5 je korefiom rovnice x> — 5 = 0. Iteraény vzorec bude a — ”22;5 a ak zatneme
od a = 2, dostaneme postupne hodnoty 2,25, 2,2361111112, 2,236 0679780 a 2,236 067 977 6, pricom
posledna sa uz bude opakovat'. Podl'a kalkulacky /5 = 2,236 067 977 5.

Ak chceme pocitat’ J/p, treba si uvedomit’, Ze toto &islo je koretiom rovnice x> — p = 0. Iteraény

a_

s
vzorec na hl'adanie korena tejto funkcie bude a — ”3a F. Teda keby sme si napriklad nevedeli spomentt,
a37

kol'koje V8, pouZijeme itera¢ny vzorec a — 3u28. A ked’ zatneme hl'adat’ od a = 3, dostaneme postupne
hodnoty 2,296 296 30, 2,036 587 41, 2,000 653 36, 2,000 00022 a 2,000 000 01. Na tejto hodnote to zastane,

lebo ¢len “;;28 je uz prili§ maly a kalkulacka ho vyhodnoti ako 0.

V tlohe 3 rieSime to isté eSte raz v zelenom. Hl'addme koren funkcie x — cos x = 0. Itera¢ny vzorec
bude a — 524, Ak za¢neme s a = 0, dostaneme postupne a = 1, 2 = 0,75036387, a = 0,73911289,

1+sina*

203



204

78

| KAPITOLA 17. AKO VYPOCITAT COKOLVEK

a = 0,73908514, a = 0,73908513. Posledné a je skuto¢ne hodnota, ktord sa rovna svojmu vlastnému
kosinusu.

Ako uz bolo naznacené v texte, rovnica sa inymi metéddami riesi tazko a dokonca je mozné, Ze
sa pomocou beznych funkcif (tych, ktoré mate v tabul'ke v 14. kapitole) ani riesit neda.”® Priblizné
metédy podobné Newtonovej doty¢nicovej metéde by v tom pripade boli jedind Sanca, ako takéto
rovnice riesit’.

Uloha 4

Této tloha ukazuje jeden typ situdcie, na ktorej moZze Newtonova doty¢nicovd metdda zlyhat'. Si-
tudciu vidite na obrdzku 74. Ak zvolime Startovaci bod nevhodne (v nasom pripade bude a = 0), prvy
krok nés posle nie blizsie ku koreriu, ale d’alej od neho, konkrétne do a = 1. Iteraény vzorec je totiz
a— “33;22@2'2 Aby bola situdcia eSte ¢arovnejsia, ked” vypocitame d’alsi krok, dostaneme opat’ a = 0,

takZe sa celd situdcia uteSene zacykli. Ku korefiu sa tym padom vobec nemdme Sancu dostat’.

Obr. 74: Zacyklena Newtonova metéda

Tento priklad otvara otdzku, kde v pripade tejto funkcie zacat, aby sme nejako vedeli zaruéit/, ze
Newtonova metdda bude fungovat'. Existuje nejaké vseobecné kritérium? Existuje funkcia, pre ktora
to nebude fungovat’ nikde?

Uloha 5

Pri pocitani tejto tlohy je vhodné vyuZzit' nejakti vypoctovu techniku (kalkulacku, ktorej mozno
zadat’ vyraz obsahujtci Ans, tabul'kovy kalkuldtor alebo nieco programovatel'né).

Uloha ilustruje, Ze aj naozaj malé rozdiely v potiatoénej hodnote nas mozu priviest' k tplne roz-
nym koretiom. Konkrétne jednotlivé ¢isla zo zadania vedt postupne k tymto koretiom: 4, —3, 4, —3,
1, pricom vstupné hodnoty st zoradené od najvicsieho po najmensie. Krajné vstupné hodnoty sa lisia

Ide o otvoreny probém z oblasti matematiky s ndzvom topologicka Galoisova teéria. Americky matematik Stephen Scha-
nuel v Sest'desiatych rokoch dvadsiateho storo¢ia vyslovil hypotézu ohl'adom istych rozsireni pol'a raciondlnych cisel
https://en.wikipedia.org/wiki/Schanuel%27s_conjecture, ktorej désledkom je, Ze nasa rovnica nemd rieSenie v uzavretej
forme, ¢iZe sa pomocou elementdrnych funkcii skuto¢ne vyriesit' nedd. Schanuelovu hypotézu sa ale doteraz nepodarilo ani
dokazat’, ani vyvratit'.


https://en.wikipedia.org/wiki/Schanuel%27s_conjecture
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Sprawy |

o menej ako 0,000 04 a tretia a piata hodnota o menej ako 0,000 003. Cast’ matematiky s vel'mi zaujima-
vymi aplikdciami, ktord sa zaoberd tym, Ze malé rozdiely vo vstupnej hodnote mézu priniest’ vel'ké
rozdiely vo vysledku, sa nazyva teéria chaosu.”?

]

f(x)=x3-2x2-11x+12
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Obr. 75: Newtonova metdda v GeoGebre

Ak sa niekto chce pozriet’, ako sa vyvija situdcia pre rozne Startovacie hodnoty, k dispozicii je pekny
interaktivny néstroj spraveny v GeoGebre. UkaZe vam graficky aj ¢iselne prvych 10 iterécif a Startovym
bodom moZete pohybovat’ mySou. Ndjdete ho na adrese http://www.geogebra.org/m/66080 a ukazku
moZete vidiet’ na obrazku 75.

Uloha 6

Chyba, ktorej sa dopustime, ked’ pachame linedrnu aproximéciu funkcie f(x) v bode a bude R(x) =
f(x) = [f(a) + f'(a)(x — a)]. Je to rozdiel samotnej funkcie (vI'avo) a jej linedrnej aproximécie (vpravo
v hranatych zatvorkach).

To, Ze ta chyba v bode a bude 0, sa da zistit’ jednoducho, sta¢i za x dosadit’ a. Dostaneme R(a) =
£(a) — [f(a) + f'(@)(a — a)] = f(a) - [F(a) + f'(a) -O] = F(a) — f(a) = O.

Predtym, ako budeme pocitat’ derivaciu chyby, upravme si chybu do tvaru R(x) = f(x) — f(a) —
f'(a)(x — a). Derivécia R’ (x) potom bude rovné f'(x) —0— f'(a)(1 — 0), ¢o je po tprave rovné f'(x) —
f'(a). (Pri tom derivovani bolo treba mat’ na pamaéti, Ze f(a) aj f'(a) st konstanty.) To, Ze ked’ do tej
derivacie dosadime za x hodnotu g, tak dostaneme nulu, je rovno vidiet'.

Z toho, ze R'(x) = f'(x) — f'(a) uZ jednym zderivovanim dostaneme, Ze R”(x) = f"(x).

Uloha 7

1

] Z . z . —
= 1x72. Druhd derivécia teda bude y’ = —jx 72 = 2

AV

.....

1 1

o . 1. _3
Derivacia funkcie y = /x = x2 je /' 2

T4 bude mat’ na intervale (144;145) najvas$iu absolutnu hodnotu pre x
¢islom delime, tym mensia je absolttna hodnota. To dosiahnuté maximum bude

Vloger 3BlueiBrown (vlastnym menom Grant Sanderson) spravil dve nddherné vided o tom, ako stvisi Newtonova me-
téda (pouzitd v komplexnych &islach) s chaosom a fraktdlmi. Néjdete ich na adrese https://www.youtube.com/watch?v=-
RdOwhmqP5s a https://www.youtube.com/watch?v=LgbZpur38nw. Urite si ich pozrite. Existuje podvabna populdrna knizka ve-
novana tedrii chaosu s nazvom , Hraje Bith v kostky?“, ktorej autorom je britsky matematik Ian Stewart. Tt tieZ odportcame
do vasej pozornosti.
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— 2 . v v .
v x = 145 bude teda maximaélne 691ﬁ . (45 2144) = 13%;24. To je mensie ako wlw = 0,0001. Takze ta

hodnota 12,041 667, ktorti sme dostali v prvej tlohe, by mala byt sprdvne na $tyri desatinné miesta,
teda 12,041 6. Ked’ sa pozriete na hodnotu vypocitant kalkulackou, zistite, Ze to po zaokrthleni sedi.
Podobne mdZeme odhadntt’ chybu aj pri ostatnych zadaniach z prvej dlohy. Hodnota 1/99 ndm
vy$la pomocou linedrnej aproximacie rovnd 9,95. Druh4 derivécia odmocniny, teda funkcia y” = ; (:/3?)3
je na intervale (99;100) najvacsia pre x = 99, ¢o je trosku problém, lebo by sme potrebovali zistit,
kol'ko presne je v/99 a to edte len po¢itame. Bude nam ale stacit’ odhad, Ze to zaru¢ene bude vacsie

”ngs” g ﬁ < 0,0002. Skuto¢na hodnota je priblizne

nez 9. Chyba bude preto urc¢ite mensia nez
9,949 87, takZe nas odhad je pomerne presny.
Dalsie odhady uZ len rychlo: ak y = sinx, tak ¥ = —sinx. To na intervale (0;0,02) v absolttnej
hodnote nepresiahne hodnotu 0,02. (To, Ze tam je sin x < x, sme spominali kedysi ddvno v 11. kapitole.)
Teda nasa aproximacia sin(0,02) = 0,02 sa od spravnej hodnoty nebude lisit’' o viac nez 0,02 - w =
0,000 004. Presna® hodnota bola 0,019 998 66.
Hodnotu In(1,03) sme odhadli na 0,03. Ak y = Inx, tak vy’ = —xl—z. To bude mat’ na intervale

(1;1,03) najvac¢siu absolttnu hodnotu pre x = 1. Chyba teda bude maximélne 1 - (1’032_1)2 = 0,00045.

Skuto¢na hodnota vysla 0,029 559.

Hodnota ¢”! ndm vysla 1,1. Druhd derivacia funkcie y = ¢* bude y” = ¢*. To na intervale (0;0,1)
bude mensie ako 2. (Ked'Ze e < 4, tak ¢*° = /e < 2 a "' < ¢0°.) Chyba bude teda mensia nez
2. 1207 _ 01, Podla kalkulagky je &1 = 1,105171.

Uloha 9

Logaritmus a jeho derivdcie pre x = 1 budd postupne dosahovat’ hodnoty 0, 1, —1, 2!, —3!,
... (Zderivujte si sami. Derivujte tak dlho, kym vam nedojde, ako to bude d’alej.) Rozvoj prirodzeného
logaritmu do Taylorovho radu bude teda

(x-1)?%  (x=1° (x—1°

y=0+(x—-1)— Y

Porovnajte tento rad s Maclaurinovym radom pre funkciu y = In(1 + x) z predoslej kapitoly. Ako by
sa dal jeden z tych radov vypocitat’, ked” poznate ten druhy?

8o Presna v zmysle ,¢o kalkulacka dala”.
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Slovnym spojenim ,navarit’ z vody” sa zvykna mysliet' dve roézne veci. Bud’ to, Ze niekto nieco
tvrdi, ale nevie to poriadne vyargumentovat/, alebo to, Ze niekto zacal s malom a podarilo sa mu s tym
spravit’ zaujimavu vec. V tejto kapitole sa pokudsime o to druhé. Z mala informaécif sa poktsime vyt'aZzit’
zaujimavi matematiku. Ndstroj, ktory na to budeme pouZivat/, sa nazyva diferencidlna rovnica.

Zacneme prikladom zo sveta fyziky — tentokrét jadrovej. V periodickej tabul'ke mozZete néjst’ pri
kazdom prvku ddaj zvany atémova hmotnost'. Ten tidaj hovori, kol'kokrat je priemerny atém daného
prvku t'azsi nez jednoproténovy atom vodika. Na tomto ¢isle je zvlastne to, Ze napriek tomu, Ze protéon
a neutrén véazia prakticky rovnako a elektrény st oproti nim ovel'a I'ahSie (asi tisickrat) a je ich mélo,
tak toto ¢islo casto nie je celé. Napriklad atémova hmotnost’ uhlika je 12,011. Co tam robi to 0,011?

Pointa je v tom, Ze neexistuje len jeden uhlik, ale tri rozne uhliky.®* Najcastejsie sa vyskytuje uhlik,
ktory ma v jadre Sest’ proténov a Sest’ neutrénov. Oznacuje sa '2C. Jeho atémova hmotnost je 12. Takto
vyzera 98,9 % vsetkych uhlikov. Okrem toho sa obcas stane, Ze uhlik nema v jadre neutrénov Sest,
ale sedem. Takychto uhlikov *C je 1,1% a ked'Ze v 1,1 % pripadov pribudne jeden neutrén, vyrobi to
presne tych priemernych 0,011 neutrénov navyse.

Ludia s bystrejsim postrehom si v8imli, Ze 98,9 % a 1,1 % je dohromady 100 %. TakZe na ten zvysny
typ uhlika uZ neostalo miesto. Ano, tych zvy$nych uhlikov je naozaj vel'mi malo. Konkrétne uhlika *C,
ktory md v jadre okrem Siestich proténov az osem neutrénov, je iba 0,000 0000001 %. Takyto uhlik je
teda jeden atém z biliéna. Ale z tych troch typov uhlika md len ten posledny jednu zaujimavt vlastnost’
— je nestabilny.

Znamena to, Ze ked’ nechate atém '2C alebo '3C stat' a nebudete ho ostrelovat’ Ziadnymi inymi
¢asticami, tak sa ten atém nijako menit’' nebude. Ostane taky, aky je, pokojne miliardy rokov. Zato
atom C sa sprava zvlastne. Z Casu na Cas sa stane, Ze jeden neutrén v jeho jadre sa rozpadne na
proton, elektrén a antineutrino. V jadre je zrazu namiesto Siestich proténov sedem, na obale je sedem
elektrénov a zrazu to nie je uhlik, ale dusik. Transmutdcia v priamom prenose. Pre konkrétny atém
nevieme nijako predpovedat’, kedy sa to stane. Vieme iba, Ze pravdepodobnost’, Ze sa tak stane pocas
najbliZsieho roka, je pre kazdy atém rovnaka.

To, ¢o bolo povedané v predoslom odstavci, je presne to mélo, z ktorého sa teraz poktisime nie¢o
zaujimavé vypocitat. T4 jedina informdcia, ktort mame o uhliku C (a aj o inych nestabilnych izoto-
poch) k dispozicii, je, Ze kazdy jeden atém sa pocas dopredu daného ¢asového tiseku moze s rovnakou
pravdepodobnost’'ou rozpadnit'. Z tejto jedinej informécie sa poktsime zistit’, akd funkcia nam povie,
kol'ko atémov sa este v danom case nerozpadlo.

Za¢neme jednoduchs$imi tlohami.

Uloha & 1:  Predpokladajme, Ze mame nestabilny izotop, ktorého pravdepodobnost’ rozpadu jedného
atdmu pocas najblizsieho roka je 0,03 (teda 3 %). Kol'ko atémov sa vdm priemerne za rok
rozpadne, ked" ich bolo na zaciatku 1000? Kol'ko sa ich za rok rozpadne, ked’ ich bolo
na zadiatku 1000000? Ak tych atémov bolo na zatiatku 6 - 10% (to je priblizne jeden mol,
v pripade uhlika by to bolo asi 12 gramov), kol'’ko by ich bolo po roku? Po dvoch rokoch?
Po troch rokoch?

Toto nie je celkom pravda. Tych typov uhlika je az 15 od 8C do 22C. Tie zvy&né st ale vyrobené umelo a v prirode sa
nevyskytuja.
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Predosla tloha bola jednoduchd, pocas jej rieSenia ste ale ziskali jednu zaujimavu skdsenost'. Zistili
ste, Ze ¢Im viac tych atémov je, tym viac sa ich za jednotku ¢asu rozpadne. Inymi slovami, rychlost’
rozpadu latky je priamo idmernd mnoZstvu latky, ktord prave mame. Posledna veta prepisand do jazyka
rychlosti a derivécii bude vyzerat’ takto:

n = —kn alebo dn = —kn
dt

Pritom n oznaluje pocet atémov v danom case, 7 Ci fi—’tz oznacuje, ako rychlo sa ten pocet meni a k

je nejakd konstanta, ktord moZe byt’ pre kazdy nestabilny izotop ind. To minus je tam iba na to, aby
sme zdoraznili, Ze ta derivédcia bude zdporna a tych atémov bude ubtddat’, pokojne by sa dalo schovat’
do tej konstanty. Pre tych, ktori si zvykli viac na matematickd neZ na fyzikdlnu symboliku, moéZeme
prepisat’ tuto rovnicu do tvaru f’'(x) = —k f(x). Takyto vzt'ah, ktory hovori, ako zavisi derivicia od
povodnej funkcie, pripadne od samotnej premennej, sa nazyva diferencidlna rovnica prvého radu. To
,prvého radu” pritom hovori, Ze v rovnici sa vyskytuje iba prva derivacia.

Uloha ¢&. 2: Vezmime jednoduchy pripad a polozme k = 1. Skiiste uhddnut’ riesenie diferencidlnej rov-
nice f'(x) = —f(x). Teda najdite taka funkciu, ktort ked’ zderivujete, dostanete rovnakd,
ale s minusom.

Uloha & 3: A teraz skiste uhddnut’ riedenie diferencidlnej rovnice f'(x) = —k f(x).

Uloha ¢. 4:  Funkcia y = e * (alebo jej fyzikalny néprotivok n = e~), ktort sa vam pravdepodobne
podarilo uhadnut’ ako rieSenie tlohy 3, md jednu slabinu. Ak do nej dosadite ¢as t = 0,
dostanete hodnotu ¢® = 1. To znamend, Ze na zatiatku sme mali iba jeden atém. Co je
ale horsie, tak pre ¢asy t > 0 ndm ta funkcia vrati ¢isla z intervalu (0;1) a tol'ko atémov
sa ned4 dost dobre mat. Predpokladajme teda, Ze mame 12 gramov uhlika *C. Chceme
teda funkciu, ktora bude jednak spliat’ diferencidlnu rovnicu f'(x) = —k f(x) a okrem
toho bude platit, Ze f(0) = 6-10?%. Vymyslite aj takd. (Podmienka, ktord ndm hovori, akt
hodnotu musi mat’ funkcia na kraji, sa prekvapivo nazyva okrajovd podmienka.)

Ked’ si sktisenosti z predoslych tloh ddme dohromady, vidime, Ze funkcia, ktord ndm prezradji,
kol'’ko atémov nestabilnej latky budeme mat’ k dispozicii v ¢ase t, bude n = nge ™, pri¢om ny je pocet
atomov tej latky na zaciatku.

Skor, nez sa budeme d’alej venovat’ diferencidlnym rovniciam, ostarime este na chvil'u pri nesta-
bilnych atémoch. Pravdepodobne ste uz niekde po¢uli slovné spojenie , poléas rozpadu”.®> To je taky

82 Alebo ste asponi hrali Half-life. Half-life je anglicky ekvivalent ndsho pol€asu rozpadu. Inak — spravny slovensky termin,

ktory budeme d’alej pouZzivat/, je doba polpremeny.



¢as, za ktory sa rozpadne polovica danej nestabilnej latky. To znamend, Ze je to as, ktory musi spltiat
rovnost’

"o —kt

— = nge
5 0
Ked’ budete riesit’ tato rovnicu, tak hned” v prvom kroku vdm z oboch stran vypadne 1. Znamena
to, Ze doba polpremeny nebude zavisiet' od toho, kol'ko tej latky na zaciatku maéte, ale len od tej

pravdepodobnosti k, s akou sa budii atémy za dany ¢asovy tsek rozpadat'.

Uloha & 5:  Z uvedenej rovnice vypotitajte t. Zistite tak, ako zavisi doba polpremeny od pravdepo-
dobnosti k.

Uloha &. 6: Pravdepodobnost/, Ze sa jeden atém 14C v danom roku rozpadne, je 0,000121, teda
0,0121%. Ak4 je doba polpremeny uhlika *C?

T4 doba polpremeny uhlika e nevysla (vzhl'adom na vek Zeme) prili$ vel'kd. Zvedavejsim moZzno
napadlo, ¢im to je, Ze sa vObec v prirode vyskytuje. Nemal sa vSetok davno rozpadniat'? Dévod, preco
sa nejaky uhlik tohto typu v prirode vyskytuje stéle, je ten, Ze uhlika 4C nielen ubtida, ale aj pribtda.
Za to pribudanie mo6Ze jednak Slnko, jedna to, Ze naSa atmosféra je hlavne z dusika. Slnko totiZ nasim
smerom posiela mnoZstvo ¢astic, ktoré maja dost’ vysoku energiu. Ked’ takato castica vleti do nasej
atmosféry, tak sa Casto zrazi s nejakym atémom a rozbije ho na marne kusky. Takyto marny kisok
moZe byt napriklad neutrén. Takémuto potulnému neutrénu sa obcas podari vrazit' do jadra atému
dusika, vyrazi odtial’ protén a nahradi ho. Z dusika (najbeZnejsi izotop ma 7 proténov a 7 neutrénov,
teda N) je zrazu prvok, ktory ma 6 proténov a 8 neutrénov, teda 4C.

Tymto doplitanim vo vrchnych vrstvach atmosféry sa teda udrziava stala, aj ked’ mald, koncentrécia
uhlikov C medzi vSetkymi uhlikmi. Tieto uhliky sa zGZastiiuju na vsetkej beznej chémii. V pripade
Zeme je to do vel'kej miery chémia organicka. Rastliny ich vstrebavajti, bylinoZravce ich Zera v tych
rastlinach a médsoZravce v tych bylinoZravcoch. Vysledny efekt je, Ze vSetky Zivé tvory si pocas svojho
Zivota udrZiavaju priblizne rovnaké percento uhlika *C, ako je v atmosfére, &ize priblizne jeden uhlik
14C na bilién inych uhlikov.

Zmena nastane, ked’ rastlina ¢i zZivo¢ich odumrie. Do jeho telesnej schranky vtedy prestane priba-
dat’ akykol'vek uhlik, vratane toho nestabilného. A ten nestabilny sa za¢ne pomaly rozpadat'. Vzhla-
dom na to, Ze funkciu, ktora ten rozpad popisuje, pozndme, moZe ndm jeho mnozstvo slazit' ako
hodiny, ktoré ndm povedia, kol'ko ¢asu od tmrtia ¢ uhynutia uplynulo.

Uloha ¢.7: Na vylete v Egypte ste nasli dosku. Zobrali ste ju do laboratéria a zistili ste, Zze koncen-
tracia 1*C v celkovom mnoZstve uhlika je 0,6672 - 10~!2. (Takéto meranie vedia spravit
napriklad na Fakulte matematiky, fyziky a informatiky UK v Bratislave.) Aké je doska
stard? Z obdobia vlady ktorého faraéna pochadza?
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V pripade nestabilného uhlika je tdto metdéda pouZitelnad priblizne do t = 70000 rokov. Potom
sa uz toho uhlika rozpadne prili§ vela a nedd sa to rozumne merat’. (Na chybu merania vplyva nie-
kol'ko d’alsich detailov, ktoré sme tu nerozoberali.) Na datovanie starsich veci sa preto pouZzivaji iné
nestabilné izotopy.

Na zéver edte pripomefime, Ze uvedené pravidlo ,éim je toho viac, tym rychlejsie to ubtida”, spliiaju
nielen nestabilné atémy, ale aj mnohé iné veci, napriklad bublinky v pene na pive. Hladina peny bude
tym padom klesat’ podl'a toho istého vzt'ahu. Niekedy si to moZete skusit’ odmerat'.

Celkom pekne sme z tej vody navarili. Dokonca pivo.

Diferencialna rovnica y’ = —ky je jedna z najjednoduchsich a jej vysledok sa s trochou $t'astia dal
uhadnut’. Pod’'me si ukdzat’ nejaké d’alSie triky, ktoré nam umoznia lepsie hadat’, pripadne rovno urcit’
funkcie, ktoré su rieSenim diferencidlnej rovnice.

Zoberme si nejakt int diferencidlnu rovnicu — napriklad ' = —5. Prvy trik, ktory mozeme vy-
uzit’, bude geometricky. UZ kedysi v piatej kapitole sme spomenuli, Ze derivacia ndm hovori, ktorym
smerom v danom bode funkcia prave ide. A nasa diferencidlna rovnica nam v kazdom bode derivaciu
prezradi. Ak si teda vyberieme napriklad bod [2;1], dozvieme sa, Ze funkcia, ktord vyhovuje dife-
rencidlnej rovnici, bude mat’ v tom bode derivaciu (teda sklon —%, Cize —2. MoZeme si v tom bode
nakreslit’ mala ¢iarku spravnym smerom.

A modZeme to tak spravit’ nielen v bode [2; 1], ale v tol'’kych bodoch, v kol'kych budeme vladat'. Tieto
malé ¢iarky ndm daji dobrt predstavu o tom, aky bude tvar grafu funkcie. Samozrejme —jedna funkcia
nemoZze prechddzat’ cez vSetky body. Ale Ze jednej diferencidlnej rovnici zodpoveda viacero funkcii
a Ze sa dé vybrat’ takd, ktord md v danom bode spravnu hodnotu, to sme videli uz pri radioaktivnom
rozpade.

Ked’ sa ndm nebude chciet’ kreslit, moZeme si na internete néjst’ softvér, ktory to spravi za nds.
Pekny ndstroj vytvoreny v GeoGebre moZzete napriklad ndajst’ na adrese https://www.geogebra.org/
m/W7dAdgqc. Takdto sdstava Ciarociek, ktord ndm popisuje, ktorym smerom sa v jednotlivych bodoch
budd rieSenia uberat’, sa nazyva smerové pole diferencidlnej rovnice. Pre nasu diferencidlnu rovnicu
ho mozete vidiet' na obrazku 76.


https://www.geogebra.org/m/W7dAdgqc
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Obr. 76: Smerové pole diferencidlnej rovnice

Ked’ sa na to smerové pole zahl'adite, d4 sa vidiet/, Ze ¢iaroc¢ky vytvdaraju kruznice okolo pociatku
suradnicovej ststavy. Znalci vedia, Zze kazdy bod [x,y] kruZnice so stredom v potiatku a s polome-
rom r musi vd’aka Pytagorovej vete splfiat’ rovnost’ x? + y?> = r2. Ked’ z tohto vztahu vypotitame v,
dostaneme y = +1/r2 — x2. Ked'Ze 72 je nejaka konstanta, mdZeme to pisat’ aj ako y = ++v/c — x2.

Uloha ¢. 8:  Vyskusajte, ¢i je kazda z funkcii y = ++v/c — x? skutotne rieSenim diferencidlnej rovnice
/ X

vy ==y

Uloha ¢. 9:  Nechajte si nakreslit' smerové pole diferencidlnej rovnice y' = —£. Z obrézka uhédnite,
ako vyzerad rieSenie. Vyskusajte, ¢i vami uhddnuté rieSenie skutocne funguje.

To, Ze vam diferencidlna rovnica pre dany bod povie, akym smerom z neho funkcia ide, sa da
okrem kreslenia smerového pol'a vyuZit' eSte inak. Zoberme si nasu osvedcent diferencidlnu rovnicu
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y = —;. (To je ta, ¢o vysli rieSenia kruznice v pociatku stiradnicovej stistavy, ale na chvil'u sa tvarme,
Ze sme rieSenie zabudli.) Zaujimalo by nds rieSenie, ktoré prechddza bodom [0; 3], teda y(0) = 3. Ako
odhadneme hodnotu tej funkcie v bode x = 0,01? Zistime si v bode x = 0 derivaciu. T4 bude podl'a
naej diferencidlnej rovnice y'(0) = —3, ¢ize 0.°3 Znamen4 to, Ze funkcia sa prili§ menit’ nebude a aj
hodnota v bode x = 0,01 bude 3.

Posutime sa o krok d’'alej. Aka bude derivicia v bode [0,01;3]? Opét’ ten bod dosadime do di-
ferencidlnej rovnice a dostaneme y'(0,01) = —% ~ —0,00333333. V tomto bode teda funkcia
trochu klesa (konkrétne rychlostou —0,00333333y na jeden x). Medzi x = 0,01 a x = 0,02 teda
klesne o 0,01 - (—0,00333333) = —0,00003333. TakZe hodnotu funkcie pre x = 0,02 odhadneme
na 3 —0,00003333 ~ 2,99996667. Rovnako modZeme pokracovat d’alej. Hodnota derivacie v bode
[0,02;2,999966 67] bude priblizne y'(0,02) = —2’99%% ~ —0,00666674, takZe hodnota funkcie
v x = 0,03 bude 2,999 966 67 — 0,01 - 0,006 666 74 ~ 2,999 9.

Priblizne v tejto fadze by vas mohlo prestat’ bavit’ drat’ kalkulacku tym, Ze opakujete stile ten isty
postup a siahnut’ po néstroji, ktory by to pocital za vas. Ti, ¢o vedia programovat’, by uzZ mohli zacat’
pisat’ nejaky program, tym, ¢o nevedia, ostdva pouZit’ tabul'’kovy kalkulator.

Zatneme tak, Ze si do bunky Al vloZime hodnotu 0,01 a nazveme ju krok. To sa ndm bude hodit/,
keby sme v budtcnosti chceli s touto hodnotou experimentovat’ — napriklad zist'ovat, ako sa meni
presnost’ metédy v zédvislosti od kroku. Toto tivodné nastavenie moZete vidiet' na obrazku 77. Nazov

bunky menite tam, kde je to na obrazku zakrtzkované.®

v g X2 = oo

B G

0,01

Obr. 77: Nastavenie kroku

Vypocet bude prebiehat’ v troch stipcoch. V druhom a tret'om si budeme ukladat’ aktualne stirad-
nice x a y, v prvom z nich budeme poé¢itat’ hodnotu y'. V prvom vypoctovom riadku teda nastavime x
ayna0a3ay nechame prazdnu. Tento stav moZete vidiet na obrazku 78.

A | 8 | I

1 0,01

Obr. 78: Uvodné nastavenia

Vo vypoctoch teraz budeme pokracovat’ tak, Ze v kazdom riadku najprv vypocitame z predoslého
riadku hodnotu derivécie a potom pomocou nej vypocitame hodnotu funkcie pre d’alsie x. Ak teda
ideme pocitat’ hodnotu derivécie v bunke A5, vloZime do bunky vzorec =- (B4/C4), pretoZe v bunke B4

83 Bod [0; 3] sme dosadili do diferencidlnej rovnice.
84 Pri vytvérani tejto lekcie sme pouzili tabul'kovy kalkuldtor Calc z baliku LibreOffice. Ak pouZzivate iny tabul'’kovy kalkulator

(napriklad od Googlu alebo od Microsoftu), pravdepodobne poskytuje rovnakt funkcionalitu, aj ked” vizudlne moézu veci
vyzerat' trochu odlisne.



méme stard hodnotu x, v bunke C4 mame start hodnotu y a diferencidlna rovnica, ktorti rieSime, ndm

hovori, ze y' = —;. Stav bude podobny ako na obrazku 79.
| B | ¢
1 0,01
2
| & y X y
1) [ o 3
|=-(B4/CY)

Obr. 79: Vypocet derivacie

Novt hodnotu x vypocitame jednoducho — zva¢sime predoslt hodnotu o ¢islo, ktoré sme si uloZili
do kolénky krok. Vzorec pre B5 teda bude =B4+krok. Situdciu mozZete vidiet’ na obrazku 8o.

A | | c |

L 0,01

1 y' X y
) L 0 3
0 =B4+krok|

Obr. 80: Nova hodnota x

Ked'Ze hodnota i’ nam povie, o kol'ko sa zmeni y, ak sa x zmeni o jednotku, tak zmena x o krok
sposobi, Ze y sa zmeni o y'-krok. Patri¢ny vzorec pre C5 bude teda =C4+A5xkrok. Pozriet' sa mozete na
obrazku 81.

L 0,01

3 y' X y
o[ 3|

0] 0,01 =C4+A5*krokK|

Obr. 81: Novéa hodnota y

Vyhoda toho, Ze pouZivame tabul'’kovy kalkulator, je v tom, Ze ked’ sprdvne vyplnime tento jeden
riadok, netreba uZ ru¢ne vypliat d’alie — sta¢i jednoduchy trik a vyplnia sa sprévne samy. Stati
vyznacit' mySou naraz vsetky tri vzorce v piatom riadku. V pravom dolnom rohu vyznacenej oblasti
sa objavi maly Stvoréek. Na ten treba kliknat’ a t'ahat’ smerom nadol. (Pozri obrdzok 82.) Vzorce sa

tak prekopiruji do nizsich riadkov, ale pri tej prileZitosti sa sprdvne zmenia, takZe napriklad vzorec
z bunky €6 sa nebude odvoldvat’ na bunky C4 a A5, ale na bunky C5 a A6.
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Obr. 82: Vybrat' a t'ahat’

Ked’ to potiahnete, dozviete sa dost’ presne, ako sa bude funkcia vyvijat. Ked'ze krok je relativne
maly, ak chcete zistit’ hodnoty funkcie aspori na intervale (0; 3), budete potrebovat’ 300 riadkov. Ked’ si
zo stipcov x a y nechéte nakreslit bodovy graf, vysledok moZete vidiet na obrézku 83. Na obrézku je

vidno, Ze pri takomto postupnom aproximovani vznikla drobnd chyba. Funkcia nenadobudla hodnotu
0 pre x = 3, ale aZ kdsok neskor.

3,5
2,5
1,5

0,5

0 0,5 1 15 2 2,5

w

3,5
Obr. 83: Riesenie diferencidlnej rovnice
Zostava uz len dodat, Ze tdto metdda sa vold podl'a svojho objavitel'a Eulerova.

Uloha ¢&. 10: Graf funkcie sme prestali kreslit' tak, aby sme dostali pekny obrézok. Aké vysledky bude
Eulerova metéda dévat’ pre x vacsie ako 3?7 Nakreslite si graf. Preco sa deje to, ¢o sa deje?

Uloha &. 11: Najdite pomocou Eulerovej met6dy riedenie diferencidlnej rovnice y' = —¥, ktoré prechd-

dza bodom [2;2]. Porovnajte ho s tym rieSenim tlohy 9, ktoré prechddza bodom [2;2].
O kol'’ko sa lisia hodnoty pre x = 4?



Pod'me teraz skusit’ pomocou diferencidlnych rovnic vypocitat' nieco z fyziky, nech nadobudnete
skisenosti s tym, ako sa diferencidlne rovnice zostavuju. Predstavte si, Ze mdte drevent kocku so
stranou 10 cm, ktord vazi pol kila (a teda md hustotu ¢ = 0,5kg /). Ta kocku ponorite do vody tak, Ze
budd tréat’ iba horné dva centimetre a potom ju pustite. Ako sa bude kocka pohybovat?

Této tdloha si vyzaduje dve veci. V prvom rade bude treba vypocitat’ silu, ktord na kocku podsobi,
ked’ je ponorend v nejakej konkrétnej hibke 4. (Toto i ndm bude hovorit, ako vysoko nad hladinou je
stred kocky. Ak sme teda kocku potlacili do vody tak, Ze tr¢ia von len dva centimetre, stred kocky je
3 centimetre pod hladinou, a teda h = —0,03.) Sila, ktord na kocku posobi, sa skladd z dvoch zloziek.
Jedna je gravita¢nd. T4 t'ahad kocku dole a mé vel'kost’ —0,5 - g, kde ¢ je gravita¢né zrychlenie, 0,5 je pol
kila, ktoré ta kocka vazi a to minus hovori, Ze sila pdsobi smerom dole. Na Zemi teda této sila bude asi
5 N. Druh4 zlozka je vztlak. Podl'a Archimedovho zdkona je této sila rovnako vel'kd ako tiaz kvapaliny
s rovnakym objemom, ako je ponorena ¢ast’ kocky. Objem ponorenej casti (v metroch kubickych) bude
0,1-0,1-(0,05— h). Ked'ze hustota vody je 1000kg/m?>, hmotnost' vody s rovnakym objemom bude
1000-0,1-0,1-(0,05—h) =10(0,05—h) = (0,5 — 10h) kilogramu. TiaZ tej vody bude g-krét tol'ko, &ize
pri pozemskej gravitacii priblizne (5 — 100/) N. Ked’ sa tieto dve sily s¢itaja, dostaneme presne —100/
Newtonov. To minus znova hovori, Ze ak bude h kladné, sila bude posobit’ smerom dole a ak bude h
zaporné, sila bude posobit’ smerom hore.

Druha vec, ktorti potrebujeme vediet/, je Newtonov zdkon sily. Ten hovori, Ze a = %, teda v pre-
klade do slovenciny: , Teleso bude zrychl'ovat’ tym viac, ¢im silnejSie na neho budete tlacit’, ale vagén
roztlacite t'azsie ako karu.” Okrem toho si treba uvedomit’, Ze zrychlenie hovori, ako rychlo sa meni
rychlost’ (teda je to derivdacia rychlosti) a rychlost’ hovori, ako rychlo sa meni poloha (teda je to deriva-
cia polohy). Zrychlenie je teda druhd derivéacia polohy.

Nam ide o to, aby sme nasli funkciu k(t), ktora ndm povie, ako hlboko bude kocka ponorend v ¢ase
t. Ked” ddme dokopy to, ¢o sme povedali v predoslych dvoch odsekoch, dostaneme, Ze zrychlenie (teda

—100h(t)
05

h"(t)) je to isté ako sila deleno hmotnost/, teda . Mame teda diferencidlnu rovnicu

H'() = —200h(t)

O funkcii h(t) eSte navySe vieme nejaké okrajové podmienky. Jednak vieme, Ze na zatiatku je h(0) =
—0,03, pretoze sme kocku potlacili do vody tak, Ze stred je 3 centimetre pod hladinou a ze 1'(0) = 0,
pretoZe derivacia polohy je rychlost’ a na zaciatku sa kocka nehybe (rychlost’ je nulovd), pretoZze kocku
drzime.

Této diferencidlna rovnica sa od vSetkych, s ktorymi sme sa doteraz stretli, v jednom detaile lisi.
Doteraz v nasich rovniciach vystupovala vZdy iba prva derivécia a v tejto vystupuje druhd derivécia.
Takéato rovnica sa nazyva diferencidlna rovnica druhého radu. Predstavuje to pre nas problém, nast'astie
nie neprekonatelny a Eulerovu metédu budeme moct’ tspesne pouZit' aj tu. Druhd derivacia ndm
totiZ hovori, ako rychlo sa meni prva derivacia. V kaZdom riadku teda budeme najprv pocitat’ novi
hodnotu druhej derivacie tak, ako ndm hovori diferencidlna rovnica, potom pomocou nej vypocitame
novd hodnotu prvej derivédcie a potom kone¢ne pomocou prvej derivacie vypocitame novd hodnotu h.
Potiato¢né hodnoty 1(0) aj h'(0) nast’astie pozndme.

Uloha ¢&. 12: Poktste sa pomocou uvedenych veci a tabul’kového kalkulatora vypotitat, ako sa bude
kocka pohybovat’ pocas prvej sekundy (pri kroku 0,01 sekundy). Ak by sa vam vel'mi
nedarilo, moZete pouzit' ndpovedu, ktora je na obrazku 84, ale najprv to skiste bez toho.
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Uloha &. 13: Ak ste potitali spravne, vysla vam periodicka funkcia. Akd je jej amplitida? Aka je jej
periéda? Kol'kokrat je tad peridda mensia neZ periéda podobnych funkcii, ktoré poznate?
Ako toto ¢islo moZze suvisiet’ s tou konstantou 200 z diferencidlnej rovnice? Uhadnite
pomocou odpovedi na tieto otazky funkciu, ktora je rieSenim tejto diferencidlnej rovnice
a vyskusajte, ¢i je naozaj rieSenim.

i 0,01

3 h" h' t h
D 0 0 -0,03
s =-200*D4]  =B4+dt*A5 =C4+dt  =D4+dt*B5

Obr. 84: Napoveda k 12. tlohe

Posledny trik na rieSenie diferencidlnych rovnic, o ktorom si v tejto kapitole povieme, sa nazyva me-
téda separdcie premennych a vymyslel ju slavny franctizsky matematik Joseph Fourier. Predvedieme
ju na tplne prvej diferencidlnej rovnici, ktora sme kedy riesili, na rovnici popisujtcej rddioaktivny
rozpad. PouZijeme ttto formu:

n_

ar —
V rovnici sa vyskytuja dve premenné n a t. (To k nie je premennd, ale konstanta, ktord charakterizuje
dany nestabilny izotop.) Prvy krok je upravit’ rovnicu tak, aby sme na kazdej strane rovnosti mali iba
jednu premennt,®> pri¢om hodnotami dn a dt by sa nemalo delit. V nagom pripade tomuto popisu

vyhovuje napriklad tvar

AL
n

Teraz sa bude treba nejako zbavit' tych d-cok. Preto pouZijeme jediny tikon, pri ktorom ndm d-cka
spol'ahlivo zmizli — obe strany zintegrujeme. Dostaneme tak rovnost’

/sz—hm
n

Vieme, Ze integrdl z 1 - dn je In |n| + ¢; (spometime si na 10. kapitolu) a integrdl z —k - dt je —kt + c,.
Jednotlivé aditivne konstanty sme rozlisili indexami. Po zintegrovani teda dostdvame:

Injn|+c = —kt+c

Z tejto rovnosti nam staci vypocitat’ n a budeme vediet’, kol'ko molektl daného izotopu budeme mat’
v Case t.
V prvom rade si presunieme vSetky aditivne konstanty vpravo. Dostaneme:

11’1‘1’l| = —kt+C2—C1

Hodnota ¢, — ¢; bude tiez konstanta, mdZeme si ju teda nahradit’ jednym pismenkom c. Mdme teda

rovnicu
In|n|=—kt+c

85 Toto sa nemusi dat’ vzdy. Diferencidlne rovnice, pri ktorych sa to d4, sa nazyvaju separovatel'né.
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Ked'ze chceme vypocitat’ n, potrebujeme sa zbavit’ logaritmu. Ked'Ze sa uvedené vyrazy rovnaji, buda
sa rovnat’ aj vyrazy

eln\n\ — e—kt-i—c

n| =e K. e
Z fyzikédlnej podstaty veci vieme, Ze n je kladné &islo, takZe t4 absoltitna hodnota je tam len na ozdobu.
Keby sme ale chceli néjst’ vSetky funkcie, ktoré nasej diferencidlnej rovnici vyhovuju, tak by sme museli
pripustit’ aj zdéporné moznosti. Ci uz tak, alebo tak, vieme, Ze |n| = £1 - n, pricom +1 alebo —1 volime
podla toho, & je to 1 kladné alebo zéporné.*® Z toho dostaneme:

+1.-n=c K. ¢

a teda
C

k€
+1

Vieme, Ze e° je nejakd kladnd konstanta. Ked’ ju vydelime plus alebo minus jednotkou, dostaneme

nejakd ind, aj ked’ nie nutne kladna konstantu. Ta si pri troche drzosti méZeme znovu oznacit’ ¢, aj

ked’” sme si vedomi toho, Ze je to iné c ako pred chvil'ou. VSeobecné rieSenie nasej diferencidlnej rovnice

teda bude:

n=e

Ak by sme navyse dostali zadant okrajovti podmienku, napr. Ze 7(0) = 6 - 10%, tak po dosadenti tejto
hodnoty do funkcie, ktord nam vysla, dostaneme 6 - 102 = ¢-e %0 z Eoho plynie, Ze ¢ = 6- 102
(pretoze e ¥0 = 0 = 1). Funkcia, ktora spiiia aj okrajovti podmienku, bude teda n = 6 - 102 - ¢,

Uloha &. 14: Skuste metédou separacie premennych vyriesit' diferencidlnu rovnicu y' = —2. To je ta
diferencidlna rovnica, kde vysli kruznice. Mali by ste teda (podl'a alohy 8) dostat’ funkcie
y = £vc — x%. (Ak ste nedostali vo vysledku Ziadne c, tak ste na nie¢o zabudli.)

Uloha ¢&. 15: Skiste rovnakou metédou vyriesit diferencidlne rovnice i’ = —4y = ; ay = % Ne-

chajte si nejakym softvérom nakreslit’ grafy vysledkov (a namiesto ¢ vo vasom vysledku
sktste dosadit’ kladné aj zaporné hodnoty). Je zaujimavé, Ze také malé zmeny v diferen-
cidlnej rovnici vedu k takym vel'kym zmendm v povahe vyslednych funkcii.

86 Toto je trochu rychly uzaver. Nijak sme nevylu¢ili moznost/, Ze to, ¢i zvolime 41 alebo —1 bude zavisiet’ od n. To by ale nasa
funkcia musela byt nespojitd, a teda by sa nedala vSade derivovat'.
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SPRAVY

Ulohy 5 a 6

RieSime rovnicu

1o —kt
— = Nngpe
2

1

Obe strany vydelime 1y a e ¥ prepiSeme na ot

1 1
2 ekt
ekt =2
Zlogaritmujeme:
kt =1n2
,_In2
ok

V pripade uhlika *C dostaneme t = 5n2-- ~ 5728 rokov.

Uloha 7

Koncentrécia nestabilného uhlika poklesla na 0,667 2 ndsobok pévodnej. To znamens, Ze

0.6672 — 0000121t
In0,6672 = —0,000121 ¢
In0,667 2

t= W ~ 3344 rOkOV

Tento text vznikol v roku 2016. Ked'Ze 2016 — 3344 = —1328, islo o dosku z ¢ias Tutanchamona. Ak
chcete zistit', na ktorého faraéna by to vyslo s aktudlnym datumom, pozrite sa na Wikipédiu — https:
//en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs.

Ak pri latke nepozndme pravdepodobnost’ rozpadu k, ale dobu polpremeny, nie je problém si k
vypocitat'. Z predoslej tlohy vieme, Ze k = lnTZ Rovnica potom bude vyzerat’ takto:

0,6672 = ¢~ 37!

In2
In0,6672 = —%t
o —1n0,6672 5708
In2

Keby niekto potreboval vSeobecny vzorec, z posledného vysledku ho jednoducho uhddne. Ked” ho
uhadnete, pre istotu si ho zapiste, keby sa vdm eSte niekedy hodil.


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs

Spravy |

Ak @ q

5T Q =

Uloha 8

Ak

tak

Uloha 9

Smerové pole dané diferencidlnou rovnicou y’

6 Y . R
£ (xy) = () / x DD A Gk
Xiin 3 Xmax 2 A= fom o mfomfo e mfm === = = 4 =G =l A A= A= AR A= =M= =Y =N e e
A A A N N L I T T T T T N N N N N N O N
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Obr. 85: Smerové pole diferencialnej rovnice ' = —< (Uloha 9)

—¥ vyzera tak ako na obrazku 85.

Po chvili pozerania v fiom moZete vidiet funkciu y = 1 a po d’alsej chvili pozerania aj ostatné
funkcie tvaru y = {. Ak bude ¢ kladné, dostaneme grafy, ktoré st v prvom a tretom kvadrante, ak
bude ¢ zdporné, dostaneme grafy, ktoré st v druhom a Stvrtom kvadrante. A skutocne, ak y = £, tak

! _ c _ _Y
y=-2= "%
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4
2
0 ne s

0 1 2 c’ 4 5 6

Obr. 86: Pokracovanie Eulerovej met6dy

Uloha 10

Ked” nechame Eulerovou metédou pocitat’ tabul'kovy kalkulator nejaké d’alSie ¢leny, situdcia sa
vyvinie tak, ako moZete vidiet' na obrazku 86. Graf vyzera ako kruznica aZ po x = 3. Potom presko¢i
niekde pod os x a znovu sa po nejakej inej kruznici bliZi k osi x. Potom opat’ nasleduje preskok na
opac¢nu stranu osi x atd’. Medzi hodnotami x = 3,41 a x = 3,42 sa zmeni hodnota funkcie z 0,004 98 na
—6,843 63, takZe sa pokracovanie grafu dostalo tiplne mimo nésho obrazka.

Preco sa takéto vec deje? Staci sa pozriet' na vypis vypocitanych hodnoét z inkriminovanej skacucej
oblasti:
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03| -6,71729364 2,99 0,376458109
04| -7,94245078 3 0,297033601
05| -10,0998674 3,01 0,196034927
05| -15,3544067 3,02 0,042490859
07| -71,0741099 3,03 -0,66825024
08| 4,534229577 3,04 -0,62290794
E 4,880335901 3,05 -0,57410458
30| 5,312620874 3,06 -0,52097838
E 5,87356432 3,07 -0,46224273
12| 6,641532214 3,08 -0,39582741
E 7,78116906 3,09 -0,31801572
314 9,716500809 3,1 -0,22085071
15| 14,03663123 3,11 -0,0804844
16| 38,64102881 3,12 0,305925889
17| -10,1985485 3,13 0,203940404
18| -15,3476209 3,14 0,050464195
19| -62,2223337 3,15 -0,57175914
E 5,509312877 3,16 -0,51666601
211 6,116136775 3,17 -0,45550464
E 6,959314325 3,18 -0,3859115
Obr. 87: Skéctice hodnoty funkcie
Pripomefime, Ze nasa diferencidlna rovnica je ¥’ = =*. Cim blizsie bude graf k osi x, tym bude y

mensie. Ked” delime ¢islom, ktoré je blizko nuly, vychddzaji ndm ¢isla s vel'’kou absolitnou hodnotou.
TakZe bude vychddzat’' vel'kd derivdcia. T4 aj po vyndsobeni malickym krokom sposobi vel'ky skok.
To sposobuje, Ze funkcia neskon¢i tam, kde jej kon¢i defini¢ny obor, ale Eulerova metdda preskoci
z jedného rieSenia (v tomto pripade jednej kruZznice) na iné. Potom sa znovu bude po novej kruznici
priblizovat’ k nule.

Uloha 13

Vyska stredu kocky sa bude menit’ tak, ako moZzete vidiet' na obrazku 88.

0,05
mEEENE, ...llIlll..
0 .l".... .....I.l. .l'... " .IIII
- “o, " "s -
Quee=®" (0,1 0,2 0,3 "Ordunnnn=r®’d 0,6 0,7 0,8 =nuanyee"" 1
0,05

Obr. 88: Pohyb drevenej kocky vo vode

Kocka kmitd od —3 cm po 3 cm a jeden kmit trva priblizne 0,44 s a jej pohyb pripomina funkciu kosi-
nus, ktord je vyndsobend —0,03. Ak chceme periédu kosinusu zmensit’ na 0,44, potrebujeme argument
x vyndsobit’ ¢islom 02,—”4 (zamyslite sa, Ze preco). Funkcia, ktorti sme dostali, by sa teda mohla podobat’
na funkciu y = —0,03 cos (oz,ﬁx)'

Cislo &% je rovné priblizne 14,28, takZe periéda naSej funkcie je asi 14,28-krat kratsia ako periéda
kosinusu. Sugestivne poloZend otdzka v zadani naznacuje, Ze toto ¢islo by malo nejako stvisiet’ s ¢islom
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200. A skutotne - je relativne ned’aleko od &isla v/200 ~ 14,14. (Rozhodne najblizgie z &isel, ktoré
mozeme dostat’ ako 2%, kde k je &fslo s dvoma desatinnymi miestami.) Kandiddt na riegenie nasej
diferencidlnej rovnice je teda funkcia y = —0,03 cos(v/200x).

Ked'Ze sa jednd o zloZent funkciu, jej derivacia bude

y' = 0,03 sin(1/200x) - v/200

Druhé derivacia bude

y" = 0,03 cos(v/200x) - v200 - v/200 = —200y
takZe nasa funkcia je rieSenim zadanej diferencidlnej rovnice. Nasa funkcia méd v nule hodnotu —0,03
a nulovu derivéciu, takZe sedia aj okrajové podmienky.

Ulohy 14 a 15

Diferencialnu rovnicu y’ = —; si prepiSeme do tvaru:
dy  «x
dx vy
Odseparujeme premenné
ydy = —xdx
a moZeme integrovat’
/ ydy = / —xdx
yj +c = —x—z +c
2 T2

Vynasobime dvomi, vSetky konstantné vyrazy prestahujeme na pravu ¢ast’ rovnice, spojime do jednej
konstanty a dostaneme:

P =c—

Z toho uz vidime, Ze
y==+Vc—x?

Zadania z tlohy 15 vyrieSime bez podrobnejSieho komentara:

dy _ y
dx X
dy _ _dx
y X

=<

ARNFY
_°
y_x

V poslednom kroku sme sa zbavili absolatnych hodnét rovnakym trikom, ako ked” sme v kapitole
riesili diferencidlnu rovnicu rddioaktivneho rozpadu.
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Rovnica
dy x
dx vy
sa rieSi tplne rovnako ako rovnica z tlohy 14, aZ na to, Ze z rieSenia musite poskrtat’ vSetky minusy
(8krtate ich zvislo nadol, takZe tam vSade bude plus). Nakoniec dospejete k rieSeniu y = £+v/c + x2.
Tieto funkcie majt ako graf hyperbolu.
Diferencidlna rovnica
dy_y

dx x
sa bude riesit’ rovnako ako prva rovnica z tlohy 15, aZ kym nedospejete do stavu

In|y| =c+In|x|

Z toho potom dostanete
eln|y| _ ec+ln\x\

yl = e[x]

Yy =cx

Ako sme uz spomenuli, je zaujimavé, Ze staci tak mélo zmenit’ diferencidlnu rovnicu a vyjdu také
odlisné funkcie.

Pozndmka k diferencidlnej rovnici y' = ky

Na zéver komentérov sa e$te na chvil'u vrat'me k diferencidlnej rovnici ' = ky, ktorou sa celé toto
nase rozpravanie o diferencidlnych rovniciach zacalo. Jej interpretdcia v pripade zdporného k bola ,,¢im
je toho viac, tym rychlejsie to ubtida”, v pripade kladného k sa rovnica da preformulovat’ do podoby
,&m je toho viac, tym rychlejsie to pribtida”. Rovnica mé veobecné riesenie y = cet*, ktoré hovor,
ako presne dand vec ubtida (v pripade zadporného k) alebo pribtda (v pripade kladného k). Zatial’ sme
spomenuli iba nestabilné izotopy a penu na pive. Spomernime este niekol'’ko d’al$ich zaujimavych veci,
ktoré sa spravaja podla tejto diferencidlnej rovnice.®”

.....

Ak je trok dve percentd, znamend to, Ze po jednom roku mate mat’ 1,02 ndsobok pdvodnej sumy, ¢ize
s-ekl = 5.1,02, z ¢oho priamo dostanete, Ze k = In1,02 ~ 0,019 8. Spravne by ste teda po pol roku
mali mat’ v banke obnos s - e%019805 ~ 5. 1,00995. Nemalo vdm teda teda pribudntit jedno percento,
ale iba 0,995 %. (To, Ze ¢islo e sa prvykrét v histérii objavuje v stvislosti s ivahami o trokoch, sme uz
spominali.)

Dajme tomu, Ze niekoho zamordovali v chladiacom boxe so stabilnou teplotou —20°C a ndjdena mft-
vola mala o dsmej rdno teplotu 12°C a o pol deviatej 4°C. Zvol'me si t = 0h o dsmej rdno. Vieme, Ze
rozdiel oproti okolitej teplote sa sprava podla funkcie T = c - e, Dalej vieme, Ze v ase t = 0 bol ten
rozdiel 32°C, z ¢oho sa dozvieme, Ze ¢ = 32. O pol deviatej bol rozdiel oproti okolitej teplote 24°C,
takze 24 = 32-¢k05 7 &oho dostaneme, Ze k- 0,5 = In (%) a teda, Zze k ~ —0,575. Teda vieme, Ze
funkcia popisujica tepelny rozdiel tela oproti prostrediu je T = 32-¢ 227!, Ak teda chceme zistit/,
kedy sa priblizne vrazda stala, potrebujeme zistit’, kedy mala obet’ teplotu 36,5°C, teda T = 56,5°C. To

ale zistime jednoducho. Musi platit’ 56,5 = 32 - e U575t teda —0,575t = In (53(}5), z ¢oho dostaneme,

Ze t =~ —0,9887, ¢iZze vrazda sa udiala okolo siedmej. Pripominame, Ze dve merania bolo treba spravit’
preto, lebo vSeobecnd rovnica mé aZ dva parametre a oba by sa z jedného merania ur¢it’ nedali.

87 Vaicsina prikladov bola inSpirovana knihou Richarda Couranta Differential and Integral Calculus, ktorti sme uz odportcali
do vasej pozornosti.
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RozmnoZovanie organizmov pri neobmedzenych zdrojoch. Cim je baktérii v Petriho miske viac,
tym sa rychlejSie rozmnoZzuja. Tento exponencidlny rast pred nejakym ¢asom vydesil Thomasa Roberta
Malthusa, ktory sa ako sociolég eSte zaciatkom 19. storocia obédval, Ze sa I'udstvo premnozi a kata-
strofa je neodvratna. Nast'astie sa v pripade obmedzenych zdrojov Zivé organizmy spravaji podl'a inej
diferenciélnej rovnice, konkrétne podl'a rovnice y' = ky (m — y), kde m je maximalna mozné udrza-
telna populdcia. (T4to rovnica navyse oproti pdvodnej hovori, Ze mnoZenie sa spomal’uje tym viac,
¢im bliZsie sa populdcia k hranici m nachddza.) Pre vlastny pokoj duse si moZete ttito rovnicu vyriesit’
a pozriet’ sa, aky ma vysledok graf. Namiesto k a m si zvol'te nejaké konkrétne ¢&isla. Pri poditani sa
vam bude hodit’ fakt, Ze 7 (mlfy) = 1/7’” + ,}1/—_”}/, pretoZe ten tvar vpravo sa lepsie integruje.®®

Rychlost chemickej reakcie. Cim je latky, ktord moze este reagovat’ menej, tym pomalsie reakcia
prebieha.

Atmosféricky tlak v zavislosti od vysky. Toto bude treba vysvetlit' podrobnejsie. Vieme, Ze tlak
v danej vyske je vlastne tiaz celého vzduchového stipca nad tymto miestom. Dalej vieme, Ze podla
Boylovho zdkona je hustota plynu pri danej teplote priamo timerna tlaku. Nech hustotu vzduchu vo
vyske h opisuje funkcia o(h) a tlak v tej vyske funkcia p(h). Podl'a Boylovho zdkona teda plati o(h) = a-
p(h). Aby sme vypotitali tiaz celého vzduchového stlpca, musime vypotitat' g - | hoo o(h) dh, ¢o je to isté

ako po—g- foh o(h) dh, kde py je tlak na hladine mora. (Pre¢o?) Dostdvame teda, ze plati p(h) = po— g -
foh o(h)dh =py—g- foh a-p(h)dh. Ked' obe strany tejto rovnosti zderivujeme, dostaneme p'(h) = —g -
a-p(h) =k-p(h). To znamend, Ze aj tlak v zavislosti od vysky spliia nasu start zndmu diferencidlnu
rovnicu a preto exponencidlne klesa, pretoZe k je zaporné. Ked’ teda vieme, Ze tlak na hladine mora je
1010 hPa a tlak vo vyske 3000 m je 701 hPa, hovori ndm to, Ze 1010 = c- ek0 atedac=1010a d’alej
701 = 1010 - €3990 7 &oho sa dozvieme, Ze k &~ —0,000 121 7. Tlak bude mat’ teda v zavislosti na vyske
hodnotu 1010 - e~ 0001217k 'Ked’ teda chceme vediet, aky atmosféricky tlak je na Mount Evereste,
dosadime za vysku 8848 m a dostaneme priblizne 344 hPa. Oproti tlaku na hladine mora je to zhruba
tretina. Ziaden div, Ze si tam horolezci nosia kyslik. Skor je zvlastne, Ze tam niektori boli aj bez kyslika.
Rovnako ak by sme chceli vypocitat’ atmosféricky tlak vo vyske 400 km (priblizne v takej vyske obieha
Zem ISS), dosadime za vysku 400 000 m a dostaneme tlak 0,000 000 000 000 000 000 001 4 hPa. Nieto divu,
Ze uz tam ta ISS trenie vzduchu skoro vobec nebrzdi. Trochu ale dno, preto musi ISS priblizne raz za
mesiac zapnut’ motory a presunat’ sa na vyssiu obeznt drédhu.
Jednou diferencidlnou rovnicou sa da pocitat’ naozaj mnoho roéznych veci.

88 Funkcia, ktort dostanete, sa nazyva logistickd funkcia a pouziva sa okrem biolégie aj v mnohych inych oblastiach, napr.

v neurénovych siet'ach alebo modelovani pandémii.
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V predoslej kapitole sme sa stretli s diferencidlnou rovnicou iy’ = —200y, ktorej jedno rieSenie sme
uhadli vd’aka Eulerovej metéde. Diferencialne rovnice, podobné tejto, sti rovnako dolezité ako diferen-
cidlna rovnica, s ktorou sme sa stretli pri rozpade nestabilnych prvkov a ktora, ako sa potom ukézalo,
popisuje mnoZstvo inych javov. Diferencidlne rovnice tohto typu totiZ popisuju vSetko kmitanie, vine-
nie a oscildcie, ktoré v prirode najdete. Problém je v tom, Ze zatial rieSenie vieme iba uhadnut/, pricom
niektoré diferencidlne rovnice prvého rddu sme sa uz v minulej kapitole naudili riesit'. Tato kapitola
bude pojednédvat’ o niekol'kych d’al$ich trikoch, ako diferencidlne rovnice niektorych novych typov
rieSit’. A dostaneme sa aj k tym rovniciam, ktoré hovoria o kmitani.

Zacneme ale inou diferencidlnou rovnicou zo sveta ekondmie, ktord este ku kyvaniu nepovedie, ale
tieZ je zaujimavd. Vinco vlastni fabriku na parky. Medzi jeho povinnosti patri okrem iného urcovat/,
po ¢om sa parky budd preddvat’. Robi to rozumne. Jednak sa pozrie, kol'ko parkov sa v dany den
objednalo (to bude popisovat’ funkcia D(t) — z anglického ,demand” — dopyt). Dalej sa pozrie, kol'ko
parkov md na sklade (to bude popisovat’ funkcia S(t) — z anglického ,supply” — zdsoby). V pripade,

.....

.....

rozdiel medzi dopytom a ponukou, tym razantnejSie cenu zmeni. Funkcia, ktord opisuje cenu péarkov,
bude p(t) (z anglického ,price”). To, o sme povedali o tom, ako Vinco cenu meni, sa dd zapisat’
diferencidlnou rovnicou:

dp _

P~ k(D(t) —5(1))
Po slovensky: ,rychlost, ktorou sa cena meni, je priamo tmernd rozdielu dopytu a zdsob”. Dajme
tomu, Ze Vincovo stikromné k je 10-. Hovori to, Ze ked’ m4 na sklade 30000 parkov a objednavky na
100 000 pérkov, tak cenu zdvihne o 107 - (100000 — 30 000), €o je 7 centov za parok a ked’ ma na sklade
50000 parkov a objednavky len na 20000, tak s cenou o 3 centy klesne.

Dalej je ndm zname, Ze funkcia D(t) = 200000 — 250000 p(t). Inymi slovami, ked’ bude Vinco
davat’ parky zadarmo, ndjdu sa dobrovol'nici, ktori si od neho vezmu 200 000 kusov, ked” ich d4 po 30
centov za kus, odber bude 125000 kusov a ked’ ich da po 80 centov za kus, uz to nikto nekupi, lebo
to kazdému bude drahé. Okrem toho vieme, Ze skladové zdsoby sa tiez odvijaji od ceny, konkrétne
spdsobom S(t) = 30000 + 87500 - p(t). Teda ak st pérky zadarmo, rozchytaju sa vSetky a pribudne
iba ¢erstvych 30000 z fabriky, ak sa predavaja po 80 centov za kus, bude ich zrazu na sklade 100 000.

Uloha ¢ 1:  Dosad'te vietky uvedené veci do diferencidlnej rovnice, upravte ju a poktste sa ju vyriegit.

(Predpokladajte, Ze v ¢ase t = 0 dal Vinco vzhlI'adom na vel'kta uvadzaciu akciu parky
zadarmo.)

Ak ste sa nepomylili, po tipravach by ste mali dostat’ diferencidlnu rovnicu ‘;—*Z +0,3375p =0,17. Ak
ste sa ale pokausili tito rovnicu vyriesit' metddou separdcie premennych, zistili ste, Ze to nejde. Nech
sa snaZzite, ako chcete, neviete dostat’ na jednu stranu rovnosti vsetky p a dp a na druht stranu vsetky
dt. T4 konstanta 0,17 tam zavadzia. Skratka ste sa stretli s neseparovatel'nou diferencidlnou rovnicou.
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Nast'astie aj na takéto potvory existuje trik a ten si teraz ukdZeme. Finta sa nazyva ,metoda varidcie
konstanty”.

V prvom kroku sa budeme drzat’ hesla , ked” nevieme, ¢o robit’, robime, ¢o vieme” a na tt prava
stranu sa jednoducho vykasleme.

Uloha & 2:  Metédou separécie premennych vyrieste diferencidlnu rovnicu ili—’; +0,3375p = 0.

S touto diferencidlnou rovnicou uz mate bohaté skisenosti (4no, je to t4 najviac omiel'ana rovnica
z predoslej kapitoly) a neprekvapilo, Ze ste dostali rieSenia p = ¢ - e 937! pricom konstantu ¢ mozete
zvolit’ I'ubovol'ne.

Teraz sa uz dostdvame k tomu, prec¢o sa ta metéda nazyva varidcia konStanty. Povieme si totiz,
Ze ked’ budeme riesit’ diferencidlnu rovnicu aj s pravou stranou, budeme rieSenie hl'adat’ v podobe
p =c(t ) e‘o 3375t Namiesto konstanty ¢ sme tam dali funkciu c(t). Aby sme mohli do diferencidlnej
rovnice dt +0,3375p = 0,17 dosadit’, potrebujeme si najprv vypocitat’ derivaciu ‘th Derivujeme ako
stcin dvoch funkcii, pricom ta druhd je zloZend. Dostaneme:

dp

dt — C/(t) i 3_0’3375t + C(t) . 6_0'3375t . (_0/3375)

Teraz aj p, aj derivéciu p’ dosadime do pdvodnej diferencidlnej rovnice a dostaneme:
() - e 075 L ¢(t) - 793758 (-0,3375) +0,3375 - c(t) - e 0372t = 0,17

Pohl'ad na tato rovnicu slabSie povahy odradji, ale odolnejsi si vS§imn1, Ze I'ava strana pozostdva z
troch sc¢itancov, z ¢oho dva sa liSia iba znamienkom, takZe sa navzdjom zrusia. Ked’ to napiSeme bez

nich, dostaneme:
Cl(t) . 6—0,3375t — 0,17

Prijemné je, Ze jednak je to jednoduchsie, jednak sa ndm uz v rovnici nevyskytuje c(t). To, Ze ta varidcia
konstanty c(x) zmizne a ostane tam iba jej derivacia, sa udeje vzdy. (Ti, ¢o chct vediet’ preo, nech si
skusia vyriesit' uplne vSeobecnu diferencidlnu rovnicu y' + p(x) - y = g(x).) Ak by vdm tam ndhodou
v inej ulohe ostalo c(t) aj ¢/(t), hl'adajte chybu.

V kazdom pripade z poslednej rovnice vieme zistit’, Ze

C/(t> — 0,17 . 60'3375t

a teda
03375t

17 - 03375tdt —-017 ~ 7 0,3375¢
/0 ¢ 0175 3575+ ~ 05037 np

~03375t ‘sta&i uz len za c(t) dosadit’ a zistime, ako sa bude

Ked'ze nase rieSenie ma byt p = c(t) -e
vyvijat’ cena:

p = (050370375 1 ¢) .o 03375t — 05037 + ¢ . e 035!

Okrajova podmienka ndm hovori, Ze Vinco zahdjil ¢innost’ fabriky akciou ,parky zadarmo”, ¢ize
p(0) = 0. Z toho dostdvame, Ze 0,5037 + ¢ - e® = 0, &ize ¢ = —0,5037. Cena sa teda bude menit' podl'a
funkcie p(t) = 0,5037 — 0,503 7 - ¢~ 033751,

Z priebehu tejto funkcie sa mozeme dozvediet, Ze cena sa ustéli pomerne rychlo na hodnote ¢osi
cez 50 centov za pérok.



Obr. 89: Graf vyvoja ceny

Uloha & 3:  Met6dou varidcie konstanty sktste vyriesit' diferencialnu rovnicu y’ — 3y = x.

Uloha ¢. 4:  Aby I'ud’om nebolo I'tito, Ze pri tejto diferencidlnej rovnici ni¢ nekmitalo, zoberte dife-
rencidlnu rovnicu, ktord popisuje ceny péarkov p’ +0,3375p = 0,17, zapnite tabul'kovy
kalkulétor a vyrieste ju Eulerovou metédou, pricom hodnotu dx si spravte nastavitelnt
podobne, ako sme to spravili v predoslej kapitole. Ako sa bude menit' cena, ak bude
dx = 0,25? (Vinco nastavuje novt cenu Styrikrat denne.) Ako sa bude menit’ cena, ked’
bude dx = 1? Ako sa bude menit’ cena, ked’ bude dx = 10? (V poslednom pripade Vinco
na fabriku kasle, cenu meni len raz za desat’ dni, ale zato o desat’krat va¢siu hodnotu,
ako mu vysla zmena na deri.)

Diferencidlne rovnice, ktoré sme doteraz rie$ili, sa nazyvaji diferencidlne rovnice prvého radu,
pretoZe sa v nich vyskytuje len prva derivéacia. V diferencidlnej rovnici y” = —200y, ktora nés zaujima,
sa ale nachddza aj druha derivacia. A na diferencidlne rovnice tohto typu zatial' Ziaden trik nemame.
Pod'me teda nejaké triky vyvinat'.

Je rozumné zacat’ nejakou jednoduchsou tlohou — hl'adajme napriklad rieSenia diferencidlnej rov-
nice y’ = y. Pokusime sa na tento problém zautocit' cez nekonecné rady. Predpokladajme, Ze si nasu
funkciu vieme rozvinut’ do Maclaurinovho radu. Plati teda, Ze

y= ao—|—a1x—|—a2x2—|—a3x3+a4x4+a5x5+...
Ako bude vyzerat’ druhd derivacia tohto radu? To sa zisti jednoducho. Bude to
y' =2-ay+3-2-a3x+4-3-a,x* +5-4-a5x° + ...
Ked'Ze ma4 platit, Ze y” = y, mali by sa rovnat’ aj patri¢né rady. To ale znamend, Ze musi platit’
2-a; = ag
3-2-a3 =m
4-3-a4 =a»

5'4'615:613

Dostali sme tak aktsi nekone¢nti stistavu rovnic. Nast'astie nie prili§ komplikovant. Ked” sa pozriete
lepsie, uvidite, Ze staci zvolit' ap a a; a ostatné cleny sa daji jednoznacne dopoditat’.
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Uloha &.5: Zvol'me a9 = a; = 1. Dopotitajte d’alsie ¢leny aspoti po a5 a napiste patri¢ny rad. Rad
akej funkcie to je?

Uloha & 6:  Zvol'te teraz agp = 2 a a; = 2. Opat’ vypotitajte rad aspoti po &len pri a5 a pokuste sa
uhddnut’, aka funkciu ste dostali.

Uloha & 7:  Este dvakrét to isté. Skdste néjst’ patriént funkciu pre ag = 1 a a; = —1 a potom pre
ay=3aa = —3.

v . . v1 - » .o z 2
Zhriime si pozorovania z predoslych tdloh. Dvojica ag = a; = 1 ndm vygenerovala rad 1+ x + 37 +
3 4 . - p . < 1 . .
51 + 91 + -+, o je dobre zndma funkcia e*. Ked’ sme zacali s a9 = a; = 2, prekvapivo sme dostali

dvakrat vacsi rad, ¢ize 2¢*. Podobne, ked’ sme zacali s hodnotami ap = 1 a a; = —1, dostali sme rad

2 3 4 . L . . 7
1—x+ % — % + ji—! — .-, Coje e *. (Kto neveri, nech si dosadi —x do toho radu pre ¢*.) A ked” sme
zacali s hodnotami ap = 3 a 2; = —3, dostali sme trojnasobok predoslého radu, ¢iZe 3e™*.

Uloha ¢. 8: Vyskusajte, ¢i vSetky ndjdené funkcie naozaj spliaja diferencidlnu rovnicu, ktort riesime.

Uloha &. 9: Ulohy ap = a1 = 2aag = 3, ap = —3 teraz skombinujeme do jednej. PoloZime ap = 5
(teda2+3)aa; = —1 (teda 2 + (—3)) Akt funkciu dostaneme?

Uloha &. 10: Aku funkciu dostaneme, ked’ bude agp = 7 a a; = 3?



Uloha ¢. 11: Néjdite rieSenie pre vSeobecné ag a a;.

Uloha &. 12: Zoberte si teraz diferencidlnu rovnicu y’ = —y. Zistite, akii podmienku musi spliat
nekone¢ny rad pre funkciu y a odvod’te patri¢ny systém nekone¢ne vel'a rovnic. Néjdite
rieSenie, pre ktoré plati y(0) = 0 ay’'(0) = 1. Potom najdite rieSenie, pre ktoré plati y(0) =
1 a y'(0) = 0. Z tychto dvoch rieeni poskladajte vieobecné rieSenie tej diferencidlnej
rovnice.

To, Ze si modzZeme zvolit’ prvé dva koeficienty a vSetky ostatné uz st potom jednozna¢ne dané, nas
priviedlo k tomu, Ze sme nasli dve funkcie (konkrétne ¢* a e™* v jednom pripade a sinx a cosx v
druhom) také, Ze Ziadna z nich nie je nasobkom druhej a kazdé iné rieSenie sme vedeli poskladat’ z
nich. Tento postup sa dé efektivne obratit'. Ak ndjdeme dve funkcie, ktoré vyhovujt zadaniu a pritom
jedna nie je ndsobok druhej (napriklad tak, Ze ich uhddneme), tak vSetky ostatné rieSenia uz z tych
dvoch funkcif budeme vediet’ poskladat/, pretoze vieme zobrat’ také ich ndsobky, aby ag a a; boli v
rozvoji spravne a ostatné a, uz budd jednoznacne urcené.

Okrem toho sme mali moZnost’ si v§imnut, Ze v poslednom case dost’ vel'a funkcii, ktoré hl'adame,
vyjde v tvare e¥*. Ako prekvapivo efektivna stratégia sa ukaZe povedat’ si dopredu, Ze chceme néajst’
funkcie préve v tomto tvare. Ked’ ndjdeme dve, vit'azstvo je nase — vSetky ostatné funkcie, ktoré budua
rieSenim danej diferencidlnej rovnice, uZ poskladdme z tych dvoch.

Predstavte si napriklad, Ze tymto sposobom rieSime diferencidlnu rovnicu y” = y. Hladdme rie-
Senie y = ", takZe vy = k- a y’ = k?- . Ked' to dosadime do pdvodnej rovnice, dostaneme
k2 . ek = ek ¢ize k2 = 1. Hodnota k teda bude —1 alebo 1, bazové funkcie, ktoré hfaddame, budu e~ a
e* a v8eobecné rieSenie bude c1 - 7 + c2 - e¥. KonStanty ¢ a c; moZzete zvolit', aké chcete, pripadne ich
doladit’ podl'a okrajovych podmienok.

Uloha ¢. 13: Najdite také ¢1 a ¢y, aby hodnota funkcie c¢; - e™* + ¢ - ¢¥ v nule bola 7 a jej derivécia v
nule bola 3.

Ano, tato tlohu ste pred chvil'ou uz raz riesili (je to tloha 10).

Uloha & 14: Rovnakym trikom néjdite bdzové riesenia diferencialnej rovnice y” — 5y’ + 6y = 0. Napiste
v8eobecné rieSenie a dolad’te konstanty tak, aby y(0) =e—1ay(1) =0.
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Dobre. Nasli sme pekny trik, ale urcite nie celkom dostacujici. Ved” ked’” sme riesili tlohu 12, tak
ndm tam nevyslo ¢k ale sinus a kosinus. Co sa stane, ak by sme sa pokdsili riesit’ rovnakym trikom
diferencidlnu rovnicu y” = —y? Pod'me skusit'.

Po dosadeni dostaneme, Ze k? - &** = —e** a po vydeleni rovnosti e* vyjde k* = —1. Slabsie povahy
to v tomto momente vzdaji a vyhlasia, Ze také k predsa neexistuje. Ti, ¢o st odolnejsi, absolvovali
spravny kurz alebo sa pamaitaji na zdver Sestndstej kapitoly, si spomenti, Ze niekedy je zaujimavé
uvazovat o &isle i s vlastnostou i = —1. A Ze aj i, aj —i st rieSeniami tej nasej rovnice k> = —1. (Pre
i je to zrejmé, pre —i plati (—i) - (—i) = i-i = —1.) RieSeniami by teda mali byt funkcie ¢* a e *.
Ako sme na konci Sestnastej kapitoly spominali v stivislosti s Eulerovou formulou, e/* = cos x +i - sin x
ae ™ = ¢=%) = cos(—x) +1i-sin(—x) = cosx —i-sinx (pretoZe kosinus je parna funkcia a sinus
nepdrna). UZ sa ndm tam tie goniometrické funkcie objavuju, ale stdle mame namiesto funkcif sin x
a cosx funkcie cosx +i-sinx a cosx — i -sinx, ktoré ani nedéavaji redlne hodnoty. Ak st ale obe
tieto funkcie rieSeniami nasej diferencidlnej rovnice, tak rieSenim bude aj ich stcet (¢o uz je redlna
funkcia 2 cos x) a aj ten sticet vydeleny dvomi, ¢o je nd$ hl'adany kosinus. Ked” od prvej funkcie druha
odc¢itame, dostaneme, Ze aj 2isin x je rieSenim diferencidlnej rovnice. A ked'Ze sa prave pohybujeme
v oblasti komplexnych c¢isel, tak aj funkcia vydelena 2i rieSenim bude. Tym sa opadt’ dostdvame do
redlnych c¢isel a mame aj ten sinus.

Celé sa to dé urychlit. Dajme tomu, Ze rieSime diferencidlnu rovnicu y” — 6y’ 4+ 13y = 0. Ked’ do
nej dosadime funkciu y = ¥, dostaneme podmienku k? — 6k + 13 = 0. (Tejto rovnici sa hovori charak-

teristicka rovnica diferencidlnej rovnice.) Rieenim tejto rovnice je k = 8Ev36 4113 W, teda k = &Ev-16 {16 =

6541 — 2 + 3i. Uz z tohto vysledku vieme povedat’, Ze bazové riegenia budu ¢2* - sin(3x) a €2* - cos(3x),
pretoze e(2+3)% = @2x+i3x — p2x . pi3% — o2¥(c053x + i - sin3x) a podobne e(?73)* = ¢2¥(cos 3x — i - sin 3x)

a rovnakym trikom ako v predoslom odstavci z tychto dvoch funkcii, ktoré sa rieSenim medzi kom-
plexnymi funkciami vyrobime dve funkcie, ktoré st rieSenim v redlnych cislach. VSeobecné rieSenie
teda bude c; - €** - sin(3x) + c; - €** - cos(3x).

Uloha ¢. 15: Vyskusajte, & st funkcie e?* - sin(3x) a €%* - cos(3x) skutotne rieSeniami diferencidlnej
rovnice y” — 6y’ + 13y = 0.

Uloha ¢&. 16: Najdite vieobecné rieSenie diferencialnej rovnice y” — 6y’ + 10y = 0 a dolad’te konstanty
tak, aby platilo y(0) = 0a y'(0) = 6.

Uloha ¢&. 17: Aby sa nezabudlo na td drevent kocku vo vode z predoslej kapitoly: vyrieste tymto
sposobom diferencidlnu rovnicu y” = —200y, pricom y(0) = —0,03 a y'(0) = 0.

Vyzera to tak, Ze s vd¢Sinou diferencidlnych rovnic druhého radu, ktoré maja ako koeficienty pri
jednotlivych derivécidch redlne ¢isla, si uz vieme poradit’. Bud’ mé charakteristicka rovnica dva reédlne



korene k1 a k; a vtedy dostaneme dve bazové rieSenia ehx g ehox ktorych poskladame vsetky ostatné,
alebo md dva komplexné korene a + bi a a — bi, z ktorych dostaneme dve bazové rieSenia e** cos(bx) a
e™ sin(bx) a vSetky ostatné skombinujeme z nich. Je ale este jeden problematicky pripad, ktory zatial
rie$it nevieme. Jeho typickym predstavitel'om je diferencidlna rovnica y” — 2y’ +y = 0.

V ¢om je problém? Vd’'aka skisenostiam s rieSenim diferencidlnych rovnic pomocou radov vieme,
Ze si moOzeme volit' az dva ¢leny. To nds viedlo k poznatku, Ze vSetky rieSenia nevygenerujeme ako
nasobky jedinej funkcie, pretoze taky nasobok by bol jednozna¢ne dany prvym ¢lenom radu. V pripade
diferencidlnych rovnic druhého radu budu teda bazové rieSenia aZ dve. Doteraz sme ich vZdy dve
nagli. Ale charakteristickd rovnica uvedenej diferencidlnej rovnice je k> — 2k + 1 = 0, ¢ize (k —1)? = 0.
T4to rovnica m4 iba jeden korei k = 1. Jednoducho overime, Ze funkcia y = e!'* aj kazdy jej ndsobok
skutoc¢ne je rieSenim zadanej diferencidlnej rovnice. Ale bazové rieSenie mame iba jedno. A potrebujeme
ich dve. Ako néjst’ d’alSie rieSenie, ktoré by nemalo tvar c - e*, kde ¢ je konStanta?

Pustme sa opidt’ do diferencidlnej rovnice pomocou nekone¢nych radov. Budeme dufat, Ze tak
nejaké d’alSie rieSenie objavime. Dopadne to takto:

y:a0+u1x+a2x2+a3x3+a4x4+a5x5+...
V=a1+2-ax+3-a3x® +4-a;x> +5-asxt + ...
Y/ =2-ay4+3-2-a3x+4-3-a;3* +5-4-a5x° + ...

Ked' to dosadime do diferencidlnej rovnice, dostaneme

0=y" -2y +y=

2-ap—2-a1+ag
+(3-2-a3—2-2-ap+ay)x
+(4-3-a4—2-3-a3+ay)x?
+(5-4-a5—2-4-a4+a3)x>

Ked'Ze je vysledny polyném nulovy, musia byt nulové vSetky jeho koeficienty. Vd’aka tomu moZeme
vSetky ¢leny radu dopocitat’, ked’ si zvolime ag a a;.

Uloha &. 18: Zaénite s a9 = 1 a a; = 1 a dopocitajte d’alsie ¢leny. Akt funkciu dostanete?

Uloha &. 19: Riesenie, ktoré sme nasli v tlohe 18 uZ poznadme z charakteristickej rovnice. Musime teda
zvolit' ap a a; nejako inak, najlepsie tak, aby neboli ndsobkom dvojice [1;1], pretoZe tak
by sme dostali ¢ - ¥, ¢omu sa chceme vyhnut'. Zvol'te teda ap = 0 a a; = 1 a napiSte rad
pre vyslednt funkciu. Ak na prvy pohl'ad nevidite, aka funkcia to bude, vyjmite x pred
zatvorku.

Takze aj pre tuto diferencidlnu funkciu sme nasli dve bazové rieSenia y = e* a y = x - e*. VSeobecné
rieSenie diferencidlnej rovnice je teda cj -e* 4 ¢, - x - e, kde konStanty c; a c; si moZete I'ubovol'ne
zvolit', pripadne ich podl'a potreby doladit’, aby vyhovovali okrajovym podmienkam.
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Trik, ktory sme objavili, funguje vZdy, ked’ ma charakteristickd rovnica dvojndsobny koreti k. Bazové
rieSenia budd y = e a y = x - .

Kone¢ne mame k dispozicii vsetky prostriedky, ktoré potrebujeme na to, aby sme sa mohli venovat’
tomu kmitaniu. Za va¢Sinou kmitania v prirode stoji veta ,,¢im je to viac vychylené z rovnovéhy, tym
viac sa to do nej chce vratit”. Tak to bolo v pripade kocky ponorenej do vody, tak je to v pripade
hojdacky, ktorti potiahnete zo zvislej polohy, pruzZiny so zavazim, ktorti natiahneme a potom pustime,
tak je to v pripade stromu ¢i obilia, ktoré vychyli vietor zo stabilnej polohy, to isté robi struna na
gitare (aj ked’ riesit’ kmitanie celej struny naraz je trochu komplikovanejsie, pretoZe je to funkcia dvoch
premennych — polohy na strune a ¢asu).

Fyzikdlne vieme zapisat’ vetu ,¢im je to viac vychylené z rovnovéhy, tym viac sa to do nej chce
vratit” sposobom F = —k - y, kde F je sila, ktord na objekt pdsobi, y je jeho aktudlne vychylenie v ¢ase
a k je nejaké kladné &islo. S nie¢im podobnym sme sa uz stretli v patnastej kapitole, ked” sme pocitali
prak. Teraz ale mdme navyse to minus, ktoré hovori, Ze sila posobi opaénym smerom ako je vychylenie
telesa. S tym sme sa uZ tieZ stretli, konkrétne v predoslej kapitole pri kocke vo vode. Pri praku sme
to minus nepotrebovali, pretoZe sme sa zaujimali iba o vel'kost' préce, ktord bola vykonand, podla

spravnosti by ale patrilo aj tam.

Uz od ¢ias pdna Newtona vieme, Ze a = %, teda Ze ¢im vacSou silou posobime na teleso, tym vacsie
je zrychlenie a ¢im je teleso t'aZsie, tym sa zrychl'uje horsie. Ked’ si vzt'ah prepiSeme do podoby F =
a-m a dosadime do naSej rovnice, dostaneme a - m = —ky, resp. a = —%y. Ked’ si d’alej uvedomime,
ze zrychlenie je rychlost’ zmeny rychlosti, a teda druhd derivacia dréhy, dostaneme ij = —%y = —cy.
(Pripominame, Ze fyzici zapisuju derivacie podl'a ¢asu bodkami. Ked’ je to druhd derivécia, tak sd tam
bodky dve.) Charakteristickd rovnica tejto diferencidlnej rovnice ma dve rieSenia ++/ci, takze bazové
rieSenia budu y = sin(y/ct) ay = cos(y/c t). Ich kombindciou moZzeme podl'a potreby nastavit’ okrajové
podmienky. Ale bez ohl'adu na to, ako toto nastavovanie dopadne, vieme, Ze vyslednd funkcia bude
mat’ periédu 2—\/7% Nieto preto divu, Ze sa veci kyvu. Doba jedného kyvu bude samozrejme rézna a
bude zévisiet' od konstanty k a od hmotnosti objektu. V pripade stromov za autorovym oknom st to
priblizne dve sekundy, v pripade struny naladenej na komorné 4 je to g7 sekundy.

Spomerime este jednu dolezitt oblast/, v ktorej sa vyskytuji diferencidlne rovnice aké sme sa nauéili
rieSit’ a pri skiimani ktorej moZeme ziskat' zaujimavé sktsenosti. Tou oblast'ou st elektrické obvody.

Budeme uvaZovat’ o jednoduchych obvodoch, v ktorych sa budti nachddzat’ tieto Styri sti¢iastky:
Batéria. Obycajnd, jeden a pol voltova.

Odpor. Asi najjednoduchsia elektrickd stciastka. Ten nds bude mat’ 500 (). Akonahle obvod zapo-
jime, prihlasi sa o slovo Ohmov zakon, ktory hovori, Ze ¢im vicSie napétie, tym vacsi prad a ¢im vacsi
odpor, tym mensi prad — pri Standardnom znaceni I (prad), U (napétie) a R (odpor) teda Ohmov za-
kon hovori, Ze I = ¥. Nagim obvodom teda okamZite za¢ne pretekat’ prad %A, teda tri miliampére.
Ohmov zdkon budeme pouzivat’ aj v tvare U = I - R, z ktorého sa dozvieme napétie medzi koncami

odporu, ak pozndme vel'kost’ odporu a prad, ktory nim tecie.
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Obr. 90: Obvod s odporom

Cievka. Cievka je o nieco zaujimavejsia sticiastka. Ked’ fiou prechddza stabilny prad, sprava sa ako
Standardny vodi¢ so zanedbatelnym odporom. (Okrem toho vytvara magnetické pole, ale o tom teraz
nebude re¢.) Ked’ sa ale prad, ktory cez fiu prechddza, meni, tak to na koncoch cievky vytvara napétie
priamo timerné tomu, ako rychlo sa ten prid meni. (Dovod, preco je to tak, stvisi s tym magnetickym
polom.) V reéi derivécii to modzeme zapisat ako U = L[ pri¢om [ je derivacia pradu podla ¢asu
a parameter L sa nazyva indukénost’ cievky. Nasa cievka bude mat’ indukénost’ 10~ Henryov, teda
1nH.

+ 1.5V 500
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Obr. 91: Cievka a odpor

Uz len ked’ do obvodu zapojime cievku a odpor, dostaneme zaujimavu diferencidlnu rovnicu. Podl'a
Kirchhofovho zdkona totiz plati, Ze stcet jednotlivych napiti v uzavretom obvode musi byt 0. Ak si
napdtie na batérii ozna¢ime V, dostaneme, Ze —V + RI + LI = 0, ¢o v nasom konkrétnom pripade
znamend 107°1 + 5001 = 1,5. Je to aZ na konkrétne &isla tplne rovnaka diferencidlna rovnica ako ta,
ktora popisovala cenu parkov v tivode tejto kapitoly.

Uloha &. 20: Vyrieste ta diferencidlnu rovnicu. Teda nédjdite funkciu, ktord bude opisovat’, aky velky
prad pretekd obvodom v ¢ase t. Predpokladajte, Ze v ¢ase t = 0 bol prad 0.

Riesenie diferencidlnej rovnice je I = 0,003 — 0,0036_5'1011t. (Ale aj tak si ta diferencidlnu rovnicu

vyrieste, nech viete, ako sme k tomu prigli.) Znamen4 to, Ze v ¢ase 1 pikosekunda (to je 10712s) bude
prad priblizne 0,0012 A, ale uZ v ¢ase 1 nanosekunda (to je 10~%s) bude prad 0,003 A. Dalgie detaily

moZete vidiet’ na grafe rieSenia na obrazku 92. K hodnote 0,003 A sa graf pribliZi asi za 10 pikosektind.
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Cievka ndm teda posliZzila ako akasi brzda, ktord na zaciatku narast pridu spomalila, ale relativne
rychlo sa zacala sprévat’ ako oby¢ajny vodic.

0.005

g 2x10712 ax1g12 Bx10712 Bx10712 1x1g11 1.2x0 11

-0.005

Obr. 92: Zavislost' pridu od ¢asu pri obvode s cievkou

Kondenzitor. Kondenzator je stciastka, ktord tiezZ moZe fungovat’ ako brzda, ale vyrazne Géinnej-
Sia. M4 totiz iba urcitd kapacitu ndboja, ktory domnl moze pritiect’ a ¢im je ho viac, tym menej pradu
kondenzator prepusta. To sa zabezpecuje tak, Ze na koncoch kondenzétora rastie napétie. Napétie na
kondenzatore preto modzeme popisat’ vztahom U = % [Idt, kde parameter C je kapacita konden-
zatora. Cim je kapacita kondenzatora vacsia, tym mensie bude napétie a tym viac pradu moze cez
kondenzator pretiect. Na§ kondenzator bude mat’ kapacitu 10~°F, teda jeden nanofarad.

Co sa stane, ked’ kondenzator zapojime do obvodu s odporom tak, ako je to mozné vidiet na
obrazku 93? Opéat musi platit, Ze stcet napéti v okruhu je 0. Plati teda R - [ + % [ Idt = 1,5 a ked’ obe
strany rovnosti zderivujeme, dostaneme R - [ + £ = 0, teda v naom pripade 500 [ + 10°I = 0. Této
diferencidlna rovnica je prijemnd a separovatel'na.
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Obr. 93: Kondenzator a odpor

Uloha & 21: Vyrieste ta diferencidlnu rovnicu. Predpokladaijte, Ze prad v ¢ase t = 0 je 0,003 A — taky
by bol, keby v obvode Ziaden kondenzator nebol.



RieSenie nasej diferencidlnej rovnice je y = 0,003 - e~ 210 Graf vel'kosti pradu v zavislosti od ¢asu
pri tomto obvode moZete vidiet' na obrdzku 94. Je vidno, Ze kapacita kondenzatora sa naplni priblizne

do troch mikrosekind a potom uz obvodom vel'a pradu netecie.
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Obr. 94: Prad v obvode s kondenzatorom a odporom

A teraz prichddza hlavny bod programu, nazyvany LC obvod, pretoZe dor zapojime jednu cievku
a jeden kondenzator tak, ako mozete vidiet’ na obrazku 96. Ako sa bude spravat’ prad?
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Obr. 95: LC obvod
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Z Kirchhofovho zdkona opat’ dostaneme, Ze sti¢et napiti na okruhu musi byt nula, teda & [ Idt +
LI = 1,5. Ked' obe strany zderivujeme, aby sme sa zbavili integrdlu, dostaneme £ + LI = 0, a teda
I'+ Z=I =0, ¢o je nasa zndma diferencidlna rovnica druhého stupiia. V pripade nasej cievky a nasho

kondenzétora bude mat’ tato rovnica podobu I + 108] = 0.

Uloha &. 22: Vyrieste tuto diferencialnu rovnicu. Potiatoéné podmienky pouzite I(0s) = 0,003 A
1(0s) =0A/s.

10°

a

21 teda s frekvenciou 2 €0 je priblizne

Obvod ndm teda generuje uteSené kmitanie s periédou {75,
159,2 MHz. Graf rieSenia mo6zete vidiet' na obrazku 96.
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Obr. 96: Kmitanie v obvode

LC obvody st zakladom radiového vysielania, zosiliiovacov aj indukénych ohrievacov.

Uloha &. 23: Navrhnite indukénost’ cievky tak, aby s kondenzétorom s kapacitou 1 uF obvod kmital na
frekvencii 440 Hz (to je frekvencia kmitania komorného a).

Cela vec m4 ale eSte jeden hacik. Vrat'me sa na chvil'u k tlohe s kockou vo vode. Elektricky obvod
za istych okolnosti moZe generovat’ vinenie, kym sa mu nevybije batéria, ale ked” tt drevend kocku
str¢ite do vody, nebude sa hojdat’ nekonecne dlho. Casom zastane. A ta funkcia, ktora sme dostali,
nejavi priznaky toho, Ze by s tym kmitanim chcela niekedy prestat’, pretoze je periodicka. Kde sme v
pocitani urobili chybu?

V pocitani sme chybu nespravili. Ak by na kocku skuto¢ne pdsobila iba gravitdcia a vztlakova sila
z vody, tak by sa kocka hojdala donekonecna. Problém je v tom, Ze to nie st jediné sily, ktoré na
kocku pdsobia. Ako ale vyzeraju tie ostatné sily? Ak mé nasa kocka hranu 10 cm a nebude sa hybat/,
bude ponorend presne do polovice. Znamena to, Ze vtedy na fiu Ziadna ind sila okrem gravitacnej a
vztlakovej neposobi. Keby tam bola eSte nejaka, bud’ by spodsobila pohyb alebo by sposobila, Ze by
rovnovéha sil nastala pri nejakej inej hibke ponoru. Teda sila, ktort sme zanedbali, musi byt' taka, Ze
na kocku pdsobi iba vtedy, ked” sa kocka hybe. A ked'Ze by mala kmity tlmit,, bude posobit’ proti
smeru pohybu kocky.

Sily, ktoré sa spravaju tak, ako je opisané v predoslom odstavci, st rézne. Kmitanie moze tlmit’
tlmi¢ (na aute alebo na horskom bicykli), odpor prostredia alebo povrchové napétie hladiny vody, do
ktorej je kocka ponorena. Pre jednoduchost’ pocitajme, Ze sila bude priamo timernd rychlosti® a v
pripade nasej kocky bude jej vel'kost’ priblizne —0,2v, pricom v je aktudlna rychlost’ kocky. To minus
znamend, Ze sila posobi v opa¢nom smere, nez je ten, ktorym sa kocka prave pohybuje.

V predoslej kapitole sme vypocitali, Ze stucet gravitacnej a vztlakovej sily, ktord posobi na kocku,
ponorent do hibky &, bude —100h Newtonov. Teraz sa k tomu prida este sila zavisld od aktualnej
rychlosti kocky. Pre celkov silu, ktord bude urcovat’ pohyb kocky teda plati:

F=m-a=-100h—-0.2v

Toto je v niektorych pripadoch trochu silny predpoklad. Napriklad ak sa teleso hybe prirychlo a vznikaja turbulencie, tak
odpor prostredia nie je priamo tmerny rychlosti, ale druhej mocnine rychlosti. Pri malych rychlostiach (¢o je nast'astie nas
pripad) a lamindrnom prident je ale zavislost’ skuto¢ne linedrna.
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Ked'zZe rychlost’ je derivécia polohy podl'a ¢asu a zrychlenie druhd derivacia polohy podla ¢asu, do-
staneme
05h=—100h — 0,2

h4+04714200h =0

Uloha &. 24: Vyrieste tdto diferencidlnu rovnicu. Okrajové podmienky st rovnaké, ako predtym:
h(0) = —0,03 a 1'(0) = 0. Pripravte sa na to, Ze bude trochu komplikovanejsie doladit
konstanty, aby okrajové podmienky platili.

Ked’ zaokrtihlime korene charakteristickej rovnice na Styri desatinné miesta, vyjda bazové rieSenia
predoslej ulohy iy = e~ 02! .sin(14,1407t) a hy = e~ 02! - cos (14,1407 t) a okrajové podmienky spliia ich
kombindcia & = —0,03e%2! - cos(14,1407t) — 0,0004 - e=92! . sin (14,1407 t). Prvych dvadsat sektnd
kmitania kocky podla tejto funkcie moZete vidiet' na obrdzku 97. Po tych dvadsiatich sekunddch bude
kocka kmitat’ uZz len o nie¢o viac ako o pol milimetra (ako sa to zo zdpisu funkcie da vidiet'?) a kmitanie
sa bude nad’alej exponencidlne zmensovat'. Pekny graf, nie?

Obr. 97: Tlmené kmitanie

Vo vseobecnosti md rovnica popisujica tlmené kmitanie tvar y” 4 by’ + cy = 0, pricom oba para-
metre b a ¢ st kladné, parameter ¢ hovori, ako vel'mi sa chce teleso z vychylenej polohy vratit’ spat a
parameter b hovori, akd vel'’ka je sila, ktord brzdi teleso v pohybe. Charakteristickd rovnica ma korene
_b%‘/m. Ak bude b? — 4c zaporné, dostaneme dve komplexné rieSenia, pricom ich redlna ¢ast bude
—%, ¢iZe zapornd a kmitanie bude tlmené tak, ako sme to videli pri kocke vo vode. Ak bude b2 — 4c
nula, bude mat’ charakteristickd rovnica dvojndsobny korer a bude ju treba riesit’ rovnako, ako sme
uviedli v komentari za tlohou 19. Ak bude b? — 4c vidsie ako nula, bude mat’ charakteristicka rovnica
dve zdporné rieSenia. (Prec¢o budt obidve zdporné?) Znamend to, Ze tlmiaca sila je uz dost’ vel'kd na

to, aby akékol'vek kmitanie zrusila. Posledné dva pripady si podrobnejsie preskiimajte v nasledujtcich
tlohéach:

Uloha ¢&. 25: Vyrieste diferencialnu rovnicu y” + 4y’ + 4y = 0, pricom y(0) = —1 a y/(0) = 0 a dajte si
nakreslit’ graf rieSenia.
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Uloha ¢&. 26: Vyrieste diferencialnu rovnicu y” + 5y’ + 6y = 0, pricom y(0) = —1 a y/(0) = 0 a dajte si
nakreslit’ graf rieSenia. V ¢om sa situdcia lisi od predoslej dlohy?

A na zéaver lahddkova uloha.

Uloha &. 27: V obvode méte zapojeny kondenzator s kapacitou 11F, odpor 500 Q) a cievku s indukénos-
tou 1nH tak, ako to mozete vidiet' na obrazku 98. Ako sa bude spravat’ prad v zavislosti
od ¢asu? Co sa udeje, ak tam namiesto 500 (2 odporu déte 10 mQ2?

C1
1NF
|l
oll
+ 1V 500
R1§
L1
1NH
Y Y M

Obr. 98: Obvod s kondenzatorom, odporom a cievkou
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SPRAVY

Ulohy 1 a 2

o dp » . ;
Derivéciu % si ozna¢ime ako p. Po dosadeni dostaneme

p = 106(200000 — 250000 p — (30000 + 87500 - p))

teda
p= 10_6(170 000 — 337500 p)

a teda
p+0,3375p =0,17

Ked’ teraz budeme ignorovat’ pravi stranu a ponechdme len rovnicu

dp _
2 T03375p =0

tak po tprave a odseparovani premennych dostaneme
dpp = —0,3375dt

a po zintegrovani
In|p| =—-0,3375t+c¢

Z toho uz zndmym postupom dostaneme:

p=c.e 0375t

Pokracovanie rieSenia s pravou stranou sa nachddza priamo v texte kapitoly.
Podaktori sa nedali odradit’ re¢ami, Ze premenné sa separovat’ nedajt a tdspesne ich odseparovali
(¢im autora kurzu zaskodili). Ich rieSenie vyzeralo takto:

Z’:+03375p—017

dp+0,3375pdt = 0,17 dt
dp = 0,17 dt — 0,3375 p dt
dp = (0,17 — 0,3375 p)dt

dp _
0,17 — 03375p = dt

/017 0,3375p /dt

Integral vpravo je t + c. Integral vl'avo vyriesili substittciou:

017 -0,3375p = x

dp
—| —03375dp —dx | = /7:
0,17 — 0,3375p . P91~ 203375 ) x
P = —0,3375

In|x|+c= In|0,17 — 0,3375p| + ¢

B 1 1
- —0,3375 -0,3375
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Z toho dostali

1
o375 017 - 03375 p| = t+c

In|0,17 —0,3375 p| = —0,3375¢ +¢
0,17 —-0,3375p =c- o 03375t
_0,3375 p e —0,17 + C- 6_0/3375t

_ _0’17 —0,3375t
P= 03375 ¢

=0,5037 4 ¢ - e~ 93375t

Ich rieSenie je teda to isté, ako sme dostali metédou varidcie konstanty.”°

Uloha 3

Najprv vyrieSime rovnicu bez pravej strany.

dy o _
4y = 3dx
A po zintegrovani
Inly| =3x+c¢
a teda
y=c- e3x

Teraz namiesto konstanty ¢ vloZzime funkciu c¢(x) a nase rieSenie budeme hl'adat’ v podobe y =
c(x) - €>*. Najprv vypocitame derivaciu tejto funkcie: y = ¢/(x) - €3* + c(x) - €3* - 3. Teraz funkciu a jej
derivaciu dosadime do poévodnej diferencidlnej rovnice y' — 3y = x a dostaneme:

(x)- e 4c(x)-e¥-3—-3-c(x) ¥ =x

Posledné dva ¢leny l'avej strany sa li$ia iba znamienkom, teda sa navz4jom zrusia. Preto sa ¢(x) z rov-
nice tplne strati a ostane iba ¢’(x). Keby sa to nestalo, znamena to, Ze sme niekde urobili chybu.
Dostali sme teda

a teda

d(x)=x-e*

Aby sme zistili c¢(x), bude treba integrovat'. Pouzijeme metédu per-partes:

u=x v =3
c(x) = /x-e’g”‘ dx = x| =
u'=1 v=~5%
X - ef3x ef3x X - ef3x ef3x
T3 _/—3dx: 3 9 €
Hladané rieSenie bude teda
L p—3x —3x 1
y=c(x) e = (x _e3 - 69 +C) e = —g—g—i—c-eg’x

90 V predoslom vypocte sme sa zbavili osvedéenou metédou absoltinej hodnoty a rdzne konstanty sme oznacovali tym istym
pismenom c.



91

Spravy |

A skuto¢ne. Ked’ spravime sktsku spravnosti, dostaneme

1
y/:_§+3'c'63x

1 1
:—§+3‘C'e3x+x+§_3’c'63x:x

Mozete sa pokusit’ vypocitat’ bez varidcie konstanty aj tato diferencidlnu rovnicu.

Uloha 4

Pripady dx = 0,25 a dx = 1 vedu k vysledkom, zodpovedajticim tomu, ¢o ndm vyslo ako rieSenie
diferencidlnej rovnice v texte kapitoly. Budeme sa zaoberat’ iba najzaujimavej$im pripadom dx = 10.
Vyvoj cien potitany Eulerovou metédou pri takomto moZete vidiet' na obrazku 99.

A | B [ c |
i y X y
2 0 0
3] 0,17 10 1,7
4 -0,40375 20 -2,3375
s | 0,95890625 30 7,2515625
6-2,27740234 40 -15,5224609375
~1.5,408830566 50 38,5658447266
¢ 1-12,8459726 60 -89,8938812256
2 30,50918491 70 215,1979679108
10 -72,4593142 80 -509,3951737881
111172,0908712 90 1211,5135377467
121-408,715819 100 -2875,6446521483

Obr. 99: Ceny pérkov

Je zrejmé, Ze ked” Vinco urcoval ceny iba raz za desat’ dni, stalo sa mu, Ze sa cena zatial prili$
odklonila od rovnovahy a vzdy, ked’ ju chcel vratit’ spat’, presvihol to na opacnt stranu, ¢o v konecnom
dosledku spustilo pozitivnu spatnt viazbu. Ako spravne poznamenal MiSo, Vincovi sa stalo to isté, ako
sa stane nesktisenému Soférovi, ked” dostane Smyk. Strhne volant na doraz na opaé¢nt stranu a ked’
kolesd znovu zabert, tak je na tom horsie ako predtym. Podobny problém sa nemusi vyskytovat' iba
pri rieSeni diferencidlnych rovnic alebo pri Soférovani, moze sa vyskytovat' napriklad pri Starte rakety.”

Ulohy 5 a% 11

V tlohéch 5 aZ 7 sme mali zadané prvé dva cleny postupnosti a mali sme vypocitat’ ostatné. Vzt'ahy
uvedené pred piatou tlohou si prepiSeme do podoby vhodnej na priamy vypocet. Upravené vzt'ahy,
aj rieSenia najdete v nasledujticej tabul'ke:

Ak chcete vediet' viac, pozrite si na wikipédii ¢lanok https://en.wikipedia.org/wiki/Pogo_oscillation. Ak ste niekto
¢itali knizku Mart'an, presne kvoli tomu havarovala ta zdsobovacia raketa. V realite kvoli tomu 21. februdra 1969 havarovala
sovietska raketa N1-L3. Sklony k tomu mal aj centralny motor druhého stuptia misie Apollo 13, ale v¢as ho vypli a zvysné
Styri nechali horiet’ dlhsie. (Apollo 13 malo neskor iné, zaujimavejsie problémy.)
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_m _m _ a4 _ a3 _ a
Ao | a1 | A2 = 5 | A3 = 35 | M4 = g3 | 45 = 54 A6 = &5

1 1 1 1 1 1 1
71 321 1321 54321 654321

T+x+ + + ! + + —x+ g

= x4 —x2+ =23+ x4+ —a° =¢

y= ¥ Tt Tt et et

2 2 2 2 2 2 2

21 3 1321 54321 654321

y—2—|—2x—|——x —|—§x —i——x —i—gx —|—6 =

= 1+x+lx +lx +lx +lx+1 + = 2¢"
B 2! 3! 4! 5! 6! B

‘H
—
—
_

1
1] -1 & -

4.3-2-1 T 54321 6:5-4-3-2-1

@
n
o~

1—x+lx—lx —I—lx—lx+1 =
Y= 2 T3t Tt TEt T -
1 1 1 _

= 14 (=) + 5 5 (P ()t =

Ten rad, ktory sme dostali, je klasicky rad pre e* s dosadenym —x.

—x)* +

=
W
w

- 3 - 3
3 3 1 4321 54321 654321

3 3 3 A 3 3 6 B
y=3— 3x+5x—§x +4| gx +§x - =

_ 1 3 1 1, X
= <1—x—|—x—3' —1—— gx —|—6 --->—3e

@
™
=

.....

vV

a ked’ zatneme s trlkrat vaésimi ¢islami, dostaneme trikrat VEiCSle rieSenie.

V tlohe 9 chceme ndjst’ také rieSenie, pre ktoré plati, Ze a9 = 5 a a1 = —1. Ako uZ bolo v tlohe
naznacené, tieto koeficienty sme vyrobili tak, Ze sme séitali koeficienty a9 = 2 a a; = 2 z tdlohy 6
aayg = 3 aa; = —3 z druhej Casti dlohy 7. Vieme, Ze derivacia stctu dvoch funkcii je stctom ich

derivécii. A d’alej vieme, Ze ¢leny rozvoja do radu zédvisia vylu¢ne od derivacii. Takze ked” médme
funkciu y = 2 - ¢*, ktorej prvé dva koeficienty v rozvoji do radusttag =2 aa; = 2 a funkciuy =3-¢77%,
ktorej rad ma na zaciatku koeficienty ap = 3 a a; = —3, tak rad stctu funkcii y = 2-e* +3-¢7* bude
zatinat' na agp = 5 a a; = —1. Samozrejme aj pre tuto novu funkciu plati, Ze y” = y. Je to teda presne ta
funkcia, ktort hfaddame.

Toto pozorovanie ndm umoZzni vyrieSit' aj tlohu 10. To rieSenie by sme chceli opdt’ poskladat’
z funkcii y = e* a y = e *. Chceme teda funkciu v tvare y = ¢ -e* + ¢y - e ¥, ktord mé prvé dva
koeficienty v rozvoji do radu ap = 7 a a; = 3. Sticasne vieme, Ze funkcia y = e* ma prvé dva koeficienty
ap = laa = 1a funkcia y = e™* ma prvé dva koeficienty a9 = 1 a a1 = —1, a teda funkcia
Yy =c1-e"+cy-e ¥ bude mat prvé dva koeficienty ap =c¢1-1+c-1=c1+ccaa =c-14+c-(—1) =
c1 — cp. Ostava ndm teda zabezpecit' také c; a cp, aby platilo ¢c; + ¢, =7 a ¢ — ¢ = 3. Vzhl'adom na to,
Ze vieme riesit’ stistavy rovnic, by to nemal byt az taky problém. Ked” obe rovnice s¢itame a vydelime
dvomi, dostaneme c; = 5 a dosadenim do prvej rovnice zistime, Ze ¢, = 2. Hl'adan4 funkcia teda bude
y=5-e"+2-e".



Ak méame ndjst’ rieSenie pre vSeobecné ag a a1, potrebujeme zvolit’ také c; a ¢y, aby platilo ¢ +c2 =
a9 a c1 — ¢ = a1. Rovnakym postupom ako v predoslom pripade dostaneme, ze ¢; = %% a ¢, = %501
TakZe vSeobecné rieSenie je y = % Me¥ 4 W-Me—x,

Za povsimnutie stoji, Ze staci zvolit' dva parametre a¢ a a4; a funkcia je jednoznacne urcend, pretoze
ostatné ¢leny radu uz vieme dopocitat’. Rovnako staci zvolit' dva parametre v zapise y = c1-e* +co-e*
a zakaZdym dostaneme int funkciu, ktoré je rieSenim nasej rovnice. A pre dané a¢ a a; vieme vypocitat’
také c1 a cp, aby sme dostali rieSenie nasej rovnice, ktorého rozvoj do radu za¢ina ¢lenmi s koeficientami
ap a a;. Vedeli by ste to aj naopak? (Teda viete pre zvolené c; a cp nejako jednoducho vypocitat’, akymi
¢lenmi ag a a1 bude zacinat’ rozvoj funkcie do radu? Budeme to potrebovat’ hned’ v nasledujticej tilohe.)

Uloha 12
Zatneme rovnako ako pri predoslej diferencidlnej rovnici. Ak ma funkcia rozvoj do radu
Y = ag + ayx + axx® + azx® + agx* +asx® + ...
tak jej druhd derivédcia bude
Y/ =2-ay+3-2-a3x+4-3-a,3> +5-4-a5x° + ...

Ked'Ze mé platit vy’ =
nach x, Ze musi platit’

—1, dostaneme z toho porovnanim jednotlivych ¢lenov pri rovnakych mocni-

ao - a1 - as - as
M="43 ®T 5.4
Ked’ chceme, aby platilo y(0) = 0, dosadime nulu do radu a dostaneme, Ze ayp = 0. Ked’ chceme, aby
bolo y'(0) = 1, najprv vypoditame derivaciu radu: y' = a; + 2ax + 3a3x? + 4asx® + 5asx* + ... a ked’
tam dosadime nulu, zistime, Ze a; = 1. Dalgie ¢leny st dopocitané v tabul'ke niZ$ie.

Rovnako budeme postupovat’ aj v pripade y(0) = 1 a y’(0) = 0. Dostaneme z toho, ze ayp = 1
a a; = 0. Dalgie ¢leny dopotitame rovnako ako v predoglom pripade.

ap aq az——% aSI_% m;z—i% 615:—;%1 aﬁz—%
1 1
0|1 0 T 321 0 54321 0
1 1
. +t.3, 15 7o
y=x— g + TR + sin(x)
1 1 1
Lo 21 0 1321 0 T 654321
—1——x2—|—lx4——x6+---:cos(x)
2! 4! 6!

Okrem toho, Ze sme dostali ndm dobre zndme rady pre sinus a kosinus, maja rady, ktoré sme
tentokrat dostali, jednu naozaj vel'ktd vyhodu. Ak by sme totiZ chceli ndjst’ rieSenie diferencidlnej
rovnice y’ = —y, ktoré md prvé dva koeficienty radu rovné nejakym dopredu danym ay a a4,
malo by tvar y = ¢; - cos(x) + ¢ - sin(x), pricom potrebujeme zariadit/, aby platilo ¢; -1+ ¢, -0 = ag
acy-0+cy-1=a;. To ale skuto¢ne nie je problém. Staci zvolit' ¢; = ap a ¢ = a1. Ak teda chceme, aby
rieSenie nadej diferencialnej rovnice spliialo okrajové podmienky y(0) = 3 a y/(0) = —2, sta&i zvolit
y =3-cos(x) —2-sin(x).
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Vrat'me sa na chvil'u este k predoslej diferencidlnej rovnici y” = y. VSetky jej rieSenia sme skladali
z funkcii y = ¢* a y = e~ *. Tieto funkcie st tplne v poriadku. I'ahko sa hl'adaja (zvlast, ak si pozriete
trik, ktory v kapitole nasleduje po tlohe 12) a vieme s nimi zabezpecit' 'ubovol'né ag a a; na zaciatku
radu, takZe s nimi vyrobime vsetky rieSenia. Keby sme ale tie rieSenia poskladali z funkcii, ktorych
rady zacinaji ag = 1, a1 = 0 a ap = 0, a; = 1, mohli sme si uSetrit' nejaké pocitanie podobne ako pri
tom kosinuse a sinuse.

Ni¢ ndm ale nebréni takéto funkcie najst'’. Zoberme opét’ vzt'ahy pre koeficienty radu, ktoré plynuli
z diferencialnej rovnice y” = y a hl'adajme:

— a — a — a - a ——a
ag | a1 | Ay =7 | A3 =35 | A4 =g3 | A5 =53 | 46 = g3

1 1
011 0 321 0 54321 0

1 1 1
y=x+_x+ X"+ x4

3! 5! 7!
1 1 1
110 21 0 1321 0 654321
EEPRE - S DRI o
y—l—l—ix —l—ﬂx —i—ax + -

Funkcie, ktoré sme dostali, maja podobné rady ako sinus a kosinus, len sa v nich nestriedajti zna-
mienka. Na zaklade rieSenia tilohy 11 vieme povedat’, Ze prva z nich sa da zapisat’' ako y = %ex - %e*x
adruhd y = Je* + 1e " Tieto funkcie maju ale aj samostatné mend. Prvé sa nazyva hyperbolicky si-
nus a zapisuje sa y = sinh(x) a druhd hyperbolicky kosinus a zapisuje sa y = cosh(x). K privlastku
Jhyperbolicky” prisli tie funkcie tak, Ze zatial' ¢o ak vezmete bod [cos x, sin x], tak bude leZat' na jed-
notkovej kruZnici s rovnicou x2 + y? = 1, tak bod [cosh x, sinh x] bude leZat' na jednotkovej hyperbole
s rovnicou x? — y? = 1. (Dosad'te si tie e-¢tkové zapisy hyperbolickych funkcif do x? — y? a uvidite, Ze
vam té jednotka naozaj vyjde.)

Ked’ sa pozrieme na tie rady, ktoré k funkcidm cosh x a sinh x viedli, vidime, Ze derivécia hyperbo-
lického sinusu je hyperbolicky kosinus a derivaciou hyperbolického kosinusu hyperbolicky sinus. Preto
obe spliiaju diferencidlnu rovnicu y” = y. Keby sme chceli také riedenie tejto diferencidlnej rovnice,
ktoré splia okrajové podmienky y(0) = 7 a y'(0) = 3, sta&i teda zobrat' y = 7 - cosh(x) + 3 - sinh(x). (A
tym sme nendpadne vyriesili aj tlohu 13.)

Vseobecné riesenie diferencidlnej rovnice ¥y’ = y mdZeme teda zapisat’ aj spdsobom y = c; - e* +
2 -e~*, aj sposobom y = c; - cosh(x) + ¢2 - sinh(x). Kazdu funkciu, ktort vieme vygenerovat' jednym
sposobom, vieme vygenerovat' aj druhym a naopak — oba spdsoby ndm vygeneruja ta istd mnoZinu
funkcii. V prvom spodsobe sa jednoduchsie hl'adali bazové funkcie, v druhom jednoduchsie ndjdeme
pre zadané okrajové podmienky spravne hodnoty konstant c; a c».

Mimochodom — myslite si, Ze st to jediné dve dvojice funkcii, ktoré vygeneruja vsetky rieSenia
rovnice y” = y alebo existuje eSte nejaka d’alsia taka dvojica? Ak d’al$ia neexistuje, tak preco? Ak
existuje, tak aka?

Uloha 14

Charakteristicka rovnica diferenciélnej rovnice je rovnica k> — 5k + 6 = 0 s korefimi k = 2 a k = 3.
Bézové rieSenia teda budd y = ¢** a y = ¢3* a veobecné rieSenie bude y = ¢ - €2* + ¢, - €. Ked' teraz
chceme, aby platilo y(0) = e—1a y(1) = 0, tak tie podmienky sta¢i dosadit’ do vSeobecného riesenia.
Dostaneme tak stistavu pre c¢; a c, ktort staci vyriesit'.



Z prvej podmienky dostaneme e — 1 = ¢ + ¢ a z druhej podmienky vidime, Ze 0 = ¢1 - ¢® + ¢z - €°.
Druht rovnicu vydelime e? a dostaneme 0 = ¢ + ¢; - ¢, &iZe c; = —¢, - e. Dosadime to do prvej rovnice
adostanemee—1= —cy-e+cy, tizZee—1 = —cy- (e —1). Rovnicu vydelime e — 1 a dostdvame 1 = —c»,
a teda c; = —1. Z toho uz I'ahko dopocitame, Ze c; = e.

Hl'adané riesenie diferencidlnej rovnice je teda funkcia y = e - ** — ¢3* = ¢ 1 — 37,

Uloha 15

Spravili ste sktgku a nevysla? Cim by to tak mohlo byt? Je to tym, Ze v rieSeni charakteristickej
rovnice je chyba. Néjdite ju a opravte. Zo spravnych rieSeni charakteristickej rovnice zistite bazové
rieSenia diferencidlnej rovnice rovnakym sposobom, ako ste videli v priklade. Vyskusaijte, ¢i je vysledok
tentokrat spravny.

Uloha 16

Charakteristickd rovnica je k2 —6k+10 = 0, jej korene st kjp = 3 +1i, bdzové rieSenia st y =
-sinx a y = €3 - cos x, v8eobecné rieSenie je y = ¢1 - €* - sinx + ¢3 - €3* - cos x.

Aby platilo y(0) = 0, musi platit' c; = 0. Hl'adana funkcia mé teda tvar y = c1 - e - sin(x). Jej
derivécia bude y' = c; - (¢3* - 3 - sin(x) + €% - cos(x)). Ked'Ze potrebujeme, aby jej hodnota v nule bola
6, musi platit 6 = c; -1, a tedac; = 6, a teday = 6- > - sin(x).

eBx

3x

Uloha 17

Charakteristickd rovnica je k? = —200, a teda k = ++/200i. Vieobecné riedenie diferencidlnej rov-
nice je teda y = ¢1 - cos(v/200 x) + ¢ - sin(1/200 x).

Z toho, Ze y(0) = —0,03 sa dozvieme, Ze c; = —0,03. Vypotitame derivéaciu y’ = c¢; - — sin(1/200 x) -
/200 + ¢; - cos(1/200x) - 1/200. Z toho, Ze y'(0) = 0 sa dozvieme, Ze c; = 0. Hl'adan4 funkcia je teda
y=-0,03- Cos(\/m x). Pekne sa ta kocka vIni.

Ulohy 18 a 19

Z toho, Ze vSetky ¢leny radu musia byt nuly, moéZeme postupne vypocitat’ jednotlivé ¢leny radu
rovnako ako v predoslych pripadoch, ked” sme trik s radmi pouZivali:

ay | a1 | ay =270 | gy = 22pEM | g = ZEE | g5 = BhEe

11 L . T 5T371
y=1+x+%x2+%x3+%x4+%x5+-~=ex

0|1 1 217 32% 4-3?2-1
y:x+x2+%x3+%x4+%x5+--':
:x~<l+x+21!x2+31!x3+41!x4+-~>=x-€x

V tejto stuvislosti by sa patrilo pripomenut’ dokaz indukciou, pretoZze asponi v pripade druhej fun-
kcie nie je na prvy pohl'ad zrejmé, preco tam tie faktoridly vychadzaja. Pokuste sa poriadne dokézat/,
Ze tam tie faktoridly vyjdua vzdy.
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| KAPITOLA 19. PRECO SA VECI KYVU

Uloha 22

1
VLC
Vseobecné rieSenie teda bude I = c;. cos(ﬁt) + c3. sin(\%ct). UzZ v tomto momente je zarucené, ze

vysledok bude periodickd funkcia s periédou 27 - v/LC.

Ked” vezmeme do tivahy konkrétne sticiastky a okrajové podmienky z nasho zadania, dostaneme,
72e VLC =107 atedal = c; - cos(10%t) + c; - sin(10%t). Ked'Ze prad v ¢ase t = 0 md byt 0,003 A, dosta-
neme z toho, Ze ¢; = 0,003. Derivécia pradu podl'a ¢asu je [ = ¢ - —sin(10%t) - 10° 4 ¢; - cos(10%t) - 10°
a ked'7e ma byt na zaciatku nulovd, dostaneme c; = 0. Prad v obvode popisuje teda funkcia
y = 0,003 cos(10%¢).

Diferenciédlna rovnica I + Ll—cl = 0 ma charakteristickt rovnicu k? = —%, ktord ma korene + i

Uloha 23

Priblizne 0,13 H. Cievku s takouto indukénost'ou nie je pri troche ndmahy problém vyrobit'.

Uloha 24

Diferencidlna rovnica / + 0,45 +200h = 0 ma charakteristickti rovnicu k% + 0,4k + 200 = 0. T4
ma korene —0,2 + 14,1407 (redlna Cast’ vysla presne, imagindrnu sme zaokruhlili na Styri desatinné
miesta). VSeobecné rieSenie bude teda

h=rcy-e %% . cos(14,1407¢t) + ¢y - e %" . 5in(14,140 7 t)

Z toho, ze h(0) = —0,03 sa dozvieme, Ze ¢c; = —0,003. Kvoli druhej okrajovej podmienke bude treba
vSeobecné rieSenie zderivovat'. Ked'Ze sa sklada z dvoch casti a kaZzda z nich je stcin dvoch funkcif,
bude t4 derivacia pomerne rozsiahla:

i=cy-(e7%?".(—0,2) - cos(14,1407t) 4+ e O . —sin(14,1407t) - 14,1407)+
- (670" (—0,2) - sin (14,1407 1) + e %! - cos (14,1407 t) - 14,1407)

Ked'ze derivdcia ma byt v nule nulovd, dostaneme, Ze 0 =c¢; - (—0,2) + ¢ - 14,1407, a teda ze

C) = 12:%4%7 ~ —0,000 4. Takze funkcia, ktord popisuje pohyb kocky vo vode, bude

h=—0,03e %" cos(14,1407t) — 0,0004 ¢ 22! . sin (14,1407 t)

Uloha 25

Charakteristické rovnica diferencidlnej rovnice y” + 4y’ + 4y = 0je k* + 4k + 4 = 0. M4 dvojnasobny
koreti k = —2, takZe bazové riesenia budt y = e 2* a y = xe *. Vieobecné rieSenie je teda y =
c1 e 2 +cy- xe 2. Ked'Ze chceme, aby platilo y(0) = —1, dostaneme ¢; = —1. Derivécia vieobecného
rieSenia je y' = c1-e 2 - (=2) +cp- (1-e 2 + x-e 2. (=2)). Ked'Ze chceme, aby platilo y'(0) = 0,
dostaneme 0 = ¢1 - (—2) +¢2-1,a teda c; = 2-¢; = —2. Hladan4 funkcia je teday = —e™2* — 2 - x e~ 2~

Na obrazku 100 mozete vidiet' graf tejto funkcie. Je vidno, Ze tlmiaca sila je natol'ko vel'kd, Ze
umoziiuje maximélne jeden prekmit. NavySe sme si okrajové podmienky zvolili tak, zZe derivécia je
v nule nulovd, takze jediny extrém sa nachddza prave v x = 0.



Spravy |

Obr. 100: Takmer tplIné tlmenie

Uloha 26

Diferencidlna rovnica y” + 5y’ + 6y = 0 ma charakteristick rovnicu k*+ 5k +6 = 0. Jej ko-
rene si k = —2 a k = —3, takZe vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice je y = ¢ - e 2 +
cp - e73*. Z toho, Ze y(0) = —1 sa dozvieme, Ze ¢; + ¢ = —1. Derivacia vSeobecného rieSenia je
Yy =c1 e (=2)+cp e (=3). Z toho, Ze derivdcia ma byt v nule nulova sa dozvieme, Ze
—2c1 — 3c; = 0. VyrieSime ststavu a dostaneme ¢; = —3 a ¢ = 2. Hladand funkcia je teda
y = —3e 2 4 2¢73%. Graf vyzerd podobne ako v predoslom pripade.

Uloha 27

Opdt’ vychddzame z toho, Ze sucet napdti v uzavretej slucke musi byt nula. Znamenda
to, Ze % f Idt + RI+ LI = 1,5. Ked obe strany zderivujeme, dostaneme %I +RI+ LI =
0, a teda [+ R+ I1=0. Ked tam dosadime hodnoty konkrétnych sttiastok, dostaneme
I+5-10M"] +10'] = 0. Charakteristickd rovnica tejto diferencidlnej rovnice je k* + 5 - 10!k + 10'® = 0.
Této rovnica bude mat’ dva redlne korene —2,000008 - 10° a —4,99998 - 10! a v&eobecné riegenie di-
ferencidlnej rovnice teda bude I = ¢; . ¢~2/000008-10% cy - e~ 49999810 - Al m4 byt prad v case t = 0
nulovy, musi platit’ ¢; + c; = 0. Ked’ zvolime ¢; = 0,003 a dopo¢itame c, = —0,003, bude mat’ funkcia
nasledujtci priebeh:

0.003
0.002

0.001

0 <1077 121078 1 5x10°8 211078 25x10°8 3x10°0 3.6x10°0

Obr. 101: RLC obvod
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| KAPITOLA 19. PRECO SA VECI KYVU

Prad takmer ihned’ (do 10 pikosektnd, ¢o je 0,01 ns, teda 0,000 000 00001 s — tento kratucky ¢as na
grafe ani poriadne nevidno) vysttpi na 0,003 A a potom bude pribliZne tri mikrosekundy klesat’ spat’
na nulu. Funkcia sa sprava podobne ako funkcia z tlohy 26. Odpor 500 () v obvode spol'ahlivo zrusil
akékol'vek kmitanie, ktoré by kondenzator a cievka mohli vytvorit'.

V pripade, Ze namiesto 500() odporu pouzijeme 10m(), dostane diferencidlna rovnica
tvar [ + 1071 + 10T = 0. Jej charakteristickd rovnica bude k* + 107k + 10® = 0. Jej
rieSenia budud —5 - 10° + 9,9999 - 10%, takZe v&eobecné rieSenie diferencidlnej rovnice bude
I=c1-e 510 c05(9,9999 - 108) + ¢ - e~ >10° . 5in(9,9999 - 108¢). Ked’ chceme, aby bol prid v &ase
t = 0 nulovy, dostaneme, Ze c; = 0. Ked’ ¢, zvolime 0,003, dostaneme nasledujiicu funkciu s pre-
krasnym tlmenym kmitanim (ktoré asi po 1,4 us prestane byt viditel'né):

| pidaq
Iplat L U L

st R H H T H

| A A )
[ e or i ol 4-#0’7 BHIT BB AT 8x10" gx1077 12108 1.4x108 1.2x10°8

ot R T ‘
apoz]{-{1ttii !

14003

Obr. 102: Dalsi RLC obvod

AK4 je hrani¢na hodnota odporu, po ktory sa bude kmitanie vyskytovat'?



20 ROZLUCKA

Uspesne ste sa dostali na koniec tohto kurzu. Autor vdam tymto d’akuje za trpezlivost’ a &as, ktory
ste tomu venovali. A tym z vés, s ktorymi bol pocas toho, ako ste sa predierali tymto kurzom, v kon-
takte, d'akuje za spolo¢ne straveny ¢as a zaujimavé pripomienky, z ktorych sa mnohé ocitli v spravach
k jednotlivym kapitoldm.

Této kratka kapitola bude venovand tomu, ¢o robit’' s vecami, ktoré ste sa naucili.

Mozno niekto prisiel na to, Ze bude spokojny, ak sa uz s matematikou nikdy v Zivote nestretne
a bude sa radsej Zivit' nie¢im, pri ¢om netreba ni¢ pocitat’. UZ to samotné moZze byt' cennym poznatkom.

MozZno niekto prisiel na to, Ze aj ked’ mu matematika prave vel'ky pdZitok neprindsa, tak si vie
poradit’, ked” nejakti matematiku robit’ treba. To je vel'ky tispech. Budete stretat’ I'udi, ktori s tiplne
bezradni, ked” pride na akékol'vek pocitanie. MdZete im byt velkou pomocou.

Mozno niekto priSiel na to, Ze sa mu matematicky pristup k problémom celkom pozdava. A je na-
ozaj vel'a oblasti, kde ho moZe rozvijat'. Ci uz zatnete robit’ fyziku, I'ubovol'né inZinierstvo, ekonémiu
alebo programovanie, viade sa tam nejakd matematika mihne a niekedy jej nebude maélo. To, Ze ju
budete moct’ robit’ s radost'ou, vam poskytuje vel'kt vyhodu.

MozZno niekomu matematika — a matematickd analyza zvl4st’ — uc¢arovala natol'ko, Ze by sa chcel
pozriet’ eSte po niecom podobnom, chcel by veciam rozumiet’ lepsie a najst’ odpovede na niektoré
otazky, ktoré nechal tento kurz otvoreny.

Ak mate pocit, Ze vam atmosféra kurzu vyhovovala, odport¢am knizku od ¢loveka, ktory je vynika-
juci matematik a vie o matematike pekne rozpravat'. Tym ¢lovekom je Richard Courant a jeho knizka
Differential & Integral Calculus je vynikajtce ¢itanie. UZ sme ju spominali a citovali a napriek tomu,
Ze sme si vacsinu veci spravili po svojom, tento kurz jej za mnoho vd'a¢i. Rozhodne odporaéame.®*

Ak niekomu prekézala formdlna nedokonalost’ ndsho kurzu a chcel by vidiet’, ako to vyzerd, ked’
st veci spravené naozaj poriadne, odportacame knizku Michaela Spivaka Calculus.”?

Popri matematickej analyze sme sa v nasom kurze dotkli viacerych Sirsich okruhov. Jednym z nich
je linedrna algebra — ¢ast’ matematiky, ktord pojednéva o stistavach linedrnych rovnic, vektoroch a ma-
ticiach. Savislost’ s tymto odborom sa dala postrehnut/, ked” sme v poslednej kapitole z koeficientov
radu urcovali vhodnt linedrnu kombinéciu funkcii a z bazovych rieSeni vyjadrovali vieobecné. Su-
vislost' sa este d’alej prehibi, ked’ sa zatna studovat’ funkcie viacerych premennych. V tejto oblasti
odporacam knizku Pavla ZlatoSa Linedrna algebra a geometria.”* Celd 17. kapitola bola zasvatend
numerickej matematike, ¢o je tieZ vel'mi zaujimava oblast’ matematiky.

Ak vdm teda matematika ucarovala natol'ko, Ze by ste sa chceli s nejakymi podobnymi vecami
hrat’ aj nad’alej, bezte na fakultu matematiky, fyziky a informatiky alebo nejaky jej ekvivalent, tam vés
naucia viac.

V kazdom pripade vam autor tejto knizky Zeld, aby ste sa nebdli pustit’ sa do veci po svojom,
nebdli sa v matematike skiiSat’ veci vymyslat’ a nie sa ich iba ucit/, aby ste hlavu pouzivali aj v inych
oblastiach Zivota, aby ste robili zmysluplné veci a aby vés Zivot tesil.

Mnoho st'astia.

Anino

92 Prvy diel moZzete néjst’ na tejto adrese: https://www.ime.usp.br/~gorodski/ps/Courant-
DifferentialIntegralCalculusVolI.pdf Ak budete chciet, druhy si vygooglite.

93 https://archive.org/details/spivak-m.-calculus-2008

94 http://thales.doa.fmph.uniba.sk/zlatos/la/LAG_A4.pdf
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