19. kapitola
Preco sa veci kyvu

V predoslej kapitole sme sa stretli s diferencidlnou rovnicou y''=—200y ktorej jedno
rieSenie sme uhddli vdaka Eulerovej metdde. Diferencidlne rovnice podobné tejto su rovnako
dolezité, ako diferencidlna rovnica, s ktorou sme sa stretli pri rozpade nestabilnych prvkov a potom
sa o nej ukdzalo, Ze popisuje mnoZstvo inych javov. Diferencidlne rovnice tohto typu totiZ popisuji
vSetko kmitanie, vlnenie a oscilécie, ktoré v prirode néjdete. Problém je v tom, Ze zatial rieSenie
vieme iba uhddnuf, pricom niektoré diferencidlne rovnice prvého rddu sme sa uz v minulej kapitole
naucili riesif. Tato kapitola bude pojedndvat o niekolkych dalSich trikoch, ako diferencidlne rovnice
niektorych novych typov riesif. A dostaneme sa aj k tym rovniciam, ktoré hovoria o tom kmitani.

Skidsme zacaf inou diferencidlnou rovnicou zo sveta ekondmie, ktord eSte ku kyvaniu
nepovedie, ale tieZ je zaujimavd. Vinco vlastni fabriku na parky. Medzi jeho povinnosti patri mimo
iného urcovat, po ¢om sa parky budu preddvat. Robi to rozumne. Jednak sa pozrie, kolko parkov sa
v dany deii objednalo (to bude popisovat funkcia D(t) — z anglického ,,demand* — dopyt). Dalej sa
pozrie, kolko parkov ma na sklade (to bude popisovaf funkcia S(t) — z anglického ,,supply* —

.....

.....

Funkcia, ktord opisuje cenu parkov bude p(t) (z anglického ,,price). To, ¢o sme povedali o tom,
ako Vinco cenu meni, sa da zapisaf rovnicou

d
9y (p(e)-s(¢)

Po slovensky: ,,zmena ceny je priamo tmerna rozdielu dopytu a zdsob®. Dajme tomu, Ze Vincovo
sikromné k je 10°. Hovori to, Ze ked ma na sklade 30000 pérkov a objedndvky na 100000
pérkov, tak cenu zdvihne o 107°.(100000—30000) ¢o je 7 centov za pdrok a ked mé na sklade
50000 parkov a objedndvky len na 20000 tak s cenou o 3 centy klesne.

Dalej je ndm zndme, 7e funkcia D(t)=200000—250000p(t). Inymi slovami, ked bude
Vinco davaf parky zadarmo, ndjdu sa dobrovolnici, ktorf si od neho vezmu 200000 kusov, ked ich
da po 30 centov za kus, odber bude 125000 kusov a ked ich d4 po 80 centov za kus, uz to nikto
nekupi, lebo to kazdému bude drahé. Okrem toho vieme, Ze skladové zdsoby sa tiez odvijaji od
ceny, konkrétne spdsobom S(t)=30000+87500.p(t). Teda ak si parky zadarmo, rozchytajd sa
vSetky a pribudne iba Cerstvych 30000 z fabriky, ak sa predavaju po 80 centov za kus, bude ich
zrazu na sklade 100000 .

Uloha 1: Dosad'te vSetky uvedené veci do diferencidlnej rovnice, upravte ju a pokiste sa ju vyriesSit.
(Predpokladajte, Zze v ¢ase t=0 dal Vinco vzhladom na velkd uvadzajicu akciu parky
zadarmo.)



Ak ste sa nepomylili, po dupravich by ste mali dostaf diferencidlnu rovnicu
%+ 0,3375p=0,17 Ak ste sa ale pokdsili tito rovnicu vyrieSif metédou separdcie premennych,

zistili ste, Ze to nejde. Ze nech sa snaZite, kolko chcete, neviete dostaf na jednu stranu rovnosti
vSetky p a dp a na druhu stranu vSetky dt. T4 konStanta 0,17 tam zavadzia. Skrétka ste sa
stretli s neseparovatelnou diferencidlnou rovnicou.

Nastastie aj na takéto potvory existuje trik a ten si teraz ukdzeme. Finta sa nazyva ,,metdda
varidcie konStanty*.

V prvom kroku sa budeme drzaf hesla ,.ked nevieme, Co robif, robime ¢o vieme* a na tu
pravu stranu sa jednoducho vykasleme.

Uloha 2: Metédou separdcie premennych vyrieSte diferencidlnu rovnicu %+ 0,3375p=0

S touto diferencidlnou rovnicou uz mate bohaté skisenosti (dno, je to td najviac omielana

rovnica z predoslej kapitoly) a neprekvapilo, Ze ste dostali rieSenia p=c. e M¥P pricom konStantu
¢ mozZete zvolif lubovolne.

Teraz sa uz dostdvame k tomu, preco sa td metdéda nazyva varidcia konStanty. Povieme si
totiz, Ze ked budeme riesif diferencidlnu rovnicu aj s pravou stranou, budeme rieSenie hladaf
v podobe p=c(t).e **”". Namiesto konStanty ¢, sme tam dali funkciu c(t) . Aby sme mohli do

diferencidlnej rovnice %+ 0,3375p=0,17 dosadit, potrebujeme si najprv vypocitat deriviaciu p .

Derivujeme ako stcin dvoch funkcii, pricom t4 druhé je zloZend. Dostaneme

%zc '(£).e " e (t).e " (—0,3375)

Teraz aj p aj derivdciu p dosadime do pdvodnej diferencidlnej rovnice a dostaneme
c'(t).e " +c(t). e (-0,3375)+0,3375.c(t).e **"*'=0,17
Pohlad na tito rovnicu slabSie povahy odradi, ale odolnej$i si v§imnu, Ze lava strana pozostdva

z troch séitancov, z ¢oho dva sa liSia iba znamienkom, takZe sa navzdjom zruSia. Ked to napiSeme
bez nich, dostaneme

c'(t).e*¥?'=0,17

Prijemné je, 7e jednak je to jednoduchsie, jednak sa ndm uZ v rovnici nevyskytuje c(t) . To, Ze td
varidcia konStanty zmizne a ostane tam iba jej derivédcia, sa udeje vzdy. (Ti, ¢o chci vediet, Ze



pre¢o, nech si skisia vyriesif dplne vSeobecnu diferencidlnu rovnicu y'+p(x).y=q(x).) Ak by
vém tam ndhodou v inej tlohe ostalo c(t) aj c¢'(t) , hfadajte chybu.
V kazdom pripade z poslednej rovnice vieme zistit, Ze

c'(t)=0,17.e>"""

a teda
0,3375t

c(t)=] 0,17.¢" dt=0,17 S——+¢~0,5037 "' +¢

0,3375

—0,3375t

A ked’ze naSe rieSenie ma byt p=c(t).e , staf uz len za c(t) dosadif a zistime, ako

sa bude vyvijaf cena:
p= (0’5037 N C) . e—0,3375t:0’5037 e oV

Okrajovd podmienka ndm hovori, Ze Vinco zahdjil ¢innost fabriky akciou ,,parky zadarmo®, Cize
p(0)=0. Z toho dostdvame, ¢ 0,5037+c.e"=0, ¢ize ¢=—0,5037 . Cena sa teda bude menif
podra funkcie p(t)=0,5037-0,5037.e > .

Z priebehu tejto funkcie sa moéZzeme dozvediet, Ze cena sa ustdli pomerne rychlo na hodnote
¢osi cez 50 centov za parok.

Obrazok 1: Graf vyvoja ceny

Uloha 3: Metédou varidcie konStanty skuste vyriesif diferencidlnu rovnicu y'—3y=x.

Uloha 4: Aby Tudom nebolo Tito, 7e pri tejto diferencidlnej rovnici ni¢ nekmitalo, zoberte
diferencidlnu rovnicu, ktord popisuje ceny parkov p'+0,3375p=0,17, zapnite
tabulkovy kalkulator a vyrieSte ju Eulerovou metédou, pricom hodnotu dx si spravte
nastavitelni podobne, ako sme to spravili v predoslej kapitole. Ako sa bude menif cena,
ak bude dx=0,25? (Vinco nastavuje novd cenu Styrikrat denne.) Ako sa bude menif
cena, ked bude dx=17? Ako sa bude menif cena, ked bude dx=10 ? (V poslednom
pripade Vinco na fabriku kaSle, cenu meni len raz za desaf dni, ale zato o desatkrat vacSiu
hodnotu, ako mu vysla zmena na den.)



Diferencidlne rovnice, ktoré sme doteraz rieSili, sa nazyvajui diferencidlne rovnice prvého
rddu, pretoZe sa v nich vyskytuje len prvé derivicia. V diferencidlnej rovnici, ktord nds zaujima, sa
ale nachddza aj druh4 derivicia. A na diferencidlne rovnice tohto typu zatial Ziaden trik neméme.
Pod'me teda nejaké triky vyvinut.

Je rozumné zacaf nejakou jednoduchSou dlohou — hladdme napriklad rieSenia diferencidlne;j
rovnice y''=y . Jeden moZny utok sa d4 viesf cez nekonecné rady. Predpokladajme, Ze si naSu
funkciu vieme rozvinif do Maclaurinovho radu. Plati teda, Ze

y=ap+a, x+a, X +a; x +a, x +a x’+...
Ako bude vyzeraf druhd derivécia tohto radu? To sa zisti jednoducho. Bude to
y''=2a,+3.2.a;x+4.3.a,X’+5.4.a;x’+...
A kedZe sama y''=y , mali by sarovnaf aj patricné rady. To ale znamend, Ze musi platit
2a,=aq,
3.2.a,=aq,

43.a,=a,
5.4.a.=a,

Dostali sme tak akusi nekonec¢nu sustavu rovnic. Nasfastie nie prili§ komplikovant. Ked' sa
pozriete lepsie, uvidite, Ze staci zvolif a, a a; a ostatné Cleny sa daji jednoznacne dopocitat.
Uloha 5: Zvolme a,=a,=1 . Dopocitajte d’alSie ¢leny asponl po as a napiSte patricny rad. Rad ake;j

funkcie to je?

Uloha 6: Zvolte teraz a,=2 a a,=2. Opif vypocitajte rad aspori po €len pri x> a pokdiste sa
uhdadnuf, aka funkciu ste dostali.

Uloha 7: Este dvakrét to isté. Skiste ndjst patri¢nd funkciu pre a,=1 a a;=—1 a potom pre
a,=3 a a,=-3.



Zhrime si pozorovania z predosSlych uloh. Dvojica a,=a;=1 nam vygenerovala rad
2 3
X X
21%37
dostali dvakrat viac, ¢iZe 2¢* . Podobne, ked’ sme zacali s hodnotami a,=1 a a,=—1, dostali sme

4

4
X « . . . o 1- o .
1+x+ +27+... Co je dobre zndma funkcia e*. Ked' sme zacali s a,=a,=2 , prekvapivo sme

2 3
X X X
rad 1—x+5;—5;+5—.

sme zacali s hodnotami a,=3 a a,=—3, dostali sme trojndsobok predos§lého radu, ¢ize 3¢ *.

.., Coje e *. (Kto neveri, nech si dosadi —x do toho radu pre ¢*.) A ked

Uloha 8: Vyskusajte, &i vietky ndjdené funkcie naozaj spliiaju diferencidlnu rovnicu, ktord riesime.

Uloha 9: Ulohy a,=a,=2 a a,=3, a,=—3 teraz skombinujeme do jednej. PoloZime a,=5
(teda 2+3)a a;=—1 (teda 2+(—3) ) Akt funkciu dostaneme?

Uloha 10: Akd funkciu dostaneme, ked bude a,=7 a a,=3?

Uloha 11: N4jdite rieSenie pre vSeobecné a, a a, .

Uloha 12: Zoberte si teraz diferencidlnu rovnicu y''=—y . Ngjdite rieSenie, pre ktoré plati
y(0)=0 a y'(0)=1. Potom ngjdite rieSenie, pre ktoré plati y(0)=1 a y'(0)=0.
Z tychto dvoch rieSeni poskladajte vieobecné rieSenie tej diferencidlnej rovnice.



To, ze si mézeme zvolif prvé dva koeficienty a vSetky ostatné uz su potom jednoznacne
dané, nas priviedlo k tomu, Ze sme naSli dve funkcie (konkrétne e* a ¢ v jednom pripade
a sinx a cosx v druhom) také, Ze Ziadna z nich nie je ndsobkom druhej a kazdé iné rieSenie sme
vedeli poskladaf z nich. Tento postup sa da efektivne obritif. Ak ndjdeme dve funkcie, ktoré
vyhovujui zadaniu a pritom jedna nie je ndsobok druhej, tak vSetky ostatné rieSenia uz z tych dvoch
funkcii budeme vedief poskladaf, pretoZze vieme zobraf také ich ndsobky, aby a, a a; boli
Vv rozvoji spravne a ostatné uz budu jednoznacne urcené.

Okrem toho sme mali moZnosf si v§Simnuf, Ze v poslednom case dosf vela funkcii, ktoré
hladdme, vyjde v tvare ¢ . Ako prekvapivo efektivna stratégia sa ukdZe povedaf si dopredu, Ze
chceme ndjst funkcie prave v tomto tvare. Ked ndjdeme dve, vifazstvo je naSe — vSetky ostatné
funkcie, ktoré budu rieSenim danej diferencidlnej rovnice, uz poskladdme z tych dvoch.

Predstavte si napriklad, Ze tymto sposobom rieSime diferencidlnu rovnicu y''=y . Hfaddme
rieSenie y=e", takZe y'=k.e™ a y''=k’.e™. Ked dosadime do pdvodnej rovnice, dostaneme
k2. e®=e"™ CiZe k*=1.Hodnota k tedabude —1 alebo 1, bazové funkcie, ktoré hladdme, budd
e * a ¢* avSeobecné rieSenie bude c,.e *+c,.e" . KonStanty ¢, a ¢, mozete zvolif, aké chcete,
pripadne ich doladif podla okrajovych podmienok.

Uloha 13: Nijdite také ¢, a ¢, , aby hodnota funkcie v nule bola 7 a jej derivacia v nule bola 3.

Ano, tito dlohu ste pred chvifou uZ raz riesili (je to dloha 10).

Uloha 14: Rovnakym trikom ndjdite bdzové rieSenia diferencidlnej rovnice y''—5y'+6y=0.
NapiSte vieobecné rieSenie a doladte konStanty tak, aby y(0)=e—1 a y(1)=0.

Dobre. Nasli sme pekny trik, ale urcite nie celkom dostacujuci. Ved ked ste riesili tlohu 12,
tak vdm tam nevyslo ¢, ale sinus a kosinus. Co to spravi, ak by sme sa pokausili riesif rovnakym
trikom diferencidlnu rovnicu y''=—y ? Podme skusif.

Po dosadeni dostaneme, Ze k*.¢®=—¢™ a po vydeleni rovnosti ¢ vyjde k*=—1 . Slabsie
povahy to v tomto momente vzdaji a vyhldsia, Ze také k predsa neexistuje. Ti, ¢o si odolnejsi,
absolvovali spravny kurz, alebo sa pamitaji na zdver Sestnéstej kapitoly si spomend, Ze niekedy je
zaujimavé uvazovaf o ¢isle i s vlastnosfou j°=—1.A Zeaj i aj —i st rieSeniami tej naSej rovnice
k’°=—1. (Pre i je to zrejmé, pre —i plati (—i).(—i)=i.i=—1.) RieSeniami by teda mali byf¢
funkcie e™ a ¢ ™. A ako sme na tom konci Sestndstej kapitoly spominali v stvislosti s Eulerovou
™=cos(—x)+i.sin(—x)=cosx—i.sinx (pretoZe kosfnus

formulou, e™=cosx+i.sinx a e "=¢



je parna funkcia a sinus neparna). UZ sa ndm tam tie goniometrické funkcie objavuju, ale stale
mame namiesto funkcii sinx a cosx funkcie cosx+i.sinx a cosx—i.sinx , ktoré ani neddvaju
redlne hodnoty. Ak su ale obe tieto funkcie rieSeniami naSej diferencidlnej rovnice, tak rieSenim
bude aj ich stcet (¢o uz je redlna funkcia 2cosx ) a aj ten sicet vydeleny dvomi, ¢o je na§ hladany
kosinus. Ked od prvej funkcie druhi od¢itame, dostaneme Ze aj 2i.sinx je rieSenim diferencidlne;j
rovnice. A kedZe sa prave pohybujeme v oblasti komplexnych &isel, tak aj funkcia vydelena 2i
rieSenim bude. Tym sa opéf dostdvame do redlnych Cisel a mame aj ten sinus.

Celé sa to da urychlif. Dajme tomu, Ze rieSime diferencidlnu rovnicu y''—6y'+13y=0.

Ked do nej dosadime funkciu y=¢", dostaneme podmienku k’—6k+13=0. (Tejto rovnici sa
6+36—4.1.13

hovori charakteristickd rovnica diferencidlnej rovnice.) RieSenim tejto rovnice je k= 5

teda k= 6+V—16 _ 6+4i

2 2
e”.sin(3x) a e**.cos(3x), pretoZe e cos3 x+i.sin3x) a podobne
pl2 3= e’*(cos3x—i.sin3x) a rovnakym trikom ako v predoslom odstavci z tychto dvoch
funkcii, ktoré su rieSenim medzi komplexnymi funkciami vyrobim dve funkcie, ktoré su rieSenim
v redlnych &islach. Vieobecné rieSenie teda bude c,.e”*.sin(3x)+c,.e°*.cos(3x)

=2+3i. Uz z tohto vysledku vieme povedaf, Ze bdzové rieSenia budid
(243i) x

2x+i3x__ 2x _i3x__ 2x
=e**. e =e™(

Uloha 15: Vyskusajte, ¢i si funkcie e*.sin(3x) a e*.cos(3x) skutodne rieSeniami
diferencidlnej rovnice y''—6y'+13 y=0

Uloha 16: Nijdite vieobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y''=6y'+10y=0 a doladte
konstanty tak, aby platilo y(0)=0 a y'(0)=6

Uloha 17: Aby sa nezabudlo na td dreveni kocku vo vode z predoslej kapitoly: VyrieSte tymto
spdsobom diferencidlnu rovnicu y''=—200y pricom y(0)=—0,03 a y'(0)=0



Vyzera to tak, ze s vacSinou diferencidlnych rovnic druhého stupna, ktoré maji ako
koeficienty pri jednotlivych derivacidch reélne Cisla, si uz vieme poradif. Bud mé charakteristicka
rovnica dva redlne korene k; a k, a vtedy dostaneme dve b4zové rieSenia ¢ a " z ktorych
poskladame vSetky ostatné, alebo ma dva komplexné korene a+bi a a—bi, z ktorych dostaneme
dve bdzové rieSenia e™cos(bx) a e“sin(bx) a vietky ostatné skombinujeme z nich. Je ale elte
jeden zapeklity pripad, ktory zatial rieSif nevieme. Jeho typickym predstavitefom je diferencidlna
rovnica y''—=2y'+y=0.

V ¢om je problém? Ak by sme sa do tejto rovnice pustili cez nekonecné rady, dopadlo by to
takto:

Y=yt a, X+ @, X +a; X+ a, X Hagx+.
y’=a1+2a2x+303x2+4a4x3+505x4+...
y''=2a,+3.2.a;x+4.3.a,x°+5.4.a; X’+...

O=y'"=2y'+y=
2a,—2a,+a,
+(3.2.a,—2.2.a,+a,) x
+(4.3.a,—2.3.a,+a,) x’
+(5.4.a,—2.4.a,+a,)x’
oo

Podobne ako v predoslych pripadoch si méZeme zvolif a, aj a, ako chceme a dalSie Cleny
dopocitavaf z toho, Ze vSetky koeficienty musia byf nula. Opéaf volime az dve ¢isla. Znamena to, Ze
vietky vysledné funkcie budeme vedief popisovaf ako ¢;.f.(x)+c,.f.(x),kde f, a f, sd bazové
funkcie. Keby sme mali iba jednu funkciu f(x) a uvaZzovali vietky jej nasobky c.f(x), zaru¢ene
nendjdeme vSetky rieSenia, pretoZe jedna funkcia ma jednozna¢ne urcend hodnotu aj derivdciu
v nule, z nich vieme pre fiu jednoznacne vypocitat a, a a, . VSetky nasobky tejto funkcie by potom
mali prvé dva Cleny c.a, a c.a; teda by boli v predpisanom pomere. My ale vieme, Ze prvé dva
¢leny si mo6Zeme zvolif Tubovolne a Ziadny pomer dodrZiavat nemusime. Potrebujeme preto bazové
funkcie dve.

Ale to je problém. Charakteristickd rovnica naSej diferencidlnej rovnice totiz je
k*—2k+1=0 ¢o je to isté, ako (k - 1)2= 0 . Tato rovnica ma koreni iba jeden. Dozvieme sa z toho,
Ze funkcia y= e"* je rieSenim rovnice, ale Ziadne dalSie rieSenie (okrem ndsobkov) ndm
charakteristickd rovnica neposkytne. A my tie badzové rieSenia dve nutne potrebujeme.

Ostava nam teda iba vrétif sa k radom a nejaké rieSenie skusit uhddnut.

Uloha 18: Zacnite s a,=1 a a,=1 a dopocitajte dalSie z rozpisu diferencidlnej rovnice do radu,
ktory sme nasli o dva odseky vyssie. Aku funkciu dostanete?



Uloha 19: RieSenie, ktoré sme nasli v tlohe 18 uz poznidme z charakteristickej rovnice. Musime
teda zvolif a, a a; nejako inak, najlepSie tak, aby neboli nasobkom dvojice [1;1].
Zvolte teda a,=0 a a,=1 a napiste rad pre vyslednd funkciu. Ak na prvy pohlad
nevidite, aka funkcia to bude, vyjmite x pred zatvorku.

TakZe aj pre tito diferencidlnu funkciu sme nasli dve bdzové rieSenia y=¢* a y=x.e*.
Vseobecné rieSenie diferencidlnej rovnice je teda ¢,.e*+c,.x.e" kde konStanty ¢, a ¢, si mozZete
Tubovolne zvolif, pripadne ich podla potreby doladit, aby vyhovovali okrajovym podmienkam.

Trik, ktory sme objavili, funguje vZdy, ked mda charakteristickd rovnica dvojndsobny
korefi k . Bdzové rieSenia budi y=e" a y=x.e".

Kone¢ne mame k dispozicii vSetky prostriedky, ktoré potrebujeme na to, aby sme sa mohli
venovaf tomu kmitaniu. Za vicSinou kmitania v prirode stoji veta ,,¢im je to viac vychylené
z rovnovahy, tym viac sa to do nej chce vratit*. Tak to bolo v pripade tej kocky ponorenej do vody,
tak je to v pripade hojdacky, ktord potiahnete zo zvislej polohy, pruziny so zdvazim, ktord
natiahneme a potom pustime, tak je to v pripade stromu ¢i obilia, ktoré vychyli vietor zo stabilnej
polohy, to isté robi struna na gitare (aj ked rieSif kmitanie celej struny naraz je trochu
komplikovanejsie, pretoZe je to funkcia dvoch premennych — polohy na strune a ¢asu).

Fyzikdlne vieme zapisaf vetu ,,6im je to viac vychylené z rovnovahy, tym viac sa to do nej
chce vratit* spéosobom F=—k.y kde F je sila, ktord na objekt pdsobi, y je jeho aktudlne
vychylenie v ¢ase a k je nejaké kladné cislo. S nie¢im podobnym sme sa uZ stretli v pitndstej
kapitole, ked’ sme pocitali prak. Tu ale teraz madme navySe to minus, ktoré hovori, Ze ta sila pdsobi
opaénym smerom, ako je vychylenie telesa. S tym sme sa uz tiez stretli, konkrétne v predoslej
kapitole pri kocke vo vode. Pri tom praku sme to minus nepotrebovali, pretoZe sme sa zaujimali iba
o velkost préace, ktord bola vykonand, podl'a spravnosti by ale patrilo aj tam.

Uz od Cias pana Newtona vieme, Ze azg , teda Ze ¢im vécSou silou pdosobime na teleso,
tym vicSie zrychlenie a ¢im je teleso fazSie, tym sa zrychluje horSie. Ked si vzfah prepiSeme do
podoby F=a.m a dosadime do nasej rovnice, dostaneme a.m=—Kky resp. az—% y . Ked si
dalej uvedomime, Ze zrychlenie je rychlosf zmeny rychlosti a teda druhd deriviacia drdhy,
dostaneme j’/:—ﬁ y=—cy (Pripominame, Ze fyzici zapisuju derivicie podla ¢asu bodkami. Ked
je to druhd derivdcia, tak si tam bodky dve.) Charakteristickd rovnica tejto diferencidlnej rovnice
mi dve rieSenia +/ci, tak’e bazové rieSenia budd y=sin(vct) a y=cos(Vct). Ich
kombinaciou méZeme podla potreby nastavif okrajové podmienky. Ale bez ohladu na to, ako toto
nastavovanie dopadne, vieme, Ze vysledna funkcia bude mat periédu 27% . Nieto teda divu, Ze sa

veci kyvu. Doba jedného kyvu bude samozrejme rézna a bude zavisief od konStanty k a od

hmotnosti objektu. V pripade stromov za autorovym oknom su to priblizne dve sekundy, v pripade

1

struny naladenej na komorné a je to 75 sekundy.



Spomeiime este jednu ddlezitd situdciu, v ktorej sa vyskytne rovnaka diferencidlna rovnica —
tou situdciou su elektrické obvody.

Budeme uvazovaf o jednoduchych obvodoch, v ktorych sa budd vyskytovaf tieto Styri
suciastky:

Batéria. Obycajn4, jeden a pol voltova.

Odpor. Asi najjednoduchsia elektrickd suciastka. Ten ndS bude maf 500Q . Akonéhle
prad a ¢im vacsi odpor, tym mensi prid — pri Standardnom znaceni I (prdd), U (napitie) a R
(odpor) teda Ohmov zdkon hovori, ze I =Y  Nagim obvodom teda okamZite za¢ne pretekat prud

R
SI’T%A teda tri miliampére. Ohmov zdkon budeme pouzivaf aj v tvare U=I.R z ktorého sa

dozvieme napitie medzi koncami odporu, ak pozndme velkost odporu a prid, ktory nim tecie.

+ 1.5V 500

Obrazok 2: Obvod s odporom

Cievka. Cievka je o nieco zaujimavejsia siciastka. Ked fiou prechéddza stabilny prid, sprava
sa ako Standardny vodi¢ so zanedbateInym odporom. (Okrem toho vytvara magnetické pole, ale
o tom teraz nebude rec€.) Ked sa ale prid, ktory cez iiu prechddza, meni, tak to na koncoch cievky
vytvéra napitie priamo umerné tomu, ako rychlo sa ten prdd meni. (Dévod, preco je to tak, sivisi
s tym magnetickym pofom.) V reéi derivécii to mdZeme zapisaf ako U=L.I pricom to I je
derivécia prudu podla Casu a parameter L je indukcnost cievky. NaSa cievka bude mat indukcnost
10~° Henryov, teda 1nH .

+ 1.5V 500

L1
1NH

Obrazok 3: Cievka a odpor
Uz len ked do obvodu zapojime cievku a odpor, dostaneme zaujimavu diferencidlnu
rovnicu. Podla Kirchhofovho zdkona totiZ plati, Ze sicet jednotlivych napiti v uzavretom obvode
musi byt 0. Ak si napitie na batérii oznac¢ime V, dostaneme, Zze —V+RI +LI=0 ¢o v nasom
konkrétnom pripade znamend 10 °]+500 ]I =1,5. Je to aZ na konkrétne ¢isla uplne rovnakd
diferencidlna rovnica, ako ta, ktord popisovala cenu parkov v dvode tejto kapitoly.
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Uloha 20: Vyrieste td diferencidlnu rovnicu. Teda ndjdite funkciu, ktord bude opisovat, aky velky
prud preteka obvodom v Case t . Predpokladajte, Ze v Case t=0 bol prud O.

e . ., . . . _ —5.10"¢ . . .
RieSenie diferencidlnej rovnice vyslo I1=0,003—0,003e . Znamend to, Ze v Case

1 pikosekunda (to je 10 s ) bude prid priblizne 0,0012A , ale uz v &ase 1 nanosekunda (to je
10 %s ) bude prid 0,003A . Dalgie detaily mdzete vidief na grafe rieSenia na obrdzku 4. K hodnote
0,003 A sa graf pribliZi za asi 10 pikosekiind. Cievka ndm teda posluizila ako akési brzda, ktord na
zacCiatku ndrast pridu spomalila, ale relativne rychlo sa zacala spravat ako obycajny vodic.

0.005

a 2010712 wag!? ge10? 12 1ergt! 1 2xrg!!

-0-005

Obrazok 4: Zavislost pridu od ¢asu pri obvode s cievkou

Kondenzator. Kondenzétor je suciastka, ktora tieZ moze fungovaf ako brzda, ale vyrazne
ucinnejsia. M4 totiz iba urcitd kapacitu ndboja, ktory doi moZze pritiect a ¢im je ho viac, tym menej
pradu prepusta. To sa zabezpecuje tak, Ze na jeho koncoch rastie napéitie. Napitie na kondenzétore
mdZeme popisat vzfahom UZ%‘[ Idt kde parameter C je kapacita kondenzitora. Nas

kondenzator bude maf kapacitu 10 °F teda jeden nanofarad.
Co to spravi, ked kondenzitor zapojime do obvodu s odporom tak, ako je to moZné vidief na

obrazku 5? Opéf musi platif, Ze sucet napéti v okruhu je O. Plati teda R.I +éf Idt=1,5 aked obe
strany rovnosti zderivujeme, dostaneme R.I +é:0 teda v naSom pripade 5007 +10° =0 . Tato
diferencidlna rovnica je prijemnd a separovateln4.

Uloha 21: VyrieSte ju. Predpokladajte, Ze prid v case t=0 je 0,003A - taky by bol, keby
v obvode Ziaden kondenzator nebol.
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1.5V 500

|+

R1

Obrazok 5: Kondenzétor a odpor

o v . v . . ., . . . _ 6 . ~ s . .
RieSenie nalej diferencidlnej rovnice je y=0,003.e 210t " Graf velkosti prdadu v zavislosti
na ¢ase pri tomto obvode mozZete vidief na obrazku 6. Je vidno, Ze kapacita kondenzéitora sa naplni

priblizne do troch mikrosekind a potom uz obvodom verla pridu netecie.

0,005

0 1x108 2x10°8 ax1o8 4x108 sx108

Obrazok 6: Prid v obvode s kondenzdtorom a odporom

A teraz prichddza hlavny bod programu nazyvany LC obvod, pretoZe donl zapojime jednu
cievku a jeden kondenzator tak, ako mdZete vidief na obrdzku 7. Ako sa bude spravaf prad?

C1

1NF

| |

oll

+ 1.5V
L1
1NH
e YYm

Obrazok 7: LC obvod

Z. Kirchhofovho zdkona opéf dostaneme, Ze sucet napiti na okruhu musi byt nula, teda

%fIdHLf =1,5. Ked obe strany zderivujeme, aby sme sa zbavili integrdlu, dostaneme

12



1

é+Lf =0 ateda I +7-I1=0 Co je naSa zndma diferencidlna rovnica druhého stupiia. V pripade

naSej cievky a naSho kondenzdtora bude mat tato rovnica podobu I+10%1=0.

Uloha 22: Vyrieste tito diferencidlnu rovnicu. Po&iatoéné podmienky pouZite I (0s)=0,003 A
a I(0s)=0A/s .

9

. . v . . .. 2n . 100 .
Obvod nam teda generuje utesené kmitanie s periddou 5 a teda s frekvenciou -— Co je

priblizne 159,2 MHz . Graf rieSenia moZete vidief na obrazku 8.

0.005

0 <108 2¢108 3108 4x108 5x108 6x101®

-0.005

Obrazok 8: Kmitanie v obvode

LC obvody su zakladom rddiového vysielania, zosilnovacov aj indukénych ohrievacov.

Uloha 23: Navrhnite induk&nost cievky tak, aby s kondenzitorom s kapacitou 1uF obvod kmital
na frekvencii 440 Hz (to je frekvencia kmitania komorného a ).

Ono to mé ale jeden héacik. Vrafme sa na chvilu eSte k ulohe s kockou vo vode. Elektricky
obvod moZno mozZe generovaf vinenie, kym sa mu nevybije batéria, ale ked td drevenu kocku
stréite do vody, nebude sa hojdat nekoneéne dlho. Casom zastane. A td funkcia, ktord ndm vysla,
nejavi priznaky toho, Ze by s tym kmitanim chcela niekedy prestat, pretoze je periodickd. Kde sme
v pocitani urobili chybu?

V pocitani sme chybu nespravili. Ak by na kocku skuto¢ne pdsobila iba graviticia a
vztlakova sila z vody, tak by sa kocka hojdala donekonec¢na. Problém je v tom, Ze to nie su jediné
sily, ktoré na kocku posobia. Ako ale vyzeraju tie ostatné sily? Ak ma nasa kocka hranu 10cm
a nebude sa hybat, bude ponorend presne do polovice. Znamena to, Ze vtedy na fu Ziadna ind sila
okrem gravitacnej a vztlakovej neposobi. Keby tam bola eSte nejakd, bud by spdsobila pohyb, alebo
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by sposobila, 7e by rovnovidha sil nastala pri nejakej inej hibke ponoru. Teda sila, ktord sme
zanedbali, musi byt takd, Ze na kocku posobi iba vtedy, ked sa kocka hybe. A kedZe by mala kmity
tlmif, bude pdsobif proti smeru pohybu kocky.

Sily, ktoré sa spravaju tak, ako je opisané v predoSlom odstavci, si rozne. Kmitanie moze
tlmif tlmi¢ (na aute alebo na horskom bicykli), odpor prostredia, alebo povrchové napitie hladiny
vody, do ktorej je kocka ponorend. Pre jednoduchost pocitajme, Ze sila bude priamo umerna
rychlosti' a v pripade naSej kocky bude jej velkost priblizne —0,2v . To minus znamend, Ze sila
pOsobi v opa¢nom smere, nez je ten, ktorym sa kocka prave pohybuje.

V predoslej kapitole sme vypocitali, Ze sticet gravitacnej a vztlakovej sily, ktord pdsobi na
kocku ponorentd do hibky h bude —100h Newtonov. Teraz sa k tomu pridd este sila zdvisld od
aktudlnej rychlosti kocky. Pre celkovu silu, ktord bude ur¢ovat pohyb kocky teda plati

F=m.a=—100h—0,2v

A kedZe rychlost je derivacia polohy podla ¢asu a zrychlenie druhd derivécia polohy podla casu,
dostaneme

0,5h=—100h-0,2h

h+0,4 h+200h=0

Uloha 24: VyrieSte tito diferencidlnu rovnicu. Okrajové podmienky st rovnaké, ako predtym:
h(0)=—0,03 a h'(0)=0. Teraz bude ale trochu komplikovanejsie doladif konstanty.

Ked zaokruihlime korene charakteristickej rovnice na Styri desatinné miesta, vyjdd bazové
rieSenia predoslej tlohy h,=e **'.sin(14,1407t) a h,=e **'.cos(14,1407t) a okrajové
podmienky splifa ich kombindcia h=-0,03¢ **'.cos(14,1407t)—0,0004.e ** .sin(14,1407¢) .
Prvych dvadsaf sekind kmitania kocky podla tejto funkcie mozete vidief na obrazku 9. Po tych
dvadsiatich sekundach bude kocka kmitat uz len o nieco viac ako o pol milimetra (ako sa to zo
zapisu funkcie da uvidief?) a kmitanie sa bude nadalej exponencidlne zmenSovat. Pekny graf, nie?

1 Toto je v niektorych pripadoch trochu silny predpoklad. Napriklad ak sa teleso hybe prirychlo a vznikaji
turbulencie, tak odpor prostredia nie je priamo umerny rychlosti, ale druhej mocnine rychlosti. Pri malych
rychlostiach (Co je nasfastie naS pripad) a lamindrnom prddeni je ale zavislost skuto¢ne linedrna.
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Obrazok 9: Tlmené kmitanie

Vo vSeobecnosti md rovnica popisujica timené kmitanie tvar y''+by'+cy =0 priCom oba
parametre b a c su kladné, parameter ¢ hovori, ako vel'mi sa chce teleso z vychylenej polohy
vratit spif a parameter b hovori akd velka je sila, ktord brzdi teleso v pohybe. Charakteristicka

—b+Vb>—4c
2

. 2 2 2 4 PRI
rovnica ma korene . Ak bude b —4c zaporné, dostaneme dve komplexné rieSenia,

‘v . . ¥ b .. . . s . . ..
pricom ich redlna Cast bude —- CiZe zdpornd a kmitanie bude tlmené tak, ako sme to videli pri

kocke vo vode. Ak bude b'—4c nula, bude maft charakteristickd rovnica dvojndsobny korei a bude

Ju treba rieSif rovnako, ako sme uviedli v komentari za ulohou 19. Ak bude b’—4c visie ako
nula, bude maf charakteristickd rovnica dve zdporné rieSenia (preco budd obidve zdporné?).
Znamena to, Ze tlmiaca sila je uz dost velk4 na to, aby akékolvek kmitanie zruSila. Posledné dva
pripady si podrobnejSie preskiimajte v nasledujucich ulohéch:

Uloha 25: Vyrieite diferencidlnu rovnicu y''+4 y'+4y=0 pricom y(0)=—1 a y'(0)=0 a
dajte si nakreslif graf rieSenia.

Uloha 26: Vyrieste diferencidlnu rovnicu y''+5y'+6 y=0 pricom y(0)=—1 a y'(0)=0 a dajte
si nakreslif graf rieSenia. V ¢om sa situdcia 1iSi od predoslej ulohy?
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A na zaver lahodkova udloha.

Uloha 27: V obvode mate zapojeny kondenzitor s kapacitou 1nF, odpor 500 a cievku
s induk¢nostou 1nH tak, ako to mdzete vidief na obrdzku 10. Ako sa bude spravat prud
v zdvislosti od ¢asu? Co to spravi, ak tam namiesto 500Q odporu dite 10mQ ?

c1
1NF
|
oll
+| W 500
T R1§
L1
1NH
s g g g WEE———

Obrazok 10: Obvod s kondenzatorom, odporom a cievkou
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