17. kapitola
AKko vypocitat cokol'vek

Tuto kapitolu zacneme citdtom z knizky R. P. Feynmana To sndd nemyslite vaZzne':

Ked som bol prvykrat v Brazilii, raz som tam obedoval v reStaurdcii — uZ sa ani
nepamitdm, kolko bolo hodin, vZdy som sa v reStaurécii ocitol v nespravnu dobu — a
bol som jediny host. Jedol som steak s ryZou (¢o milujem) a okolo mdjho stola stali asi
Styria ¢aSnici. Do reStaurdcie vstapil Japonec. UZ predtym som ho videl motat sa okolo;
snazil sa preddvaf abakusy. Zacal sa rozpravaf s caSnikmi a vyzval ich na sufaz:
povedal, Ze dokaze scitaf rychlejSie, nez ktokol'vek z nich.

Casnici sa nechceli blamovat, tak povedali: ,,Hej, hej — preco to neskusite tamto s nasim
zakaznikom ?

'6‘

PriSiel teda ku mne. Protestoval som: ,,Ale ja neviem dost po portugalsky
Cagnici sa smiali: ,,Cisla sd jednoduché.*

Priniesli mi papier a ceruzku. Chlapik poziadal jedného caSnika, aby zadal niekolko
¢isel na scitanie. Porazil ma na hlavu, pretoZe kym som ja pisal, on uz ich rovno scital.

Navrhol som, aby &asnik pripravil dva rovnaké stipce &isel a naraz ndm ich podal.
Dopadlo to takmer rovnako — aj tak ma bezpecne porazil.

Lenze chlapik dostal gurdZ a chcel sa eSte predviest. ,,Multiplicacdo!* povedal.

Niekto napisal priklad. Zas ma porazil, ale nie o tol’ko, pretoZze nasobim dost’ rychlo.
Potom urobil chybu: navrhol, Ze budeme pokracovat’ delenim. Neuvedomoval si, Ze ¢im
je priklad tazsi, tym mam vacSiu Sancu. Obaja sme pocitali dlhy priklad na delenie.
Skoncil nerozhodne. To ten Japonec nemohol preniest’ cez srdce, pretoze to s abakusom
asi vedel vel'mi dobre a teraz ho skoro porazil nejaky host’ v reStauracii.

"‘

,»Raios cubicos!“ povedal pomstychtivo. Tretia odmocnina! Chcel pocitat’ aritmeticky

tretiu odmocninu! Iba tazko néjdete v aritmetike tazsi fundamentalny problém. Muselo
to byt’ vrcholné ¢islo jeho abakusového umenia.

Napisal na kus papiera ¢islo — Uplne 'ubovol'né ¢islo — a ja si ho dodnes pamétam:
1729,03 . Naco sa s mumlanim a hmkanim dal do prace: , Mmmmmmagmmmmbr...* —
pracuje ako Cert, pekelne sustredeny na vypocet tej tretej odmocniny.

A ja zatial’ len tak sedim.
Jeden z &asnikov hovori: ,,Co jer

Ukézal som si na hlavu a poivedal som: ,,Premy$I'am!*“ Na papier piSem 12. O mala
chvilu mam 12,002

Muz s abakusom si utrel pot z ¢ela a hovori: ,,Dvanést’.*

,»INo pockajte!* vravim. ,,Viac ¢islic. Viac ¢islic!™ Viem, Ze ked’ pocitate aritmeticky
tretiu odmocninu, tak kazda d’alSia ¢islica da viac prace, nez ta predchadzajuca. Je to
fuska.

Znovu sa do toho zabral a huci: ,,Rrrrgrrrrmmmm. .. %, zatial’ ¢o ja pridavam d’alSie dve

1 Richard Feynman je nositel Nobelovej ceny za fyziku z roku 1965 a uvedend kniZka je jeho velmi pdvabni
autobiografia.



"‘

¢islice. Konec¢ne zdvihne hlavu a hovori: ,,12,0

Casnici st celi rozculeni a Stastni. Hovoria mu: ,,Pozri, dokaze to len premyslanim a ty
potrebujes abakus! M4 viac Cisel!*

Celkom zniCeny a pokoreny odisiel.

V tejto kapitole sa dozvieme, ako to Feynman pocital. UkaZeme si aj niektoré d’alSie triky
zalozené na podobnom principe, ktoré vyuzivaji kalkulacky a pocitace, aby pre vas zistili hodnoty,
ktoré prave potrebujete.

Vratme sa teda k tomu Feynmanovmu pribehu. Ako d’alej piSe, v prvom rade mal velké
Stastie. Japonec totiZ na odmociiovanie zvolil ¢islo 1729,03 . To ¢islo ma ti vyhodu, ze vel'mi
blizko neho sa nachadza ¢islo 1728. A rovnako, ako sa nasi Ziaci na zakladnej Skole dozvedia, ze
1dm=10cm a preto 1dm*=10°cm>=1000cm>, tak sa Ziaci v Spojenych Statoch dozvedia, Ze
ked’Zze m4 jedna stopa 12 palcov, tak jedna stopa kubickd ma 12°=1728 palcov kubickych. Uz mali
Ameri¢ania teda vedia, Ze tretia odmocnina z 1728 je 12.

Dalgie zaujimavé pozorovanie je graf funkcie y=3x v okoli &isla 1728. Mdzete ho vidiet
na obrazku 1. Ano, ta vodorovna ¢iara vo vyske 12, to je presne on.

Obrazok 1: Tretia odmocnina

Z toho grafu su zrejmé dve veci. Jednak je vidno, Ze hodnota sa medzi Cislami 1728
a 1729,03 nijako zédsadne menit’ nebude. Preto Faynman po kratkom zamysleni napisal 12. Druhy
detail, ktory sa d& z obrdzka vidiet’ je, Ze ten graf sa dost’ dobre podoba na priamku. A z tohto udaja
sa daju zistit’ tie d’alSie cifry.
Graf 'si totiZ na nejakom okoli bodu [1728;12] mdzeme nahradit’ dotyénicou. Ked’ze vieme
1

derivovat’, smernicu doty¢nice si vieme vypocitat’ jednoducho. Tretia odmocnina je funkcia y:xE .
. ., . 1 _-2;3_ 1 . . .
Jej derivacia bude funkcia Y=3X T3 A smernica doty¢nice v bode x=1728 bude teda

1 1 _ 1 _ 1 , . - - - »
ST 312 3144 432 - Ked pozndme smernicu a hodnotu v jednom bode, vieme spravit

rovnicu priamky. Jedna z moZnosti zapisu je y= 12+$(X—1728) . 1729,03 je priblizne o 1
1

vicsie ako 1728 . Hodnota y sa teda zvacsi asi o 4—;2 . To je kdesi medzi 5%0 teda 0,002 a —-

teda 0,003. TakZe tretia odmocnina z 1729,03 bude zhruba 12,002 . Keby sme to chceli vediet

é. 1,03 . To sa da rucne vydelit' tiez celkom rychlo (a

presnejsie, potrebovali by sme vypocitat



Feynman, kedZe delenie trénoval, to vypocital aj spamiti). A vyjde 0,00238. A skuto¢ne
3/1729,03=12,00238 .

Uloha 1: Pomocou rovnakého triku priblizne vypogitajte 145 a /99, sin(0,02), 1n(1,03)
a "' . Potom to vypoditajte na kalkulacke a porovnajte.

Pri rieSeni dlohy 1 ste si mimo iného mohli uvedomif, prec¢o fyzici pri niektorych
odvodzovaniach nahradzaji sinus malého uhla tym uhlom samotnym.

Podme teraz uvahu, ktord ste robili, zovSeobecnif. Mdme funkciu f (x), pozname jej
hodnotu aj jej derivdciu v bode a. Chceme ju lokalne nahradif doty¢nicou. Tato dotyCnica ma
smernicu f'(a). To znamen4, Ze na jednotku dizky v smere osi x stipne priamka o f'(a)
(pripadne klesne, ak je f'(a) zdporné). Ked sa teda posunieme o dizku x—a, priamka stipne
o f'(a)(x—a) . Hodnota hladanej linedrnej funkcie v bode x bude teda y=f(a)+f'(a)(x—a).
Detaily si pozrite na obrazku 2.

A
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f(a) f'(a)(x-a)

Obrazok 2: Linedrna aproximdcia



Trik, kde sa funkcia y=f(x) na urcitom tseku v okoli bodu x=a nahradi doty¢nicou
y=f(a)+f'(a)(x—a), sa nazyva linedrna aproximacia. Takouto aproximaciou si v skuto¢nosti aj
niektoré fyzikdlne zikony. Napriklad Hookov zdkon, ktory hovori, ako sa meni dizka pruZiny
v zavislosti od sily, ktord nafi pdsobi (a ktory sme vyuZzivali, ked sme v 15. kapitole v Stvrtej dlohe
pocitali ten prak) ma tvar F=—kx kde x hovori, o kolko sme natiahli pruzinu, F je sila, ktorou
pruZina posobi, k je koeficient tuhosti pruziny a to ,,minus“ znamend, Ze sila, ktorou pdsobi
pruzina, m4 opacny smer, neZ smer natiahnutia pruziny. V skutocnosti ale t funkcia vObec nie je
linedrna. Ako vyzerd pre kujné kovy, je mozné vidief na obrdzku 3. Na linedrnu sa td funkcia
podobd iba medzi bodmi 0 a A . Na tom udseku teda pouZivame linedrnu aproximiciu, ktord sa
nazyva Hookov zakon.
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Obrazok 3: http://images.tutorvista.com/cms/images/38/stress-strain-curve.gif

Podobne je to s mnohymi d’al§imi fyzikdlnymi zdkonmi ako napriklad so vzfahom medzi

napitim a pridom I :% alebo vzfahom medzi zrychlenim a silou azg (Newtonov zdkon sily).

Su to linedrne aproximdcie komplikovanejSich zavislosti. O Newtonovom zdkone sily sa dlho
myslelo, Ze je presny a na to, Ze je to len linedrna aproximécia zloZitejSieho vzfahu sa prislo az
s objavom tedrie relativity.

Népad s linedrnou aproximdciou sa da tvorivo rozvinuf viacerymi sposobmi. Prvy z tych,
ktoré si spomenieme, sa nazyva Newtonova doty¢nicova metdda, ktord moZe za bulvarny ndzov
tejto kapitoly. TotiZ — rieSenie rovnic je matematicky problém, ktory sa tiahne celou histériou.
Kvadratické rovnice vedeli rieSif uz v starovekom Babylone a tplné rieSenie vSetkych pripadov aj
s dokazmi spravil Abu Dzafar Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi v deviatom storo¢i. Kubické
rovnice dokazal rieSif zaciatkom Sestnasteho storoc¢ia Scipione del Ferro a rovnice Stvrtého stupiia
tiez v Sestnastom storo¢i Lodovico Ferrari. A v devitnastom storoci priSiel Niels Henrik Abel na to,
Ze rovnice piateho stupnia sa iba pomocou Standardnych matematickych operacii (plus, minus, krat,
deleno, odmocniny) vo vSeobecnosti uplne presne rieSif nedaju (a aj ukézal, Ze preco je to tak).
Nasfastie [saac Newton uZ v sedemndstom storo¢i vymyslel fintu, pomocou ktorej sa da vicSina
rovnic vyrie$it s Tubovolnou potrebnou presnostou. InZinieri jasaju.


http://images.tutorvista.com/cms/images/38/stress-strain-curve.gif

Trik spoc¢iva v tom, Ze si povieme, Ze zo zacCiatku ndm staci nie vel'mi presny vysledok a ten
budeme postupne sprestiovaf. Chceme napriklad zistif, v ktorom mieste pretne funkcia f(x) na
obrdazku 4 os x.

AY
/ y=fa)+f(a)(x-a)

f(a)

f(x)

Obrazok 4: Newtonova metdda

Na zaciatku si odhadneme, Ze koreni bude pribliZzne a. Z obrdzku je zrejmé, Ze sme to
neodhadli velmi dobre, pretoZe hodnota f(a) md od nuly daleko. Ako na§ tip jednoducho
vylepSime? Funkciu si nahradime jej linedrnou aproximdciou v bode a. T4 mé rovnicu
y=f(a)+f'(a)(x—a). KedZe je to linedrna funkcia a linedrne rovnice riesif vieme, celkom
jednoducho zistime, kde nam téa priamka pretne os x :

fla)+f'(a)(x—a)=0
f'(a)(x—a)=—f(a)

o __fla)
a)
. _fla)
a)

Toto nové x bude ku korefiu bliz§ie, neZ povodné a . A Ze to stdle nie je tplne presne? Ni¢ ndm
nebrdni tato hodnotu pouzif ako nové a a pomocou toho ist€ho vzfahu vypocitaf eSte lepSie
pribliZzenie. A potom znova a znova az kym nedostaneme taku presnosf, ako potrebujeme.
Predvedme si Newtonovu met6du na funkcii y=x>+x—1 . Tdto funkcia je definovand pre
vietky redlne &isla, je spojitd, plati f(0)=—1 teda v nule md zépornd hodnotu a f(1)=1 teda
v jednotke je kladnd. Z toho vyplyva, Ze by kdesi medzi 0 a 1 mala maf koreni. Ten budeme hladat.

a+a—1 o
Sal by mal byf lepsi
odhad korenia. Povodnd hodnotu a si zvolime napriklad 1. Ked ju prvykrat vylepsime, dostaneme
0,75. Ked vylepSime tito hodnotu, dostaneme 0,686047 . Dalgie hodnoty budu 0,682340 ,

0,682328 , 0,682328 , ... Na Sesf desatinnych miest ndm stacili Styri iteracie.”

Newtonova metéda ndm hovori, Ze ked’ je a odhad korena, tak a—

2 Na dvadsaf desatinnych miest ich stacilo Sest.



Uloha 2: Cislo 2 je korefilom rovnice x*—2=0 . Pomocou Newtonovej metédy ho vypocitajte
s presnosfou na 8 desatinnych miest. (Ano, najprv si napiSte iteraény vzorec.) Kolko
iteracif bolo treba spravit? Ako by sa zmenil iteraény vzorec, keby ste poéitali /5 ? Ako
by ste pocitali tretiu odmocninu?

Uloha 3: N4jdite rieSenie rovnice x=cos(x) . (Rada: dajte si vietko na jednu stranu.) Toto rieSenie
by ste beznymi metédami nenasli.

Aj Newtonova metéda ma svoje hranice. Sved¢i o tom nasledujica tloha.

Uloha 4: Ndjdite Newtonovou metédou korenl funkcie y= x>—2x+2. Ako Startovd hodnotu
pouzite x=0 . Nakreslite si graf a zistite na ilom, preco to robi to, ¢o to robi.



Uloha 5: Funkcia y=x"-2x'-11x+12 md korene —3, 1 a 4. (Funkcia je rozndsobend
y=(x+3)(x—1)(x—4).) Zistite, ku ktorému korefiu vas zavedie Newtonova metdda,
ked zacnete na tychto hodnotéch:

2,35287527
2,35284172
2,35283735
2,352836327
2,352836323

Dajte si nakreslif graf funkcie a skdste na iom uvidiet, preco to robi to, ¢o to robi.

Dal§i zaujimavy smer Gvah, ktory povedie k zaujimavym dosledkom je otdzka, ako velmi sa
pomylime, ked pouZijeme linedrnu aproximdiciu. Ako sa dd napriklad pri tom Feynmanovi
odhadnit, na kolko desatinnych miest bude 1729,03 dobre, ked pouZijem aproximaciu a nie
povodnu funkciu.

Majme teda nejaki funkciu y=f(x) a jej linedrnu aproximédciu v bode a
y=f(a)+f'(a)(x—a) . Zavjima nds chyba R(x)=f (x)=[f(a)+f"(a)(x—a)].

V prvom rade netreba vela ndmahy, aby si ¢lovek uvedomil, Ze R(a):O . A len o trochu
viac ndmahy stoji, aby si uvedomil, Z¢ R'(a)=0. Okrem toho pre druhd deriviciu plati, Ze

R (x)=f""(x).
Uloha 6: VynaloZzte ti ndmahu, zderivujte dvakrat R(x) (dévajte pozor na to, ¢o je konStanta a ¢o
nie) a uvidte, Ze aj R(a) aj R'(a) jenulaaZe R''(x)=f""(x).

Predpokladajme teraz, e na nejakom intervale (a;b) sa druh4 derivdcia povodnej funkcie
sprava slusne. Tym chce byt povedané, Ze jej absoldtna hodnota sa da ohranicif nejakou hodnotou
M . Pre Tubovolné x z intervalu (a;b) teda plati, ¢ |[R''(x)|=|f''(x)|<M . Vieme nieco
povedato |R'(x)| ?

Vieme, 7¢ R'(x) je primitivna funkcia k R''(x), teda 7 R ’(x)=f R''(x)dx . Takych
funkcif je ale vela. (V3etky sa If$ia o konstantu.) Nastastie ale e3te okrem toho vieme, Ze¢ R'(a)=0.



Tym padom bude R'(x) presne td funkcia, ktord hovori, akd je plocha pod krivkou funkcie
R''(x) naintervale (a;x).

A

R"(x)

Obrizok 5: Odhad R'(x)

Z obrézku 5 ale vidno, Ze celd plocha sa vmesti bud’ do obdiZnika s rozmermi M X (x —a)

.....

.....

V kazdom pripade ale dostivame, e |R'(x)|<M(x—a).
Ked uZ mdme odhadnutu derivaciu nasej chyby, m6Zeme kone¢ne odhadnuf chybu samotnd.
KedZe vieme, Ze pre vietky x zintervalu (a;b) plati

—M(x—a)<R'(x)<M(x—a)
bude platif aj

j—M(t—a)dtSj R'(t)dtSTM(t—a)df

a

Nezlaknite sa tej zmeny pismenka. KedZe x ndm teraz slizi ako hornd hranica integrélu,
potrebovali sme premennu funkcie premenovat, nech sa to nepletie. Po zintegrovani dostaneme

X

T gl




Z toho uz dostaneme odhad chyby |R(x)| <M @

Co ndm povie tento odhad pripade toho Feynmanovho vypo&tu? Poditali sme tretiu
odmocninu pre x=1729,03 a a sme si zvolili rovné 1728 . Hodnota vyrazu (X%a) bude teda
1,03*

—5—=0,53045 . Ostava zistif eSte to M . Na to potrebujeme vedief, ako vyzerd druhd derivicia

tretej odmocniny. To ale nie je problém vypocitat:

1
3

Bude néds zaujimat, kde bude absolitna hodnota tejto derivédcie na intervale (1728;1729,03)
najvacsia. Cim vacsie x zvolime, tym bude funkénd hodnota bliZsia nule. Hrani¢nd hodnotu teda

2
5157~0,0000009 . Chyba,

ktorej sa Feynman dopustil, nebola teda vicsia, nez
0,0000009.0,53045~0,00000047~0,0000005 Z toho je vidno, Ze Feynman vedel aj to, kde ma

prestaf pocitat, pretoZe pri pouZzitej linedrnej aproximdcii by Siestu cifru uZ mohol mat zle.

dostaneme pre x=1728 . Absolitna hodnota druhej derivécie tam bude

Uloha 7: Aki maximdalnu chybu ste spravili, ked ste v prvej dlohe pocitali 1145 ?

Na zéver tejto kapitoly dodajme, Ze funkcie sa daji aproximovaf aj lepSie, ako linedrne.
Keby sme napriklad pre nejaku funkciu f (x) hladali polyném, ktory s fiou md v bode a spolo&ni
nie iba hodnotu a prvu derivéciu, ale aj druhd derivéaciu, fungoval by takyto:

(x—a)
2

y=fla)+f'(a)(x—a)+f"'(a)

Uloha 8: Overte to. Dosadte do tohto polynému, jeho prvej a druhej derivacie hodnotu a . Malo by

vim vyjst f(a), f'(a) a f''(a).



Ak vam polyném z predoslej dlohy nieCo pripominal (konkrétne rozvoj funkcie do
Maclaurinovho radu, o ktorom sme rozprdvali v predoslej kapitole), nie je to ndhoda. Vztah, ktory
ste odvodili v tlohe 29 predoslej kapitoly vyzeral takto:

f(x):f(0)+f’1(!0)x+f'2'50>x2+f”3'!(0)x3+f’;;'!(0) x4+

A to, ¢o sme dostali teraz, sa veImi podobd na prvé tri Cleny tohto radu. Rozdiel je iba v tom, Ze
predtym sme robili derivécie v nule, teraz ich robime v nejakom inom bode a .

A skuto¢ne, vezmime si funkciu f(x) , ktord chceme rozvinit do radu v bode a . Spravime
si funkciu g(x)=f(x+a) . Funkcia g(x) je iba posunutim funkcie f(x) o a vlavo. Tym padom
hodnota a vSetky derivécie funkcie g v nule su rovnaké ako hodnota a patricné derivécie funkcie
f vbode a.Rozviiime g zndmym spdsobom a vyuZime, Ze pozndme tie derivécie:

(0)_'_9'(0) g''(0) 2, g""'(0) 5 g"""'(0) 4

X+ X+ X + X +...=
1! 2! 3! 4!

:f(a)+f'1<!a)x+f'2’(!0)x2+f’;fa>x3+f”‘;'!<a)x4+...

Ked do rovnosti g(x)=f(x+a) dosadime namiesto x hodnotu x—a , dostaneme f(x)=g(x—a)
Ked teraz pouZijeme predchddzajucu rovnost, dostaneme

. f"'(a) (X_G)S_,_f'%'!(a)(x—a)ﬁ...

Tomuto radu sa hovori Taylorov rad. Je to podobne uZitocnd vec, ako Maclaurinov rad s tou
vyhodou navySe, Ze funkciu mdzeme rozvinif aj z inych bodov, ako 0. To mo6Ze byt vyhoda
napriklad vtedy, ked funkcia v nule nie je definovan4.

Uloha 9: Rozviiite do radu funkciu y=In(x) Vhodné a si vymyslite, aby ste sa nadreli ¢o
najmene;.

Ak zoberieme z Taylorovho rozvoja funkcie f(x) iba prvych n+1 ¢lenov, dostaneme
polyndm n -tého stupnia, ktory mé td peknud vlastnost, Ze v bode x=a ma rovnaku aj hodnotu aj
prvych n derivécii, ako funkcia f , teda je to optimdlna aproximécia n+1 -ho stupiia. Okrem toho

(X_a)n+l
(n+1)! kde

M je ¢&islo, ktoré na intervale (a;x) v absoldtnej hodnote ohranicuje n+1 -vi derivdciu funkcie
f (x) . (Ukazuje sa to tplne rovnako, ako sme to robili pre linedrnu aproximdciu, ale ¢islo M treba
na intervale (a;x) integrovaf nie iba dvakrat, ale n -krat.)?

sa o tom polynéme d4 ukazat, Ze v mieste x sa od hodnoty f(x) 1i§i maximalne o M

3 Pre l'udi, ktorf sa s tym chcii pohraf jedna zdkulisnd informdcia: Ak si pamaétate zadrhel z konca predoslej kapitoly —
jeho riesenie sa skryva prave v tom, Ze sa ¢lovek poriadne pozrie na td chybu, ktorej sa dopusti, ked pri tej funkcii,
ktord sa rozvila do tplne zlého radu skon¢i pri polynéme n -tého stupia.
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