17. kapitola — spravy

Uloha 1

Cislo +144=12 . Ked mame vypod&itat /145, bude to teda dvanist a Cosi. Derivicia
1
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funkcie y=vVx=x? je funkcia Y=35X =57/x - Této derivicia md pre x=144 hodnotu

ﬁzz_lﬁ 0,041667 . Priblizne o tolko by sa teda mala zvicsif aj hodnota funkcie y=& na

intervale dizky 1 (144;145). O¢akdvand hodnota bude teda priblizne 12,041667 . Keby mal
interval dizku 3, zvicsila by sa odmocnina trikrdt tolko. Odhad J147 by bol teda 12,125.
Hodnoty, ktoré poskytne kalkulacka, st v 145~12,041595 a /147~12,124356 . Tie nase odhady
su celkom dobré.

Podobne, ked’ chceme po&itat /99 , pozrieme sa po okoli a vidime, Ze /100 vieme pocitat

jednoducho. Okrem toho vieme (z predo§lého odseku), Ze derivdcia odmocniny je yZﬁ , ¢o je

pre x=100 rovné 2—10 ¢ize 0,05 . Odmocnina v okoli stovky teda rastie rychlostou 0,05 ypsilonu

na jeden iks. Odmocnina z 99 by teda mala byt priblizne 9,95 . Kalkulacka prezradi, ze je to
9,949874 . Pomylili sme sa o nieCo menej, ako 0,0002. TieZ nie zIé.

Rovnako vieme, Ze sinus v nule je nula a derivécia sinusu je kosinus a ten je v nule 1. Teda
sinus v nule rastie rychlostou 1 ypsilon za 1 iks. sin(0,02) by teda malo byf rovné 0,02 .
Kalkulacka prezradi, 7e sin(0,02)~0,01999866 . Rozdiel je mensi, ako 0,000002 . I'udia, ktorym
kalkulacka prezradila, e sin(0,02)~0,00034907 , zabudli prepniif kalkulacku zo stupiiov na
radidny. Vzhladom na to, ze 0,02 stupnia je 0,00034907 radidnu, funguje to tiez a eSte lepSie.

Rovnako to funguje aj v ostatnych pripadoch. Funkcia y=In(x) md pre x=1 hodnotu 0 a

rastie tam rychlosfou 1y za x (pretoZe derivécia y=% mé pre x=1 hodnotu 1. In(1,03) bude

teda priblizne 0,03 . Skutond hodnota je priblizne 0,029559 . Podobne, ked chceme potitat €”'
uvedomime si, Ze ¢* md pre x=0 hodnotu 1 a derivéciu (ktord je ¢*) tiez 1. Teda rastie pribliZne

rychlostou 1y za x av 0,1 bude maf teda hodnotu priblizne 1,1 . Hodnota, ktord ndm prezradi
kalkulacka, je 1,105171 .

Uloha2a3

Ak chceme Newtonovou metddou pocitat V2, teda koreii rovnice x*—2=0, iteracny
vzorec bude mat podobu
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Ak za¢neme s uvodnou hodnotou a=2 a dosadime ju do iteratného vzorca, dostaneme a=1,5.
Ked dosadime do vzorca tito hodnotu, dostaneme a=1,4166666667 . Ked’ vysledky budeme d’ale;j
pomocou iteraného vzorca spresiovaf, dostaneme postupne hodnoty a=1,4142156863,
a=1,4142135625, a=1,4142135624, a=1,4142135624 , ... Posledna hodnota sa uz bude stale
opakovaf. Kalkulacka nam prezradi, Ze +/2~1,41421356237 . Stacilo pif iteracif.
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< - . . . .y -5
Podobne ¢&islo +/5 je korefiom rovnice x’—5=0. Iteraény vzorec bude a—az—a a ak

zatneme od a = 2, dostaneme postupne hodnoty 2,25, 2,23611111_12, 2,2360679780 a
2,2360679776 , pri¢om posledn4 sa uz bude opakovaf. Podla kalkulacky +/5~2,2360679775 .



Ak chceme pocitat %E, treba si uvedomif, Ze toto Cislo je korelom rovnice x°— p=0.
3
@

3azp . Teda keby sme si napriklad

Iteraény vzorec na hladanie koretia tejto funkcie bude a-—

nevedeli spomentit, kolko je 38, pouZijeme iteraény vzorec a—aB—;ZS . A ked za¢neme hladaf od
a=3, dostaneme postupne hodnoty 2,29629630, 2,03658741, 2,00065336, 2,00000022
a 2,00000001 . Na tejto hodnote to zastane, lebo Clen

je uz prili§ maly a kalkulacka ho

2
a
vyhodnoti ako 0.
V tlohe 3 rieSime to isté eSte raz v zelenom. Hladdme koren funkcie x—cosx=0 . Iteracny
vzorec bude a—% . Ak zatneme s a=0, dostaneme postupne a=1, a=0,75036387,

a=0,73911289, a=0,73908514 , a=0,73908513 . Je to skutocne hodnota, ktord sa rovna svojmu
vlastnému kosinusu.

Ako uz bolo naznaené v texte, rovnica x=cosx patri medzi rovnice bez rieSenia
v uzavretej forme. To znamend, Ze sa d4 dokdzaf, Ze pomocou beznych funkcii (tych, ktoré méte
v tabulke v 14. kapitole) sa ned4 napisaf, Comu sa to x presne rovnd.' Priblizné metédy podobné
Newtonovej doty¢nicovej metdde su tym padom jedind Sanca, ako takéto rovnice riesif.

Uloha 4

Tato udloha ukazuje jeden typ situdcie, na ktorej mdéZe Newtonova dotyCnicovd metdda
zlyhat. Situaciu vidite na obrdazku 1. Ak zvolime Startovaci bod nevhodne (v naSom pripade bude
a=0), prvy krok nds posle nie bliZSie ku koreniu, ale d’alej od neho, konkrétne do a=1. Iteraény

. . a’—2a+2
vzorec je totiz a———5—
dostaneme opidf a=0, takZe sa celd situdcia uteSene zacykli. Ku korefiu sa tym pddom voObec

nemame Sancu dostat.

Aby bola situicia eSte kuzelnejSia, ked vypocitame dalsi krok,

-1

Obrazok 1: Zacyklena Newtonova metdda

Tento priklad otvdra otdzku, kde v pripade tejto funkcie zacaf, aby sme nejako vedeli
zaruCif, Ze Newtonova metéda bude fungovaf. Existuje nejaké vSeobecné kritérium? Existuje
funkcia, pre ktord to nebude fungovat nikde?

1 Ten dokaz je ndro¢ny a daleko presahuje rozsah tohto kurzu. Cast matematiky, ktord sa venuje takymto dékazom sa
nazyva topologicka Galoisova tedria.



Uloha 5

Pri pocitani tejto dlohy je vhodné vyuZif nejakd vypoctovd techniku (kalkulacku, ktorej
mozno zadaf vyraz obsahujuci Ans, tabulkovy kalkuldtor alebo nieco programovatelné).

Uloha ilustruje, 7e aj naozaj malé rozdiely v po&iato¢nej hodnote nds mozu priviest k tiplne
roznym koretiom. Konkrétne jednotlivé Cisla zo zadania vedd postupne k tymto koreiom: 4, —3,
4, =3, 1, pricom vstupné hodnoty si zoradené od najvicSieho po najmensSie, krajné hodnoty sa
li¥ia o menej ako 0,00004 a tretia a piata hodnota o menej ako 0,000003 . Casf matematiky
s velmi zaujimavymi aplikdciami, ktord sa zaoberd tym, Ze malé rozdiely vo vstupnej hodnote mozu
priniest velké rozdiely vo vysledku, sa nazyva teéria chaosu.?

Ak sa niekto chce pozrief, ako sa vyvija situdcia pre rdzne Startovacie hodnoty, k dispozicii
je pekny interaktivny ndstroj spraveny v GeoGebre. Ukdze vam graficky aj Ciselne prvych 10
iterdcii a Startovym bodom mdzZete pohybovaf mySou. Nijdete ho na adrese
http://www.geogebra.org/m/6080 a ukdazku mozZete vidiet na obrazku 2.
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Obrazok 2: Newtonova metéda v GeoGebre

Uloha 6

Chyba, ktorej sa dopustime, ked pachame linedrnu aproximdciu funkcie f(x) v bode a
bude R(x)=f(x)—[f(a)+f'(a)(x—a)] (to vlavo je funkcia, to vpravo v hranatej zitvorke t4
aproxim4cia).

To, 7e td chyba v bode a bude 0, sa dd uvidief jednoducho, sta¢i za x dosadif a.
Dostaneme R(a)=f(a)~[f(a)+f"(a)(a—a)l=f(a)-[f(a)+f (a).0]=f(a)=f(a)=0.

Predtym, ako budeme pocitaf deriviciu chyby, wupravme si ju do tvaru
R(x)=f(x)—f(a)—f'(a)(x—a) . Derivdcia R'(x) potom bude rovnd f'(x)—0—f'(a)(1—0) &o
je po dprave rovné f'(x)—f'(a) . (Pri tom derivovani bolo treba mat na pamiiti, ze f(a) aj f'(a)

2 Existuje pdvabna populdrna knizka o tedrii chaosu s nidzvom ,,Hraje Bih v kostky?“, ktorej autorom je britsky
matematik Tan Stewart.


http://www.geogebra.org/m/6080

st konsStanty.) To, Ze ked’ do tej derivacie dosadime za x hodnotu a, tak dostaneme nulu, je vidiet
rovno.
Z toho, ze R'(x)=f'(x)—f'(a) uZjednym zderivovanim dostaneme, Ze R''(x)=f""(x) .

Uloha 7

1 _1

1 . .
Derivdcia funkcie  y=+(x) (x)=x2 je Yy'=3x *. Druhd derivdcia teda bude

3
y":—lx 2=_~2 . T4 bude maf na intervale (144 ;145) najvicSiu absolitnu hodnotu pre

4 (&)

.....

1 (145— 144)
6912 2 13824

maximum bude Chyba v x=145 bude teda maximadlne . To je

1
4.12° 6912

mensie ako 10000 ———=0,0001 . TakZe t4 hodnota 12,041667 , ktord sme dostali v prvej tlohe, by mala

byt dobre na Styri desatinné miesta, teda 12,0416 . Ked sa pozriete na hodnotu vypocitani
kalkulackou, zistite, Ze to po zaokruhleni sedi. o
Podobne moZeme odhadniif chybu aj pri ostatnych zadaniach z prvej dlohy. /99 nam vysla
. . . . . . . . r -1
pomocou linedrnej aproximdcie rovnd 9,95 . Druh4 derivicia odmocniny, teda funkcia Y :W
je na intervale <9€£100> najvicsia pre x=99 co je troSku problém, lebo by sme potrebovali zistif,
kolko presne je /99 a to este len pocitame. Bude ndm ale staif odhad, Ze to zarucene bude vicsie
(99-100) _
2.4.9° 5832

nez 9. Chyba bude preto urcite mensia, nez Zan; <0,0002 . Skuto¢nd hodnota je priblizne

9,94987 , takze nas odhad je pomerne presny.

Dalsie odhady uZ len rychlo: Ak y=sinx, tak y''=—sinx. To na intervale (0;0,02)
v absolutnej hodnote nepresiahne hodnotu 0,02 (To Ze tam je sinx<Xx sme spominali kedysi
ddvno v 11. kapitole.) Teda nasa aproximacia sin(0,02)=0,02 sa od spravnej hodnoty nebude it

M:0,000 004 . Presna’ hodnota bola 0,01999866 .

In(1,03) sme odhadli na 0,03. Ak y=Inx, tak y"Z—% . To bude mat na intervale

o viac nez 0,02-

(1;1,03) najvicsiu  absolitnu hodnotu pre x=1. Chyba teda bude maximélne
1193217~ 000045 . Skutond hodnota vysla 0,029559 .

el nam vySlo 1,1. Druhd derivdcia funkcie y=¢* bude y''=¢*. To na intervale
(0;0,1) bude mensie ako 2. (KedZe e<4,tak ¢*°=ve<2 a ¢*'<e®°.) Chyba bude teda mensSia,

nez Z-w: 0,01 . Podra kalkulacky je ¢>'=1,105171 .
Uloha 9

Logaritmus a jeho derivacie pre x=1 budud postupne dosahovat hodnoty 0, 1, —1, 2!,
—3!, ... (Zderivujte si sami. Derivujte tak dlho, kym vam nedojde, ako to bude dalej.) Rozvoj

prirodzeného logaritmu do Taylorovho radu bude teda

2 3 4
y:O+(x—1)—(X L +(X 1) _(x-1) +
2 3 4
Porovnajte si ho s Maclaurinovym radom pre funkciu y=In(1+x) z predoslej kapitoly.
Ako by sa dal jeden z tych radov vypocitat, ked’ poznate ten druhy?

3 Presnd v zmysle ,,¢o kalkulacka dala“.
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