16. kapitola
Postupnosti a rady

V predoslej kapitole ostala otvorend uloha. ISlo o to, ¢i faZisko oblasti ohrani¢enej funkciou
y=x" (priom predpokladdme, Ze n je prirodzené &islo) na intervale (0;1) leZi vZdy vo vnuitri
n+l n+l

n+2’4n+2

tej oblasti, alebo nie. Pri troche ndmahy sme zistili, Ze siradnice faZiska budu a ze ak

chceme, aby to fazisko lezalo vo vnutri tej oblasti, musi platif Z—:é " 4nn++12 . Ked sa pokisime
vypocitat hodnoty pre niektoré n , bude to vyzeraf takto:
n n+1\" n+l1
n+2 4n+2
1 0,666 666 67 0,33333333
0,5625 0,3
3 0,512 0,28571429
10 0,418903 89 0,261904 76
100 0,37335348 0,25124378
1000 0,36843082 0,25012494
10000 0,36793462 0,25001250
100000 0,367 88496 0,25000125
10000000 0,36787950 0,25000001

Bystry Ccitatel si iste v§imol, Ze ked zvySujeme n, obe postupnosti sa spravaji ukdznene.
Obe klesaju', ale klesaji umiernene. Nestratia sa niekde v hlbindch minus nekonec¢na, ale pomaly sa
blizia k nejakej konkrétnej hodnote. V pripade druhej postupnosti sa zdd, Ze t4 hodnota bude 0,25,
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teda . V pripade prvej postupnosti je mozné si s trochou experimentovania v§imnif?, Ze cielova

hodnota sa ndpadne podobd na 0,36787944 co je % .

A o tom, ako s postupnosfami pracovaft, ako urovat, k Comu sa bliZia a ako ich vyuzif na
niektoré zaujimavé veci, bude tato kapitola.

Najprv poriadna definicia. Co to presne znamend, Ze postupnost sa bliZi k nejakému &islu?
PouZijeme rovnaky pristup, aky sme pouZili pri funkcidch. Postupnost sa blizi k nejakému cislu
(alebo inak — nejaké ¢islo je limita postupnosti) ak vieme pre l'ubovolni chybu € ngjst také miesto
na postupnosti, ze vSetky ¢leny postupnosti od toho miesta d’alej sa od tej limity liSia o menej ako ta
predpisand chyba €. Toto isté v matematickej symbolike je zapisané takto:

lima,=a < Ve>0 IAn,eN Vn>n, |a,—a|<e

n->o

Uloha 1: Pochopte, ako to funguje. Porovnajte tito definiciu s definiciou limity funkcie
v 9. kapitole. V ¢om je rozdiel? Co maji tie definicie spolo¢né? Ktor je zloZitejsia?

1 To, Ze klesaju, je samozrejme iba pozorovanie. Nikde sme nedokazali, Ze to tak bude vZdy.
2 A Nicole si to skuto¢ne vsimla.



Uloha 2: Vezmime si napriklad postupnost 1’5’5’2’5’5"" (Takéto postupnost sa vSeobecne

zapisuje |l] 2 jej limita ako lim% .) Aka bude jej limita? Aké n, treba zvolif, ak vdm

nn 0

niekto predpiSe chybu €=0,01 ? Aké n, treba zvolif, ak bude €=0,000001 ? N4§jdite
predpis, ktory vam ndjde n, pre hocijaké zadané €.

Uloha 3: Aki limitu bude mat postupnost 1 11111 ? Viete na volbu spravneho n, pre

zadané € vyuzif vysledok predoslej ulohy?

Uloha 4: Akd bude limita 1im (—1)" 2 Aké n, treba zvolit, ak vam niekto predpiSe chybu e=0,1?

Pre limity postupnosti platia rovnaké vety, aké sme dokazovali pre limity funkcii. Ak médme
dve postupnosti s limitami, tak limita stictu tych postupnosti je sicet limit a rovnako je to aj
s rozdielom a suc¢inom postupnosti. S podielom to funguje tieZ, len si podobne ako pri funkcidch
treba daf pozor, aby td postupnost, ktorou delime, nemala limitu 0.

Vyzbrojeni tymito vetami sa mdZeme vysporiadaf s druhou postupnostou, ktorou zacalo toto
rozpravanie. Treba ale pouzif Sikovnu dpravu:

. 1
1+l lim |1+— lim 1+lirnl
. n+1 . n n->ow n n-=o n>w N 1+0 1
hrn4 +2:11rn 2: = 1:4+20:Z
naee 4TI 2442 limla+2]  lim 4+21im = :
n>w n n-w nso N

Sikovnd tiprava sa udiala hned na zaiatku. Pozreli sme sa, akého stuptia je polyném v menovateli
toho zlomku (prvého) a takou mocninou n -ka sme zlomok vykrétili. Vyraz sa tym nezmenil, len



bolo zrazu zrejmé, ako sa bude spravaf, ak posleme n do nekonecna. Tentokrat sme vSetko pekne

rozpisali, Ze to ale vyjde % je vidno hned po prvej uprave.
Uloha 5: Pokiste sa rovnakym trikom vypocitat nasledujice limity:

2 2 2
2) lim 2n2+97n b) lim 3n +8 ¢) lim n“+5n—-2
o n—1 n»o N —n n-o n+17

Podme sa teraz pozrief na to, kde sa v tej druhej postupnosti vzalo to e. Zacneme
postupnosfou trochu inou, ktord je zaujimava z bankového hladiska.

Predstavte si, Ze ste nasli GZasnd banku, ktord po roku vypldca stopercentny urok.’ To
znamend, Ze pridete do banky, vloZite svoj faZko zarobeny milién a po roku dostanete dva.
Rozumnejsi ¢lovek sa ale zamysli — o by to robilo, keby som peniaze vybral po pol roku a vzapiti
ich zase vlozil do banky? Po prvom polroku by mi aj s trokmi vratili jeden a pol miliéna. A ked
jeden a pol miliéna vlozim na pol roka, dostanem 1,5.1,5=2,25 miliéna. A ked to tak spravi, tak
bude na tom lepsie, ako keby tam tie peniaze nechal iba tak lezat.

Tento trik sa d4 samozrejme eSte vylepSif. Keby nas Spekulant zaSiel do banky raz za Styri

mesiace, tak by nakoniec mal (1+%)(1+%)(1+%)N2,37 miliéna. Keby tam §iel raz za mesiac, tak

. 1,12 e,
by zarobil (1+45) ~2,61 mili6na.

2V v

Uloha 6: Kolko by na¥ §pekulant zarobil, keby si z chodenia do banky urobil précu na plny dvizok
a za rok tam priSiel tisickrat?

Ak chceme zistif, akd je hranica zarobku, ktory pri tomto pristupe pripadd do tdvahy, bude

. PR . 1\" , . NIV Y
treba zistif, akd je limita lim (1+;) . Po skusenosti s tlohou 6 uZ asi tuSite, Ze to bude e . Uz len

n->w

zistit, Ze preco.
Zacneme substiticiou %Zh (a teda nZ% ). Uz vieme, Ze ak n porastie do nekonecna, tak
1
%:h pojde k nule. Naga limita teda bude rovnakd, ako limita lim (1+h)" .
h=0
Uloha 7: Zvaite, &i je posledné tvrdenie naozaj pravda. Ved povodne sme mali limitu postupnosti
a teraz mame limitu funkcie.

Dalii trik, ktory spravime je, e nebudeme poéitaf limitu tej funkcie, ale pozrieme sa, kam sa
1

bude bliZit jej logaritmus. Budeme teda pocitat lim In|(1+ h)H . Plati
h->0
l [—
lim In|(1+h)" |]=1lim lln(l+h):]jm M:lim In(1+h)-In1
h>0 h>0 h=0 h>0 h

3 Keby ste nasli takiito banku v skuto¢nom Zivote, tak tam samozrejme nechodte, lebo pravdepodobne pojde o
podvod. Tu sme zvolili tych 100% iba preto, aby sa to dobre pocitalo a pekne to vyslo.
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V tipravach sme vyuZili zndmy fakt, Ze Ina’=blna a v poslednej rovnosti sme este dodali
do vyrazu rafinovand nulu v podobe In1.

Uloha 8: Teraz chvilu necitajte d’alej a skuste sa vratif k predoslej Uprave a zamyslief sa, preco sme
limitu upravili prave do uvedeného tvaru.

Limitu sme do uvedeného tvaru upravili preto, lebo je to derivécia funkcie In(x) pre x=1.
A vdaka desiatej kapitole vieme, 7e derivdcia funkcie In(x) je funkcia % a td ma pre x=1
hodnotu 1. TakZe logaritmus tej bankovej postupnosti sa bliZi k 1. To znamen4, Ze ta postupnost sa
blizik e.
Uloha 9: Posledné dve vety predoslého odseku si pravda iba vdaka tomu, Ze funkcia In(x) je
sluSnéd a m4 jednu sympaticku vlastnost. Aka?

n
Konecne prisiel ¢as na to, aby sme sa pozreli na limitu tej postupnosti (:—H) z tvodného

+2
problému tejto kapitoly. Za¢neme opif substiticiou, tentokrat n+1=m , takZe namiesto lim %
n->ow
budeme poditaf lim % . Pod'me na to:
m->o
me1 m+1 1+—
. m . 1 . m . m 1
lim|——| =lm+——==lm+————=lim ————=—
m= o m+1 m=o m+1 m m=>ow m+1 m m=>ow 1+ 1 m e
m m m
Uloha 10: Vypocitajte nasledujice limity postupnosti:
1 2n 2n+1 2n 1 n 2 n
a) lim [1+— b) lim (1+— ¢) lim|1+— d) lim|1+— e) lim|1+=
n->oo 2n n->o 21’1 n-»o n n->ow 2n n->oo n

Aby sme problém s faZziskom definitivne vyriesili, staci ukdzat, Ze obe postupnosti stii naozaj
klesajice, takZe prva z nich nepodlezie % (ak by tito hodnotu podliezla a dalej by klesala, Cislo é
by nemohlo byt jej limitou) a druhd z nich bude stdle menSia, ako tato hodnota. Druhud vec ukdZeme
tak, Ze namiesto postupnosti 1*L i budeme viimat funkciu y= xt1

4n+2 4x+2°
Ze derivécia je pre vSetky kladné x zdpornd, takZe povodnd funkcia pre vSetky kladné Cisla klesa.

Uloha 11: Urobte to.

td zderivujeme a zistime,



To, Ze je klesajica aj postupnost (n+2 ]

zlozitejSie derivuje, pretoZze sa meni aj zdklad aj exponent a tym paddom td funkcia nie je ani
mocninovd, ani exponencidlna. Preto je lepSie prepisaf si ju na tvar

x+1|" x+1
In|=—= xIn| =—=
X+2 XxX+2

y=e =e

+1 |\ e . +11|¥ .
%21 ukdZzeme rovnako. Funkcia y:(x ) sa iba

V tomto tvare sa funkcia derivuje lepsie, aj tak ale budete musiet pouZif derivaciu zloZenej funkcie,
sucinu funkcif aj podielu funkcii.

Uloha 12 (nepovinn4, pre machrov): Urobte to.

Na pocitanie dalSich limit budeme potrebovat jednu Sikovnd pomocni vetu®, ktord tvrdi, Ze
ak je h redlne Cislo vacSie ako —1 a n je prirodzené ¢islo, tak plati nerovnost (1+h)">1+nh .

Uloha 13: Pokiiste sa ndjst protipriklad. Pokiste sa aspofi trikrt.

Pravdepodobne ste protipriklad nenasli, takZe je na mieste pokusif sa ukdzaf, Ze to naozaj
bude platif vZdy. Dokdzeme to indukciou. (O dokaze indukciou sme sa bavili v komentaroch k tretej
ulohe Siestej kapitoly.)

Prvy bod indukcie vyzaduje, aby sme ukdzali, Ze veta plati pre najmensie n, ktoré pripada
do tdvahy, v naSom pripade pre n=1. To je ale celkom jednoduché, pretoze (1+h)'>1+h.

Druhy bod indukcie od nds chce, aby sme ukdzali, Ze ak uZ veta pre nejaké n plati, tak bude
platif aj pre n+1. Teda ak uZ vieme, Ze pre nejaké n plati (1+h)">1+nh , tak potom bude platit,
Ze (1+h)"™'>1+(n+1)h. Vyjdime teda z predpokladu:

(1+h)">1+nh

4 Cely tento trik bol prevzaty z vynikajicej knizky R. Couranta Differential & Integral Calculus
https://archive.org/details/DifferentiallntegralCalculusVoll, ktort si tymto dovolim vrelo odporuicat.
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Obe strany tejto nerovnosti vyndsobime (1+h).KedZe o h vieme, Ze je vicSie, ako —1 , tak &islo
(1+h) musi byt kladné. A kedZe nerovnosf ndsobime kladnym ¢islom, nemusime otdcaf
znamienko nerovnosti. Dostaneme:

(1+h)"'>(1+nh)(1+h)

Uloha 14: Rozndsobte vyraz vlavo a ukaZte, Ze je vic¥i alebo rovny ako 1+(n+1)h . Tym ukéZete,
Ze z nasho predpokladu vyplyva (1+h)"'>1+(n+1)h.

Vsimnite si, Ze ak bude h#0, tak bude platif ostrd nerovnost. (Preco?) Kedze vieme, Ze
veta plati pre n=1 a Ze ak pre nejaké Cislo plati, tak bude platif aj pre ¢islo o 1 vicSie, tak musi
platif pre vSetky prirodzené Cisla.

S pouzitim tejto skvelej vety budeme teraz schopni vypocitat jednu dolezitd limitu,

konkrétne }11_)11; X" Pre rozne x -kd bude samozrejme vysledok rdzny.
Pod'me sa najskor pozrief, akd bude td limita, ak bude x vicsie, ako 1. KedZe je vicsie,
ako 1, mdZeme ho pisaf ako 1+h kde h je nejaké Kladné &islo, takze pocitame limitu lim (1+h)"

Z predoslej vety ale vieme, Ze (1+h)">1+hn. A aj ked bude h dplne malické, nerobi nim
problém zvolif n dostato¢ne velké, aby 1+hn prerastlo Tubovolni dopredu dani medzu. Hladan4

limita teda neexistuje, lebo x" ¢asom prelezie kazdé ¢islo, ktoré by iou mohlo byt. Ked postupnost

. v v /. P ° 1 n—
rastie nad vSetky medze, pouZiva sa zapis h_)m X =0,
n-=>oo

Ked zvolime x=1, situicia je jednoducha. 111_{1; 1"=lim1=1

n->oo

Ak je x z intervalu (0;1) , tak ho vieme napisaf v tvare 1T1h Z. toho dostaneme, Ze

n 1 1
= <
(1+h)"— 1+hn *

1
1+h

n

X =

(Je to posledné znamienko nerovnosti otoené sprdvne?) Z toho

. . . o | ..
dostaneme, ze x" je sice kladné, ale menSie, nez Temm - A kedZe vieme 1+hn vhodnou volbou n
1

1+hn

dostaf nad l'ubovolnud hranicu, tak vieme dostat pod Tubovolné dopredu dané kladné €. A to
znamena, 7e }}5}1 x"=0

Uloha 15: Ako to dopadne pre x=0 ?

Uloha 16: Ako to dopadne pre x€(—1;0)?

Uloha 17: Ako to dopadne pre x=—17?

Uloha 18: Ako to dopadne pre xe (—o0;—1)?

V tomto momente opidf dozrel Cas, aby sme uzavreli jednu ddvnu otvorend otdzku.
Konkrétne otdzku poloZend uZz v komentdroch k prvej kapitole, ked sme sa pri Zenonovych
apéridch pokusali prist na to, preCo istd peknd finta na s¢itanie nekonecného radu &isel® ddva
v niektorych pripadoch uveriteIné vysledky a v niektorych generuje hldposti.

5 Terminologicka poznamka: Ked hovorime o ,,rade®, myslime tym vZzdy sicet ¢lenov nejakej postupnosti.
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Pripomefime onu fintu. Mdme nekoneénd geometrickd postupnost 1,x,x”, x>, x*
a chceli by sme zistif jej sucet. Plati:

g

2 3 4 2 3
S=1+x+x+ X +x +.. . =1+x(1+x+x°+x’+...)=1+xs

s—xs=1
s(1—-x)=1
1
Ss=
1—x

Tato finta ddva rozumné vysledky, ked si zvolime x :% . Vtedy dostaneme, Ze

1.1.1 1 _ 1
1+=+—+—+—+---=———

=—=)
274787160 1
2

N~ |~

¢o je uveritelné a keby to nebola pravda, mali by sme vdzne problémy s tymi Zenonovymi
paradoxami. Ked' si ale zvolime x=2, dostaneme

1+2+4+8+16+...:L:—1
1-2

¢o evidentne nebude dobre.

Aby sme zdhade prisli na koreii, treba spravit veci poriadnejsie. Pri odvodzovani predoslého
vzfahu sme totiz predpokladali, Ze nejaky sucet s nekonecného radu existuje a on niekedy
existovaf nemusi. Ako sme uz povedali, rad je sucet Clenov nejakej postupnosti. A v pripade, Ze sa
jednd o nekonecny rad, tak by to scitanie trvalo nedinosne dlho. Ale mo6Zeme zistif, akd majd
jednotlivé sucty limitu.

Na to budeme potrebovat vediet, aky bude sucet prvych n clenov postupnosti. To mdZeme
vypocitaf pomocou podobnej finty ako v pripade nekonecnej postupnosti, lenze teraz budeme mat
zarucené, 7Ze ten stcet n Clenov existuje:

Sp=l+x+x + X+ X" =14 x (14 x+x"+. . 4x" ) =1+x(s,—x"")
s,=1+xs,—x"
s,—xs,=1—x"
s, (1-x)=1-x"
_1-xX"
C1-x

n

Tento vztah funguje bez ohladu na to, aké x si zvolime. (Skutoc¢ne, funguje aj pre ti dvojku. Plati
napriklad 1+2+2°+2°=(1-2%)/(1-2)=-15/-1=15.) Ak chceme ale zistif, aky bude sdcet

n

nekone¢ného radu, potrebujeme zistif, akd hodnotu m4 limita lim 5 _); .

n-=>w

Uloha 19: Spravili sme jedno undhlené vyjadrenie. Existuje také x , pre ktoré uvedeny vzorec pre
vypocet suctu konecnej geometrickej postupnosti nefunguje. Ktoré x to je?



Uloha 20: S vyuZitim rieSenia tloh 8 az 12 a okolitého textu zistite, pre aké x sa dd vypocitat

n

1—x . L. . « s v
T—x - teda pre aké x sa dd zistif nekone¢ny sticet 1+x+x" +x +x*+...

limita lim
n->o

Prave sme uspeSne scitali svoj prvy nekonecny rad. Vlastne sme ich sc¢itali nekonecne
mnoho, pre kazdé x jeden. Nekonecné rady si zdrojom viacerych zaujimavych problémov
a zisfovanie, ¢i rad konverguje, alebo nie (teda ¢i konecné sicty maju limitu, alebo nie) je len
jednym z nich. VyskusSajte vyrieSif napriklad tento:

. . 1,1,1,1,1,1 P . : «
Uloha 21: Je sucet radu 1+ +_+ +-++_+--- nejaké Cislo, alebo sucet radu porastie nad vsetky

medze? Ako by sa také nieco dalo zistit?

To, Ze sa ndm podarilo zistif, 7¢ pre x€(—1;1) plati rovnost

1
1—x

2
T+x+ X +xX°+x +x°+.. .=

je vec, ktord nds mdze zaviest eSte inym zaujimavym smerom. D4 sa na fiu pozeraf tak, Ze funkciu
1 . . . “ ‘ . . .
Y=1=, sanam podarilo zapisaf v podobe nekonecne dlhé¢ho polynému. Sice to funguje iba pre x

zintervalu (—1;1), ale to nevadi. Je to vec, ktora by sa mohla hodit.
Skusime si v podobe takéhoto polyndmu zapisaf napriklad funkciu ¢*. Chceme teda zapis
v tvare

2 3 4 5
e =ay+a, X+ a, X +a;x"+a, X +asx’+...

Jediné, ¢o ndm ku Sfastiu chyba, je poznaf tie a -cka.

Uloha 22: Zistite a, . Najlepsie tak, Ze zvolite vhodné x a dosadite ho do o&akdvanej rovnosti.

Ano, ked zvolite x=0, tak sa dspeine zbavite vietkych Clenov od a, dalej a dostanete
rovnost eozao, takze a, musi byt 1. Problém ale je, Ze Ziadna dalSia takdto dobrda volba
neexistuje. Ked si vyberiete akékol'vek iné x, uz tam budete maf vSetky a, . To zavéana sustavou
nekonecno rovnic o nekoneéno nezndmych a tomu by sme sa momentdlne radSej vyhli. Preto



vymyslime ind fintu, aby sme sa toho a,, ktoré uz pozname zbavili a mohli zisfovat a, — obe
strany zderivujeme.® Dostaneme tak rovnost

e =a+2a,x+3a; X’ +4a, X’ +5a.x"+. ..
Uloha 23: Zistite a, . (Ano, zase dosad'te nulu.)

A znovu zderivujeme. Dostaneme

e*=2a,+3.2.a;x+4.3.a,x’+5.4.a; X’ +...

Uloha 24: Zistite a, . (Pozor! Bude iné ako @, .) Potom to zase zderivuijte, zistite @, , potom a,
a potom este ds . Comu sa bude rovnat a, ?

_1 a.= 1 a.= 1
7327 47432 7575432

“ . 1 _— < (x .
Vo vseobecnosti bude a,=-7 , pretoZe kym sa dostane ¢len a,x" z nasho polynému na rad, bude

Ak ste pocitali dobre, malo by vam vyjst a,=a,=1, a,=5, a,

s N=

ho treba n -krit zderivovaf a postupne pri iom pribudnd ¢isla n, n—1, n—2, ... a ked potom
dosadite nulu, dostanete rovnicu e’=n! a,.
Ked vSetky pracne vypocitané a -cka dosadime do formuly, s ktorou sme zacali, dostaneme
2 3 4 5
X X X

X X
e=l+x+—+—+—+—+ -
21 3! 4! 5!

Na ¢o je tento zdpis funkcie e* uzito¢ny? Pripomenime desiatu kapitolu, v ktorej sme sa s ¢islom e

stretli prvykrat. (Vtedy sme integrovali funkciu yZ% a hladali sme také miesto e, Ze plocha pod

krivkou od 1 do e bude 1.) DuSan vtedy pocital obsah s krokom 0,001, spocital v tabulkovom
kalkuldtore vySe 1700 &isel a zistil, Ze e sa nachddza niekde medzi ¢islami 2,717 a 2,720. Ked si
ale do nasho nového vzfahu dosadite x=1, dostanete

_ 1.1 1. 1
e=1+1+—+—+—+—+
2! 3! 4! 5!

6 V tejto faze zacina byt zrejmé, preco si autor zvolil prave funkciu y=e" . Dobre sa derivuje.
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Uloha 25: Vypocitajte na kalkulacke sucet prvych desiatich ¢lenov tohto radu. Pokdste sa
odhadnuf, ako presne vim e vyslo.

Uloha 26: Rovnakym postupom, aky sme pouZili na funkciu y=¢* rozvifite do radu funkcie
y=sinx a y=COSX .

Uloha 27: Jeden stupeii je priblizne 0,017354292 radidnu. Kolko &lenov radu pre sinx musite
spoditaf, aby ste dostali hodnotu sin1” s presnostou na osem desatinnych miest?

Uloha 28: Co dostanete, ked’ zderivujete ten rad pre sinus?

Uloha 29: Keby sme spravili rovnaky trik ako s ¢*, sinusom a kosinusom s Tubovolnou funkciou
f(x), dostali by sme vztah

f(x):f(0)+f’1(!0)x+f'2'50>x2+f"B’EO)x3+f"‘;'!(O) X'+

Odvodte tento vztah.
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To, Co ste prave odvodili, sa nazyva rozvoj funkcie do Maclaurinovho radu. Vymyslel to
Skotsky matematik Colin Maclaurin a neskor zovSeobecnil anglican Brook Taylor. To Taylorovo
zovSeobecnenie spocivalo v tom, Ze netreba robif vSetky tie derivdcie v nule, ale dd sa zacaf
v lTubovolnom inom mieste. Rad ale bude vyzeraf trochu inak.

Rady ndm davaji mozZnost pocitat hodnoty funkcii typu sinus, kosinus ¢i ¢* iba pomocou
sCitania, od¢itania, ndsobenia a delenia a to relativne rychlo. Pocitace a kalkulacky su zariadenia,
ktoré zvladaju tieto Styri operécie rychlo na trovni procesora, ale na ostatné veci potrebuju softvér.
A rady, aké sme objavili teraz, su presne ten trik, ktory pouZzivaja, aby nam ukdazali vysledok.

Ako to uz byva, situdcia nie je vzdy takd jednoduchd, ako to bolo v predchddzajicich
pripadoch.” Vezmime si napriklad rad s ktorym sme zacali

=1+x+X+ XXX+

1—x

dosadme za x hodnotu —q

1 =1-q+q’—q’+q"'—q°+...

1+q
. . 1 _1+g=a|l_ (1,4, _ —
a obe strany zintegrujme. f Edq— dqeda —f ~da=In|a+c=In[1+q|+c A teda
2 3 4 5 6
Infl+ql+c=q-L+4L -4 +9 9 ...

2 3 4 5 6

Uloha 30: Akd musi maf ¢ hodnotu, aby to fungovalo?

Tento rad ako prvy vymyslel Nicholas Mercator (nepliest si ho s inym sldvnym Mercatorom,
ktory robil mapy).

Vyzer4 to tak, Ze mdme rad, s ktorého pomocou mozeme l'ahko rataf logaritmy. Vec mé ale
niekolko hécikov. Povodny rad, ktory sme integrovali, konvergoval iba na intervale (—1;1). Ak
by ste sa pomocou nisho radu pokisali po&itat napriklad In(11) , museli by ste dosadit g=10 a je
dost dobre vidno, Ze tento novy rad konvergovat nebude.

Dalsia zaujimavost je, e keby sme tam dosadili =1, tak dostaneme rovnost

7 Mnohé z nasledujicich trikov sd prevzaté z Clanku Ladislava Kvasza Dejiny mocninnych radov, ktory bol
uverejneny v Matematickych obzoroch 41/1994

11



ln2=1—l+——l
2 3 4

1 1
+-——+
5 6
Uloha 31: Vypocitajte prvych desaf medzistuctov a zistite, ¢i sa vysledky pribliZuji k hodnote In2
a Ci to vyzerad tak, Ze ten rad vObec konverguje.

Uloha 32: Kolko &lenov tohto radu by ste museli spocitat, aby ste hodnotu In2 zistili s presnostou
na tri desatinné miesta?

Ako sa dalo zistif z predoslej dlohy, nie kazdy rad konverguje dostatocne rychlo, aby to bolo
pouzitelné na praktické vypocty. Preto existuji rdzne triky, ako konvergenciu urychlif. S tymi

logaritmami sa to d4 urobif napriklad takto: Pre istotu sa obmedzime na q€(—1;1) Pre tieto q
plati

¢,9 4,9 ¢
In(l+g)=q—+++t—_L1+1—L+...
n(1+q)=q=5+ 3=+ 5%
Dosadime namiesto g hodnotu —q a dostaneme

Tieto dva rady pouZijeme nasledujicim sposobom:

1+q

=In(1+q)-In(1-q)=

12



Dostali sme teda rovnost

1+q
1-q

3 5 7
In =2 q+q—+q—+q—+
5 7

3

Uloha 33: Aké q treba zvolif, ak s pomocou tohto radu chcete pocitat In2 ? A ked chcete pocitat
In10 ? Vypocitajte In2 s presnosfou na tri desatinné miesta. Kolko ¢lenov ste museli
pouZzit? Porovnajte zlepSenie oproti tilohe 32.

S podobnymi problémami, ako ked chceme vypocitat logaritmy sa stretneme, ked chceme
zistif, Co najpresnejSie hodnotu 7. V prvom rade potrebujeme funkciu, ktord bude mat 7 (alebo
nie¢o podobné) ako hodnotu v nejakom rozumnom ¢&isle. Do tvahy pripada viacero moZnosti, ako
zv1ast vhodn4 sa ukazuje funkcia arctg(x) . Jednak preto, Ze arctg(1)=mn/4 , jednak preto, lebo sa
ndm podari nie vel'mi zloZitym spdsobom rozvinuf do radu.

oy . s N o . . 1
TotiZ, este v kapitole 13 sme prisli na to, Ze derivacia funkcie arctg(x) je funkcia el

V tejto kapitole sme priSli na to, Ze

1 2 3,4 5
——=1-q+q"—q+q —q’+...
1+q q+*q —q +q —q

a ked do toho namiesto g dosadime x?, dostaneme

1

1+x°
Ked tito rovnost zintegrujeme a doladime aditivnu konsStantu, dostaneme

2 4 6 8 10
=1—X"+X —x +X —Xx +...

8

3 5 7 9 11
X X x X x
arctg(x)=x——+—— "+ -2+
3 5 7 9 11

Uloha 34: Skuiste pomocou tohto radu vypocitat 7 .

Pri rieSeni ulohy 34 ste prisli na to, Ze ked’ do nasho radu dosadime jednotku, ma to podobnu
slabinu, ako ked sme pocitali prvym spdsobom In2 - konverguje to prili§ pomaly. Teraz ale
spravime iny trik, ako minule. Namiesto toho, aby sme menili rad, skiisime menif hodnotu, v ktorej
ho budeme pocitat. Ved’ ak by sme nepocitali hodnotu tohto radu v jednotke, ale napriklad v jedne;j

. . v X 1 - 1 - v .
polovici, tak clen —1T nebude maf hodnotu H~O,O9O90909, ale 722528~0,00004439, ¢o je

vyrazne lepSie. Problém je iba v tom, ako arctg(1) napisaf pomocou arkustangensov nejakych
mensich Cisel.

8 Tento rad sa vold Gregoryho na pocest Jamesa Gregoryho, ktory ho v sedemndstom storo¢i vymyslel netuSiac, Ze uz
ho v pétnastom storo¢i vymyslel indicky matematik Madhava zo Sangamagramy.
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Skusme S$fastie a povedzme si, Ze jedno z tych Cisel bude % . Teraz potrebujeme néjst druhé

tak, aby platilo arctg ( 1)=arctg (%)+arctg (x) . Pri hradani ndm bude niapomocny suctovy vzorec pre
tgo+tgp
1-tgatgp

tangens oboch strdn, dostaneme

tangensy tg(a+[3)= Ak totiZ v rovnosti arctg(1)2arctg(%)+arctg(x) vypocitame

1=tg

1
arctg(2 )+arctg (x)
a ked’ pouzijeme stuctovy vzorec, dostaneme

tg| arctg

+tg arctg(x)) %+x

2
1=

1
1—tg(arctg(%)tg(arctg(x)) 1—Ex

a z toho sauz x da vypocitat.

Uloha 35: Vypo&itajte x , aby platilo arctg(1)= arctg(%)+arctg(x) . S pouzitim tohto vysledku

vypocitajte T na Styri desatinné miesta. (S pomocou tejto finty vypocital Euler T rucne
na dvadsaf desatinnych miest.)

Uloha 36: Tento trik sa dd eSte vylepsif. Ak si arctg (%) napiSeme ako sucet arkustangensov dvoch
mensich Cisel, bude to konvergovat este rychlejSie. Jeden z nich bude z pochopitelnych
dovodov arctg (%) , nech ndm stdle sta¢i pocitat dva rady. N4jdite ten druhy arkustangens

rovnakym trikom ako v predoSlej tlohe a vypocitajte T s presnostou na osem
desatinnych miest. (Slovinsky matematik barén Jurij Bartolomej Vega vypocital pomocou
tejto formuly 7 na 140 desatinnych miest.)
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Na zdver tejto kapitoly uvedieme jeden skvost, jeden zddrhel a jednu vec na pomotanie
hlavy.

Skvost je sldvna Eulerova formula. Na jej odvodenie budeme ale potrebovat vedief nieco
malo o komplexnych ¢islach. Bude ale stacif vedief, Ze pre komplexni jednotku i plati, Ze j*=—1
(a z toho sa l'ahko odvodi, Ze i*=—i, i*=1, i"=i,...).

Euler skisil, ¢o to spravi, keby ¢islo e umocnil na nejaky ndsobok komplexnej jednotky,
teda na ix, kde x je redlne Cislo. KedZe nebolo zndme, ako sa takéto umoctniovanie v pripade
komplexnych Cisel sprava, pouzil rad, ktory sme odvodili pre e*. A dostal

(ix)*  (ix)* (ix)* (ix) (ix)°  (ix)" (ix)”

e =1+ix+ + + + + + + +...=
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!
2 . 3 4 .5 6 . 7 8
X X ox ixT oxix' x
=l+ix—r—5t 5+ttt =
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8!
2 4 6 8 3 5 7
X X X X . X X X
——t et —— i X———t—=—+...
2! 4! 6! 8! 3! 5! 7!

A v tomto momente si vS§imol, Ze tie dva rady, ktoré mu vysli poznd, Ze st to rady pre kosinus a
sinus a Ze preto musi platif e*=cosx+isinx. A ked si za x dosadil 7, dostal, Ze
e"=cosm+isint=—1+i.0=—1 .

V tvare
e'"+1=0

bola tato formula pri istom hlasovani v roku 1988 vyhldsend za najkrajSiu formulu v matematike,
pretoze sa v nej spdja prekvapivym spdsobom pit najdolezitejSich ¢isel matematiky. Pritom kazdé
z nich pochéddza odinakial — jednotka je zdkladom pocitania, nulu vymysleli Indovia, ked’ spravili
pozi¢nu sustavu, T vymysleli grécki geometri ako pomer medzi obvodom a priemerom kruhu, i
vymyslel Cardano, ked potreboval rieSif kubické rovnice a e prvykrat spomenul Napier, ked robil
podobné uvahy, ako my v desiatej kapitole a formélne ho zaviedol Jacob Bernoulli, ked robil
podobné dvahy, ako my o tej banke. A Ze tieto ¢isla mdzu spolu takymto podivuhodnym spdsobom
suvisief, to necakal nikto.
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Zadrhel je zédkernd funkcia, ktord je definovana takto:

e prex#0
0 prex=0

Tato funkcia je spojitd, da sa vSade Tubovolnekrat derivovat a vSetky derivdcie v nule majd hodnotu
nula. To znamenad, Ze ked’ ju rozviniete do radu, dostanete 0+0 x+0 x*+0x3+... Tento rad zarudene
pre kazdé x konverguje, ale rozhodne nie k tomu, k Comu by sme potrebovali, pretoZe ta funkcia je
pre kazdé x#0 nenulova. Kde je chyba? Preco pre tamtd funkciu (a pravdepodobne aj pre nejaké
iné) rady nefunguji? Alebo sme len nieCo nepostrehli?

A teraz to pomotanie hlavy. Prisli sme na to, Ze plati

11 11 11 11 1
In2=1—=4+———+ - — = ——— 4 -
23 45 6 7 89 10
Z toho dostaneme, Ze plati
2 1.2 12 12 12 1
2ln2==——+=— 4=+ 4= ..
1 13 25 37 49 5

(Udialo sa len to, Ze predosly rad sme vyndsobili dvoma a kde sa dalo, sme zlomky vykrétili.)
Podme sa pozrief, ako je to s menovatelmi v tomto novom rade. Kazdé nepérne cislo sa

v menovateli vyskytuje dvakrit. Napriklad pitka sa bude vyskytovaf v zlomku +2 (pretoze

5
% a ked sme ho nésobili dvoma, nebolo co kratif) aj v zlomku —%

(pretoze v povodnom rade bol zlomok _Tlo a ked sme ho ndsobili dvoma, vykratil sa).

v povodnom rade bol zlomok +

“ . R, PP 2
Vo vSeobecnosti sa v druhom rade vyskytne v menovateli kazdé neparne ¢islo n v zlomku +- a
1o 1
v zlomku —— Co dd dohromady — .
v 12 £ NS . . 1
Kazdé parne Cislo sa bude v tomto rade ale v menovateli vyskytovaf iba v tvare —

Napriklad —%

To, ¢o je na tom mitice, je fakt, Ze ten rad pre 2In2 vieme v kone¢nom dosledku poskladat

. . 7 z 1 A Z :
vznikne iba vyndsobenim —¢ z pévodného radu dvomi.

z tych istych cisel, ako ten rad pre In2, zo zlomkov % kde n je neparne a zo zlomkov —% kde

p je parne. Znamena to, Ze 2In2=In2 ? Ak by sa to rovnalo, tak by muselo platif bud In2=0,
alebo 2=1 a ani jedno z toho pravda nie je. A ak sa nerovnaju, ako to, Ze sme ich dostali si¢tom
rovnakych ¢&isel?

Uloha 37: Ako to je?
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