16. kapitola — spravy

ESte predtym, ako bola zadand akdkolvek tuloha, sa Arthur pokusil ukdzaf, Ze limita

n
postupnosti (Z—:é) bude % takymto spdsobom:

. [(n+1|" 1
lim|——| ==
n-»oo Tl+2 e
. [n+2)"
lim|—=| =e
n-=»oo n+1
lim In i) =lne=1
n->oo ].
limnln B)Zl
n-=>o n+1
lim In n+2 =liml
n->oo n n-=>o n
1+Z 1
lim In '; =lim —
n->o 1+_ n->o n
In1=0
0=0

Osemetny krok bol ten, kde obe strany rovnosti vydelil n. Tato operdcia nie je

. . .. , - .« P N P , v .
ekvivalentn4, pretoZe aj ked je pravda, 7e lim ;—11_)1103; , nevyplyva z toho, Ze 1=3. Rovnakym

postupom by sme dostali rovnost 0=0 aj keby na zaciatku vpravo nebolo %, ale hocico iné,
napriklad 7.

Uloha 2 a7 4

Pre zadané ¢ stadf zvolit n, vicsie, ako 1+ (napriklad [+]+1) Ak totiZ plati n>t, plati

ne>1 a teda 8>%. To znamend, Ze vSetky ¢leny postupnosti od takto zvoleného n, dalej su

k limite (teda k nule) bliZsie, ako predpisand chyba €.

1| . . . -
Postupnost |2"1 (teda 1,%,%,%,1—%,3—12,... ) je postupnost povyberand z tej predoslej
n=1
postupnosti 1,%,%,%,%,%,.... Bude mat preto aj rovnakd limitu. Pre zadané ¢ staci zobraf

c . . coy 11 o . C
rovnaké n, ako v predoSlom pripade. Plati totiz 5=, <¢. (Prvd Casf tej nerovnosti je intuitivne

zrejma, ale poriadne sme ju nedokézali. M6Zete sa o to pokusit.)

Postupnost —1,1,—1,1,—1,1,—1,1,... limitu nemd. Limitou nem6Ze byt Ziadne ¢islo a
rozne od —1 a 1, pretoZe staci zobraf také €, Ze v € -ovej vzdialenosti od a nebude 1 ani —1
teda Ziadny Clen postupnosti. Ak by mala byt limitou 1, tieZ to nebude fungovat, pretoZze ak si
ddme £=0,5, tak kazdy druhy ¢len postupnosti je od tej jednoty dalej ako € a tym paddom
nendjdeme v postupnosti také miesto, Ze od toho miesta d’alej uz su uz vSetky Cleny postupnosti
k tej limite dost blizko. Z rovnakych dovodov ako limita zlyhd aj —1 .



Uloha 5

Toto bolo l'ahké. StaCilo upravif vyraz, z ktorého limitu sme pocitali pomocou uvedene;j
finty:

2

2 n+5——
lim ™ +5n—2_lim n_oo+5-0
s N+17 o 17~ 1+0

1+7

o0

V tom poslednom pripade sme trochu Svindlovali — t4 limita samozrejme nebude existovat,
lebo neexistuje také cislo, ku ktorému by sa td postupnost blizila. To, ¢o to znamend, Ze limita
nejakej postupnosti bude o, sme nikde poriadne nepovedali. PouZiva sa to ale, ak plati, ze
postupnost niekedy natrvalo prerastie kazdi dopredu dani hodnotu. Presne zapisané to vyzerd
takto:

lima,=0 < VY k3n,Vn>n;: a,>k

n->oo

Uloha 7

05
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Obrazok 1: Funkcia a postupnost



1
Situdciu dobre zndzorfiuje obrazok 1. Mozete na fiom vidiet graf funkcie y=(1+x)*.
Vyzera to tak, ze tato funkcia bude mat v bode x=0 limitu. (V kapitole sme neskor ukézali, Ze ta

limita je e. Tu zatial budeme iba predpokladat, Ze nejakd limita existuje.) Do tejto funkcie

postupne dosadzujeme hodnoty 1,7,7,5,%,¢,... a pozerame, kam sa budu bliZif vysledky. KedZe
funkcia m4 v nule limitu, pre kazdé € vieme ndjst také okolie nuly (—8,9), Ze sa na tom okoli

funkcia od limity 1iSi o menej ako €. A pre kazdé také O vieme ndjst taky ¢len postupnosti

1,5,5, 275G Ze vsetky dalSie ¢leny sui menSie, ako o . Ked sa tieto dve veci poskladaji do

seba, dostaneme, Ze pre kazdé €>0 vieme ndjst taky ¢len postupnosti, Ze po dosadeni toho ¢lena a
1

vSetkych dalSich do funkcie y=(1+ X)X bude hodnota k tej limite funkcie bliZSie, ako €, takZe ta
limita postupnosti bude rovnakd, ako limita funkcie a t4 substiticia, ktord sme v lekcii spravili, je
v poriadku. Len ten mechanizmus, ktory je za fiou, je pomerne zaujimavy a nie je zrejmy na prvy
pohlad.

Uloha 10

Této séria dloh ukazuje, ako sa dd vysporiadaf s limitami typu 17, ktoré moZzu maf rozli¢né
hodnoty. Pri rieSeni budeme pouZivaf teraz uz zndmy fakt, Ze limita postupnosti

1 2 3 4 5 6

1+l ,1+1 , 1+l , 1+l ,1+l ,1+l yeen
1 2 3 4 5 6
je e.
a) Mame zistif limitu postupnosti
2 4 6
1+l s 1+l ,1+l
2 4 6

KedZe tato postupnost vznikla vybratim kazdého druhého prvku z tej predoslej, limita bude zase e .
b) Vyraz, ktorého limitu poéitame, upravime, vyuZzijeme vysledok dlohy a) a odvoldme sa na
pravidlo o stucine limit:

2n+1 2n

lim|1+4——| =lim|1+—| [1+-1|=e.1=e
n-=>o 2n n=> oo 2n 2n
c¢) Podobny trik ako v b)
2n n\2
lim|1+=| =lim|[1+=] | =€’
n->o n n=>ow n
d) Ten isty trik eSte raz v zelenom:
n 2n\1 1 -
lim 1+i =lim 1+i )2:e2=\/e
n->o n n->oo 2n




Ddlezité bolo upravif vyraz tak, aby bolo vo vnutri zatvorky nieCo ako (1+%) , kde to a

ide do nekonecna.
e) A eSte raz to isté, len trochu komplikovanejSie. Opif iba upravujeme vyraz, kym
neuvidime, ako sa to bude spravaft a ktord ¢ast toho vyrazu pdjde k e :

n n n 2
lim (1+2] =lim [1+L | =1im [[1+L]2| =¢?
n->o n n=>o 2 n=>o E
2 2

Uloha 11

PouZzijeme vzorcek pre derivaciu podielu:

x+1 ) (x+1)(4x+2)—(x+1)(4x+2) 1.(4x+2)—(x+1).4
4x+2) (4x+2) Bl (4 x+2) B
_(4x+2)—(4x+4) -2
o (ax#2) (4x+2)

Citatel derivicie je vzdy zéporny, menovatel je vzdy nezdporny. To znamend, 7e ak je derivécia
definovand (¢o je pre vSetky redlne ¢isla okrem —% , lebo tam by sme museli delif nulou), tak je
zaporna. TakZe funkcia je klesajuca v kazdom bode, v ktorom je definovand. A ked’Ze je definovana

na celom intervale (—% ;o0) , tak klesa na vSetkych kladnych cislach.

2

-2

x+1
4x+2
Pripomeiime, Ze to, Ze funkcia klesd v kazdom bode, v ktorom je definovand, eSte nemusi
x+1
4x+2

bode, v ktorom je definovand. Ked sa ale pozriete na jej graf, vidite, Ze medzi hodnotami —1 a 0
funkcia neklesla — hodnota funkcie v bode —1 je 0 a v bode 0 je 0,5. Funkcia teda na celom
svojom definicnom obore neklesd — kazi ndm to ten bod, v ktorom nie je definovana a to, Ze pred
nim m4 mensie hodnoty, ako za nim. Ndm nasSfastie staci, Ze klesa na kladnych &islach.

Obrazok 2: Funkcia y=

znamenaf, Ze funkcia je klesajica. Ako sme prave ukdzali, funkcia y= je klesajtica v kazdom
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Této dloha sa ukdzala byt ndroCnejSia, nez sa zdalo. Prvy problém bol zderivovat funkciu

x+1
x+2

X xIn

, ktoru si podla rady napiSeme v tvare y=e

x+1
x+2

'

xIn %) X % x+1\| Xln% x+1 x+1\|
y'=le "=e "llxIn|=||=e L In|SS|+x.In|= ] =
x+2 x+2 x+2
x4l ' xIn &1)
_ w2 [ (x4 1 (x+1 —e 2 1 x+1 x#2 (x42)=(x+1) | _
- 1 x42 x+1\x+2] |7 | X2 x+1 (x+2 |
X+2
]nL"‘l
_ X+2 l x+1 X
- : x+2 | (x+1)(x+2)

Najprv sme derivovali zloZzend funkciu, potom sicin dvoch funkcii, potom opif zloZenu funkciu
a potom podiel dvoch funkcii.

Tu ale naSe problémy nekoncia. Potrebovali by sme ukézaf, Ze tato derivicia je pre kazdé
kladné Cislo zdporna a to sa ukdzalo byf ako fazSia Cast ulohy. Lava Cast funkcie je nejakd mocnina
e -Cka, takZe bude zarucCene kladnd. Potrebujeme teda ukézaf, Ze zatvorka vpravo je zdpornd, teda
Ze plati

In x+1 + X <0
x+2| (x+1)(x+2)
¢o je to isté, ako
X o[ x+1
(x+1)(x+2) X+2

Ked7e platf —1n(%)=—(ln(x+1)—1n(x+2)):1n(x+2)—1n(x+1) , budeme sa pokuSat dokézat,

ze pre kazdé kladné x plati

m<ln(x+2)—ln(x+l)

Tuto nerovnost sa viaceri Tudia pokusili bezispeSne dokazaf. Nakoniec sa mi podarilo vymysliet
tento elegantny dokaz:

x+2

. Co Ay . 1 .. . . .
Pravui stranu nerovnosti si méZeme napisat ako f " dt (PretoZe vieme, Ze integral z funkcie

x+1
% je In(x) — prisli sme na to v 10. kapitole. Namiesto x pouZivame vo funkcii premennd ¢, nech
sa ndm to nepletie s tymi x , ktoré mame v hraniciach intervalu.) Interval, na ktorom integrujeme,

md di7ku 1. Najmensia hodnota, ktord funkcia nadobudne, bude i . Integral bude teda zarucene



.....

a ten obdiZnik sa do tej plochy cely vmesti. MdZete to vidief na obrazku 3.

3
2
1
\
2
0 1 2 x+13 x+2 4 5

X+2
Obrizok 3 f % dt

x+1

x+2

Vieme teda, Ze plati f %dt>ﬁ (Iebo taky je obsah obdiznika). Okrem toho vieme, Ze pre
x+1

kladné x plati ——<1 ateda 2L <L Ked to teraz poskladdme dohromady, dostaneme
x+1 x+1 x+2  x+2

Xx+2
(x+1)(x+2>zx+1~x+2<x+2< f =dt=In(x+2)—In(x+1)

x+1

21" ha Kladngch islach Klesd.

VytiZend nerovnost teda skutoc¢ne plati a nasa funkcia y=

Rovnako teda klesd aj postupnost dana tymto predpisom, kvoli ktorej sme to celé robili.

Uloha 15 a7 18

Postupnost z dlohy 15 je konStantnd nulova postupnosf. Bude maf teda limitu a t4 limita
bude 0.

Ak chceme v tlohe 16 zistif, akd bude limita postupnosti x" pre x€(—1;0), vyuZijeme
dve veci. Jednak to, Ze pre xE(O; 1) je 1}_{2 x"=0 | Jednak to, ze ak mame dve ¢isla a a b také,
Ze a=—b,tak pre parne n plati g"=p" a pre neparne n plati g"=—p" .V oboch pripadoch su ale
a" a p" rovnako daleko od nuly.

Pre naSe x€(—1;0) siteda ndjdeme we(0;1) také, e x=—w . KedZe iﬂn; w'=0 | platf,
Ze pre kazdu chybu € vieme ndjst taky ¢len postupnosti w", Ze vSetky dalSie su uz k nule bliZsie,
ako €. A kedZe Cleny postupnosti x" st od nuly rovnako d’aleko, ako Cleny postupnosti w", tak



sme tym paddom nasli aj taky ¢len postupnosti x", Ze vSetky dalSie st uz k nule blizSie, ako €.
Limita postupnosti x" bude teda v tomto pripade opif nula.

Uloha 17 je t4 ist4, ako tloha 4.

Limita z dlohy 18 neexistuje. UkdZe sa to pomocou triku, ktory sme pouZili pri rieSeni
ulohy 16 a faktu, ze x" pre x>1 diverguje .

Dolezité pozorovanie, ktoré z tychto tloh vyplynulo je, Ze 111_)11; X" existuje vtedy a len vtedy,

ak x€(—1;1) pricom ak x&(—1;1), tak je ta limita 0 a ak x=1, tak je ta limita 1.

Uloha 20
Ako bezprostredny dosledok predoslych tvah dostaneme, Ze stucet

2,.3, 4 . 1-x"
L+x+ X" +x"+x'+...=lim —

n-=>o00

bude existovaf len pre x€(—1;1) a vtedy sa bude rovnat ﬁ . (Preco to nefunguje pre x=1? Co

ma tato otdzka spolo¢né s tilohou 197?)

Uloha 21

1,1,1,1,1,1,1 . I . “
Rad 1+5+o+ +<+p+o+0+ - (tento rad sa nazyva harmonicky) rastie nad vietky medze.

Ukaézali sme to viacerymi sposobmi:

« NapiSeme rad, ktorého kazdy ¢len je mensi, nez patri¢ény ¢len harmonického radu. Taky rad
moZe vyzeraf napriklad takto: 1+%+%+%+%+§+81+§+ --- . Dalej by nasledovalo osem
zlomkov s menovatelom 16, Sestnést zlomkov s menovatelom 32, atd’. Kazdy tsek zlomkov

. PPN | TP < .
s rovnakym menovatefom ma sucet - . KedZe je tych tsekov nekonecne vela, stcet tohto

.....

- Ak by harmonicky rad konvergoval, mal by suicet, ktory si mdéZeme oznacif s . Platilo by

1,1,1,1,1,1.1 1 A o
s=1+5+5+ +o++o+ o+ - Harmonicky rad si moéZeme rozloZif na dva rady — na rad
1,1,1 1,1,1 1 . P | Y  La¥ e X

oo e it Tt et SRR =
I+o+o+o anarad S+ +p+g . Druhy rad md sucet s (pretoZe ked kazdy ¢len

s 1z . . 1 . . Lo Ny
harmonického radu vynasobime - , dostaneme ten druhy rad). Prvy rad ma stcet vacsi, ako

1 . Lex e X c e NV c y .
5 S, pretoze kazdy clen prvého radu je vicsi, ako patricny clen druhého radu. Oznac¢me si

/% 417///5]7//{// Z

Obrazok 4: Harmonicky rad



sucet prvého radu %s+6 , kde 8>0. KedZe oba rady ddvaji dohromady ten harmonicky,
musi platif %s+%s +3=s z ¢oho plynie =0 co je spor.

.....

toho nekone¢ného schodiSfa, integrdl je plocha dtvaru pod krivkou.) Ale

f %dx:[ln(x)]‘f:oo

Uloha 25

t—t—+—+—+—+—=
2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9!

_ 1.1, 1 1 1 1 1 1
=1+1+=+=+—+ + + + + =
2 6 24 120 720 5040 40320 362880

=1+1+0,5+0,166666667+0,041666667 +0,008333333 +0,001388889 +
+0,000198413+0,000024802+0,000002756 =
2,718281527

Ked sa pozriete na posledny pripocitany clen, ktory zacina piatimi nulami za desatinnou
Ciarkou a zvazite, 7Ze kazdy dalsi ¢len bude minimélne desatkrat mensi, nez predosly, tak moZete
usudif, Ze minimalne paf desatinnych miest za desatinnou ciarkou by malo byt spravne.
(V skutoCnosti je sprdvne aj td jednotka, ktord nasleduje za osmicCkou, takze tych sprdvnych
desatinnych miest je Sest.) Pripomenime ulohu 9 z desiatej kapitoly, kde na vypocet Cisla e
s presnostou na tri desatinné miesta bolo treba scitat vySe 1700 cisel.

Uloha 26

sin x=a,+a,x+a, x2+a3x3+a4x4+asx5+asx6+a7x7+...
sin0=aq,
a,=0
cosx=a,+2a,x+3 a3x2+4 a, x3+505x4+6a6 X’+7 a7x6+...
cos0=a,
a,=1
—sinx=2a,+3.2.a,x+4.3.a,x’+5.4.a.x’+6.5.a,x"+7.6 .a, x"+. ..
—sin0=2a,
a,=0
—cosx=3.2.a;+4.3.2.a,x+5.4.3.a;x°+6.5.4.a,x +7.6.5.a, x* +...
—cos0=3.2.a,4

aAy=——

3!



Podobne dalej dostaneme, 7e a,=0, a;==, a,=0, a_7= —L atd. Ked tieto koeficienty

dosadime do povodného radu, dostaneme

X X
sinx=x——+———
3! 51 71!
Podobne dostaneme, Ze
4
X x X
cosx=1—-—+———
2! 4! 6!

Uloha 27

Ideme do radu sinx=x—2;+5 —2 +... dosadif Cislo 0,017453293 (Co je jeden stupeii

v radidnoch). Ked budeme pocitaf s presnostou na devit desatinnych miest, dostaneme, Ze

0,000005317 , 0,000000002  _
3! 5! v
0,017 453293—0,000 000886+ 0=0,017 452 406

sin1'=0,017453293 —

Na to, aby sme dostali presnost vic¢Siu nezZ osem desatinnych miest (aj to deviate je v poriadku)
stacilo scitat dva cleny radu.

Uloha 28
3 5 7 2 4 6 .
Ked zderivujeme rad pre sinus x—3;+2,—2.+..., dostaneme 1—7 -+ —%+.... Ano, je to
kosinus.
Uloha 33
Ked chceme na vypocet In2 pouzif rad In (11%2):2(614_%3_'_%5_'_%74_ --+|, potrebujeme ndjst
také q , aby 11%2 =2 . To je ale rovnica, ktord sa d4 l'ahko vypocitat:
1+q=2(1-q)
1+g=2—-2¢q
3g=1
_1
173

Do radu teda potrebujeme dosadit %ZO,333 333333 . Dostaneme

In2=2|0,333333333+

0,037037 037 + 0,004 115226 + 0,000457 247 +
3 5 7 '
0,666 666 667+0,024 691 358+0,001646091+0,000130642 +...=0,693134 757

Prirodzeny logaritmus z 2 je priblizne 0,693147181 takZe to mdme dobre aZ na Styri desatinné
miesta. A ani sme nemuseli s¢itaf tisic ¢isel ako pri sposobe z dloh 31 a 32.



Uloha 35 a 36

Potrebujeme ndjst také x aby platilo

teda

Plati teda arctg(1)= arctg(%)+arctg (%) . Mimochodom — platnost tejto rovnosti sa da pekne
uvidief aj na nasledujicom obrdazku. V Tavom dolnom rohu sa stretaju dva uhly pravouhlych
trojuholnikov. Ked sa pozriete na dizky ich odvesien, uvidite, Ze velkost horného uhla je arctg (%)

a velkost spodného je arctg (%) . Dokopy dévaju 7 , ¢o je arctg(1).

—

Obrazok 5: Arkustangensy

S pomocou tychto hodndt a nasho radu sa pokuisime vypocitat 7. Spocitame prvych Sest

¢lenov a dostaneme
1P (P (o) (1) (1
( ) 1 \2 2 2 2 2
arctg| = |==— + — + —

2] 2 3 5 7 9 11
=0,5-0,041667+0,00625-0,001116+0,000217—0,000044 = 0,463 640

11

1

+...=

10



GG RERE NG

1
t_
arcg(33 3 75 7 9 11
=0,333333 0,012 346-+0,000 823 — 0,000 065+0,000 006 —0,000001 = 0,321 751

Z toho dostaneme 7~ 0,463640+0,321751=0,785390 4 teda m~3,141564 &o je dobre na
Styri desatinné miesta.

Je vidno, Ze jednotlivé ¢leny toho radu s polovicou klesaji pomalSie, nez tie s tretinou. Preto
by sme sa radi toho polovicového radu nejako zbavili a nahradili ho radom, ktory by sme pocitali
v nejakom menSom ¢isle, ¢im sa dostdvame k dlohe 36.

Potrebujeme ndjst také x, aby platilo arctg (%):arctg (%)+ arctg(x) . Ked vypocitame
tangens oboch strdn rovnice, dostaneme

l—t rct 1 +arct (x)
5= g|arctg 3 arctg
1 1
tg| arctg § +tg(arctg(x)) Z+x

2

. tglarctg x| 1‘%

l—tg(arctg(%

—£:%+2x
3 3
3—x=2+6x
1=7x

1
X==
7

Dozvedeli sme sa, Ze arctg(%)zarctg(%%arctg(%). (Vedeli by ste to tiez ukdzaf
geometricky?) Z tejto rovnosti dostaneme

1

3

1 +arct l =arct
2 gl3 g

1 +arctg
3

% —arctg % +arctg ( %) =2.arctg

rarctg| £
8 7
Rad pre arctg (%) uZ mame vypocitany, podme to este spravif pre ti % :
1 3 1 5 1 7 1 9 1 11
o 5 B R
arctg| = |==—~———+ — L +oo=

77 3 5 7 9 11 B
=0,142 857 —0,000972+0,000 012 —0,000 000 +0,000 000 —0,000 000 = 0,141 897

1

Z toho dostaneme 7~2.0,321750+0,141897=0,785398 g, teda m~3,141592. Na miliéntiny

presne. Nie zlé. S Tubovolnou silnejSou vypoctovou technikou (tabulkovy kalkuldtor alebo
programovaci jazyk) sa to da rychlo este vyrazne vylepsit.

11



Uloha 37

Neprezradim. Odpovede na tieto otdzky sud zaujimavé a vyzaduji hlbsi vhlad do
problematiky radov, nez poskytla tito kapitola. Rozmyslajte, hladajte a pytajte sa mudrejSich.
Napoviem len, Ze to s tym logaritmom sa d4 odhalif jednoduchsie, ako s tou funkciou.

12
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