15. kapitola
Extrémy a zostavovanie integralov

O derivéciéch a integrdloch sme sa dozvedeli mnoho veci. Vieme zderivovaf vicSinu doteraz
znamych funkcii pomocou niekolkych nie prili§ zlozitych pravidiel. Ku mnohym funkcidm vieme
zistif integrély. V tejto kapitole sa budeme zaoberaf niektorymi praktickymi vecami, ktoré nam tieto
schopnosti umoziuji. Zacneme tymi deriviaciami. V nasledujicich dlohich treba vyuZif, Ze ak
funkcia niekde nadobuda maximum alebo minimum, derivacia tam bude nulova:

Uloha 1: Aké rozmery mé valcovd konzerva s maximalnym objemom, na ktord miniete 1 dm”
plechu?

Uloha 2: Predstavte si, Ze vlastnite kino. Néklady na jedno premietanie su v eurdich ¢=200+0,5x ,
kde x je pocet ludi, ktori pri§li na predstavenie. Dalej viete, e dopytova funkcia je
x=400— pz , kde p je cena listka. (To znamend, Ze ked’ premietate zadarmo, pride 400
T'udi, ked za listok pytate 10 euro, pride 300 a ked zapytate 20 euro, nepride nikto, lebo uz
je to prili§ drahé.) Pri akej cene listka budete maf z jedného premietania najvicsi zisk?

Aky velky bude ten zisk?



Po obalovacej technike a ekonémii sa podme pozrief na fyziku. Vieme, Ze svetlo sa pri
prechode medzi dvoma prostrediami ldme. Na obrazku 1 vidite svetelny 14¢, ktory ide z bodu A do
bodu B . Kazdy z tychto bodov sa pritom nachddza v inom prostredi. Bod A sa nachddza
v prostredi, v ktorom sa svetlo S$iri rychlostou ¢, a bod B v prostredi, v ktorom sa svetlo $iri
rychlostou ¢, . Podla Fermatovho principu najmenSieho ¢asu pdjde svetlo z bodu A do bodu B
po takej drahe, ktord bude vyzadovaf najkratsi cas.

Obrazok 1: Lom svetla

Uloha 3: Vypocitajte pomocou hodndt zadanych na obrdzku (nepouZite ale velkosti uhlov o,
a o, ) Cas letu svetelného lic¢a z bodu A do bodu B.

Uloha 4: KedZe svetlo prechadza rozhranim cez taky bod (ureny hodnotou x ), v ktorom bude
vl

tento ¢as najkratSi’, musi platif, Ze derivicia ¢asu podla x musi byt nula. Zderivujte cas,

ktory ste vypocitali v tretej ulohe podla x , vysledok poloZte rovny nule a odvodte z toho
sinoy <1

Snellov zédkon lomu, teda Ze plati — .
sina, ¢,

1 Odkial svetlo vlastne vie, kadial to bude najrychlejSie? Odpoved na tito a iné zaujimavé otdzky ohladom svetla sa
moZete dozvedief v knizke Richarda Feynmana QED — nezvycajna tedria svetla a latky.
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Pod'me sa teraz pozrief na integraly. V niekolkych poslednych kapitolach sme si zvykli na
to, Ze integral je obsah plochy pod nejakou funkciou. Je Cas si znovu pripomenut, Ze kedysi ddvno
v druhej a tretej kapitole sme integrdl pouZivali na to, aby sme zistili, ako vel'mi sa nie¢o zmenilo?,
ked sme mali ¢asovy zdznam o tom, ako rychlo sa to meni. Odkedy sme zacali experimentovat
s vyrazmi typu dx, dy alebo dt, tak sme sa k tomuto pouZitiu integrdlov nevratili. A teraz je
najvyssi ¢as napravif to.

Zacénime tym, Ze pripomenieme fyzikdlnu veli¢inu nazyvani prica. Na fyzike vam kedysi
prezradili, Ze praca md znacku W (z anglického ,,work®, niekedy sa pouZzivalo aj A z nemeckého
,,Arbeit*), Ze sa meria v jouloch [J] a Ze ju mdZeme vypocitaf ako sicin sily a drdhy — takZe ked
fahdte vrece zemiakov silou 500N po drdhe 10m, vykondte pricu 5000J . Co vim ale
neprezradili, je, Ze ako sa to pocita, ked sila nie je stile rovnakd, ale priebeZne sa meni. A také
situécie nastavaju Casto. Predstavte si napriklad, Ze idete natiahnuf prak. Gumy v praku sa spravaju
ako pruzina. To znamen4, Ze kym sa guma nezacne natahovat, nepdsobi Ziadnou silou, potom sa ale
sila rovnomerne zvicSuje a ked natiahnete gumu o 40cm , bude sila 150N .* Ako vypocitaf pracu
pri nafahovani praku, ked’ sila nebola stile rovnaka?

V prvom rade by sa patrilo vypocitat velkost sily, ktorou guma pdsobi, ked’ ju natiahneme
o diZku x . Potrebujeme linedrnu funkciu, ktord md pre x=0 hodnotu 0 a pre x=0,4 hodnotu
150. (40cm je 0,4m . Chceme pocitat v zdkladnych jednotkéch.)

Uloha 5: N4jdite taku linedrnu funkciu.

Ak ste sa nepomylili, malo by vam vyjst F=375x teda koeficient tuhosti gumy z praku je
375N/m. Ako nam to pomozZe zistif celd pracu, ktord vykoname pri nafahovani praku?
Jednoducho. Viimneme si dsek dizky dx. Ten je taky maly, Ze sa pocas neho sila prakticky
nemeni. Prica, ktord vykondme, ked natiahneme prak o tento maly kuisok, bude teda F.dx alebo
tieZz 375x.dx . A teraz treba scitaf vSetky takéto malé kisky pre x od 0 do 0,4. A my uz vieme,
Ze na scitanie mnohych malych kdskov ndm sliZia integrdly. Aby sme teda zistili celkovd pracu

potrebnd na natiahnutie praku, potrebujeme vypod&itaf integral [ 375x.dx .
0

Uloha 6: Vypoditajte.

V predoSlom texte sa ndm podarilo lepSie povedaf, ¢o to je priaca. Kym ste nevedeli
integrovat, vedeli ste len, Ze je to sucin sily a drdhy, teda Ze W=F .s. Teraz ale uz viete, Ze
W=f F .ds teda Ze préca je integrdl sily podla drdhy. To vdm umoZiiuje pocitat pracu aj vtedy,
ked sa sila poCas drdhy meni.

Vieme, 7e sila je hmotnost krat zrychlenie, teda F=m.a . Dalej vieme, Ze zrychlenie nim
hovori, ako rychlo sa meni rychlost, teda a=dv/dt. Okrem toho vieme, Ze rychlost naim hovori,
ako rychlo sa meni poloha, teda v=ds/dt z ¢oho dostaneme, Ze ds=v.dt. VSetky tieto vzfahy
teraz pouZijeme v naSom novom vzorci pre pracu:

2 Jednalo sa vtedy o velkost siboru, alebo teplotu.
3 Ak by bola sila vicsia, takyto prak by uz podla §7 zakona o zbraniach a strelive 190/2003 bol zbratiou kategdrie D.
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W=f F.ds=f m.a.ds;fm.%.v.dtz m.v.dv:m.%

To, ¢o ndm vyslo, je dobre znamy vzorec pre kinetickd energiu.

Uloha 7: Predstavte si, 7e v praku méte Zelezni maticu, ktord vdzi 15g . Vystrelite ju a guma
z praku vykond rovnaku pracu, aku ste predtym vykonali vy. Akua rychlost bude mat
matica?

Funkcia, ktord opisuje, ako zavisi sila od polohy, samozrejme nemusi byt vZdy linearna.
V nasledujticej dlohe nebude.

Uloha 8: Akii pracu treba vykonat, aby ste odniesli kilové zdvazie z povrchu Zeme do nekonec¢na?
Silu, ktorou pdsobi Zem na zdvazie zistite z gravitatného zdkona. Zostavte integrél
a vypocitajte ho. Aké budu hranice, v ktorych sa bude integrovat?

Uloha 9: Vysledok predoslej dlohy pouZite na to, aby ste zistili, ako rychlo sa musi teleso
pohybovat, aby z povrchu Zeme odletelo do nekonecna. Tejto rychlosti sa hovori druhd
kozmicka alebo unikova rychlost.



Podobné pouzitie integralov sme uZ v minulosti raz stretli — konkrétne, ked sme v siedme;]
kapitole v ulohe 9 pocitali objem kuzela. Pod'me teraz tivahu pouZzitu v tejto ulohe zovSeobecnit.

A

Obrazok 2: Rotacné teleso

Na obrazku 2 je obrdzok rota¢ného telesa. Teleso vzniklo tak, Ze sme zobrali plochu medzi
funkciou f aosou x naintervale (a;b) a zacali sme ju otd¢af okolo osi x . Keby bola funkcia f
konStantnd a mala vSade hodnotu c , objem by sa dal vypocitat jednoducho — bol by to objem valca,
ktory ma polomer podstavy ¢ a vysku b—a, teda m.c’.(b—a). Nachddzame sa ale v podobnej
situdcii ako ked sme pocitali pracu. Rovnako ako predtym sila, teraz sa nim meni polomer a preto
musime integrovat.

Zacneme tym, Ze z rotatného telesa vyreZeme platok, ktory bude maf hribku dx
a vypocitame jeho objem. Budeme ho poéitat ako objem valca.* Polomer valca bude hodnota f(x),
vyska bude dx, takZe objem bude mt(f(x))*.dx . No a nakoniec vietky takéto valce s¢itame. Pre
objem rota¢ného telesa teda dostdvame vztah

b b

V=_[ an(x)dx=ﬂ:f f*(x)dx

a

Uloha 10: Vsetky body kruZnice s polomerom r a so stredom v pociatku sdradnicovej sustavy
splfiaji  vzfah x*+ y*=r> (pre¢o?). Vytvorte funkciu, ktord opisuje polkruznicu
s polomerom r , stredom v bode [0,0] a nezdpornym y as jej pomocou odvod'te vzorec
pre objem gule.

4 Pointa je rovnakd, ako ked sme poéitali obsah plochy pod krivkou a pokryvali sme ju obdiZnikmi s obsahom
f(x).dx . Teraz budeme pokryvat rotané teleso valcami.
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Uloha 11: Vypocitajte, aky objem bude maf teleso, ktoré vznikne rotdciou oblasti ohrani¢enej
funkciami y=2—x*> a y=1 okolo osi x. Potom vypocitajte, aky objem bude mat
teleso, ktoré vznikne rotéciou oblasti ohrani¢enej funkciami y=3—x* a y=2. Akosato

da vypocitat? Preco su vysledky rozne, aj ked su obe tie oblasti zhodné geometrické
utvary?

Uloha 12: (Pre machrov alebo na spolo¢né rieSenie.) Vypocitajte objem torusu, ktory vznikne

rotdciou kruhu x*+(y—3)°<4 okolo osi x . Ako suvisi tito tloha s predoslou? Vedeli
by ste na zdklade vysledku uhadnut vzorec pre objem torusu?



Dalgia vec, ktord sa pomocou integralov pokisime vypoc&itat, je faZisko. TazZisko je taky bod,
7e poOsobenie tiazovej sily na neho ma rovnaky Gcinok, ako pdsobenie na celé teleso.’

Na po&itanie faZiska budeme potrebovat dve veci. Prvd je fakt, Ze faZisko obdiZnika je v jeho
strede. Druhd je fyzikdlna veli¢ina moment sily, ktord urcuje otdcavy ucinok sily vzhladom
k nejakému bodu alebo priamke a ktord sa pocita ako sucin sily a vzdialenosti priamky po ktorej
sila pdsobi od osi otd¢ania.®

Zoberme si teda napriklad funkciu y=+'x na intervale (0;1) a uvaZujme o ttvare medzi
touto funkciou a osou x (pozrite obrdazok 3). Aby sme si zjednodusili situédciu, predstavime si, Ze
utvar je vyrobeny z latky, ktorej meter Stvorcovy vaZzi presne jeden kilogram a Ze uvahy robime na
planétke, na ktorej je gravitaéné zrychlenie rovné 1m/s”, takZze ak chceme poznaf tiaZ nejakej

plochy, sta¢i vypocitaf jej obsah, teda tu plochu zintegrovat.
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Obrézok 3: Tazisko

Tiaz nasho utvaru bude teda

1 11
Fg=f \/;dX:f x> dx=
0 0

KTic¢om k nédjdeniu faziska je zistif moment sily celého utvaru vzhladom na obidve stiradnicové osi.
Predstavte si, Ze nas utvar je nalepeny na os x a otica sa okolo nej. Nech sa naSe fazisko nachadza
na sdradniciach [X;;y,;] a méd teda od osi x vzdialenost y,. Moment sily celého ttvaru
vzhladom na os x bude M,=F .y, pretoze fazisko je podla definicie to miesto, v ktorom ma
sila rovnaky ucinok, ako ked’ pdsobi na celé teleso.

5 Fyzici radsej pouzivaji pojem ,.hmotny stred” nez ,,fazisko“. Ak by sa totiZ teleso nachddzalo v beztiaZovom stave,
predosla definicia by stratila zmysel. Pre naSe potreby ale bude stacif. V pripade homogénneho gravitacného pola
funguji oba pojmy rovnako. Definiciu hmotného stredu, ktord pouZivaji fyzici, mdZete ndjst v 18. kapitole
Feynmanovych prednaSok z fyziky. http://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_18.html

6 Moment sily je vec, ktord hovori, Ze skrutku na kolese auta povolite I'ahSie, ked na kI'i¢ nasuniete nejakd rirku

.....

miesta na ktoré tlacite od skrutky.


http://www.feynmanlectures.caltech.edu/I_18.html

Moment sily vzhladom na os x ale mdzeme vypocitat eSte inym sposobom. Mdzeme si
cely dtvar nakrdjaf na obdiZni¢ky so stranou dx , vypo&itat moment sily kazdého z nich a vietky
tieto momenty scitat.

Opiif sa pozrite na obrdzok 3 a v§imnite si vyznateny obdiZnik. Jeho obsah a teda aj jeho
tiaZ je f(x).dx . Jeho faZisko sa nachddza v jeho strede a teda je od osi x vzdialené f(x)/2

f(x)

5 -f (x).dx . Ak chceme poznaf moment sily celého telesa,

),

1
musime vSetky tieto momenty s&itat, teda vypocitat [ de
0

1
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V tomto momente uZ vieme zistif y -ovu suradnicu faZiska, pretoZe ten moment vzhladom

Moment tohto obdiZnika je teda
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naos x jejednak Fg.yr=7yr,jednak jetotd . Aztoho,Ze 3 yr=7 dostaneme, Ze yr=g .
x -ovu stradnicu faziska ziskame rovnakym spdsobom pomocou momentu sily vzhladom

2 o o P . :
3Xr pretozZe faZisko celého dtvaru ma od osi y

vzdialenost X;. Moment sily si vieme ale vypocitat aj tak, Ze s¢itame momenty vSetkych malych
obdiZnikov. Vzdialenost faZiska obdiZnika od osi y je x (plus poloviéka dx , ktord si dovolime
zanedbat”), tiaz obdiZnika je f(x).dx , takZe moment sily toho obdiznika bude x.f(x).dx . Ked

na os y. Jednak vieme, Ze M, =F .x;=

momenty vietkych tychto obdiznikov s¢itame, dostaneme fx f(x
0

1

5

. 5
My!. Vxdx= J‘xdx—gz

2

0
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A z toho, Ze 3X1=% dostaneme, Ze Xr=rt . Nas utvar ma teda fazisko so sdradnicami lg;g} .

Vseobecné vztahy pre vypocet taziska budu

M M i
= = ke =L P, w=f xrar o =] iay

q q
Keby sme mali materidl s inou hustotou a pocitali faZisko pomocou inej gravitacnej konStanty,

museli by sme hodnoty M,, M, a F, tymito dvoma vecami vyndsobif (pre¢o?). Pri pocitani X;
a Yr by sandm ale aj tak vykratili, takZe by sme opéf dostali to isté.

Uloha 13: Vypocitajte faZisko utvaru ohrani¢eného osou x a grafom funkcie y=x° na intervale
(0;1) . Lezi fazisko vo vnutri dtvaru? (Otdzka pre machrov: MdZe to byt pre niektort
funkciu y=x" naopak?)

7 Viete odhadniif, akej velkej chyby sa tak dopustime? Zmizne t4 chyba, ak sa bude dx blizif k nule?
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Uloha 14: Vypocitajte faZisko polkruhu daného funkciou y:\/ 1—x>.

Na zaver uloha, v ktorej si budete musief zostavif integrdl sami. Viete, Ze ¢im ste vo vode

.....

povrchu Zeme a jednd sa o vodu, bude tlak p=h.1000.10=10000h . Oravskd priechrada ma mur
v tvare lichobeznika, pricom hore je jeho Sirka 230m , dole 75m a vySka muru je 38m .

Uloha 15: Akou silou pOsobi na mur voda, ked je Oravskd priehrada plnd? Najsilnej$i doteraz
pouzity raketovy motor na kvapalné palivo mé tah 6770kN . Porovnajte silu vody so
silou tohto motora.



