13. kapitola
Zlozené funkcie a substitucia

Doteraz sme sa pri funkcidch stretli len so zdvislostami medzi dvoma premennymi.
Napriklad vzfah y=x> ndm hovoril, ako zavisi premennd y od premennej x. V praxi byva
situdcia niekedy trochu zloZitejSia. Predstavte si napriklad, Ze chcete vypustif raketu.' Viete, Ze celd
raketa aj s palivom ma na zaciatku hmotnost m=4400kg, spotreba paliva je 160kg/s a sila
motora je 215kN . A aby ste mohli vypocitat drdhu letu, potrebujete presne vediet, aké zrychlenie
bude maf raketa v ¢ase t od Startu.

Co sa zrychlenia tyka, spomenieme si na Newtonov zékon sily, ktory hovori, 7 a=F/m,
teda, Ze ak chceme zistif zrychlenie, musime silu, ktord na raketu pdsobi vydelif hmotnostou rakety.
Sila, ktord na raketu pdsobi ma dve zlozky. Jednak silu motora o ktorej vieme, Ze raketu tlaci hore
a ze to je tych 215000 N , jednak gravitacndu silu, ktord raketu tlaci dole a ktord je 9,81.m kde m
je aktudlna hmotnost rakety. Ked to vSetko poskladdme dohromady, zistime, Ze vieme vyjadrif
zrychlenie ako funkciu hmotnosti:

a= 215000—9,81.m
m

Funkcia je to sice peknd, ale nerobi celkom to, ¢o potrebujeme. Hovori ndm, ako zdvisi
zrychlenie od hmotnosti, ale nepovie nam, ako zavisi zrychlenie od Casu. NaSfastie vieme, Ze
z hmotnosti ndm ubudne za sekundu 160 kilogramov vyhoreného paliva, takZe hmotnost rakety
v Case t sekiind bude m=4400-160.¢t .

Maiéme teda dve funkcie. Jedna nam hovori, ako zavisi hmotnost rakety od ¢asu, druhd nam
hovori, ako zavisi zrychlenie rakety od hmotnosti. Aby sme zistili, ako zavisi zrychlenie rakety od
hmotnosti, potrebujeme jednu funkciu vlozif do druhe;.

Uloha 1: N3jdite funkciu, ktora opisuje, ako zavisi zrychlenie rakety od Casu.

Prave ste vytvorili zloZend funkciu. Vzhladom na to, Ze sa budeme takymito funkciami
zaoberaf pocas celej tejto kapitoly, je treba skladanie trochu trénovat.

Uloha 2: Ked viete, 7e g=x*—1 a x=c—1, zistite, ako a zdvisi od c .
Ked viete, Ze u=Inv a y=e¢", zistite, ako zavisi u od r.
. v . — I . e J R
Ked viete, ¢ y=sin(a) a @=2%t+3  zistite, ako zdvisi y od t .

1 Ci uz nazivo, alebo hréte vynikajicu simuldciu Kerbal Space Program. https://kerbalspaceprogram.com
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Uloha 3: Pre dané funkcie f(x) a g(x) zistite a upravte f(g(x)) aj g(f(x)).
a) f(x)=In(x) g(x)=e"
b) f(x)=x*'-3x+x—2 g(x)=2x

O [(=22EL g(x=22

@) flx)=sin(x)  glx)=2mx+]

2000-98LM o= 4400~ 160.¢ ,

ktoré nam spolo¢nymi silami opisujd, ako sa sprava zrychlenie rakety v zavislosti od Casu. A teraz
by sme chceli zderivovaf zrychlenie podla ¢asu (napriklad preto, aby sme vedeli, ¢i bude zrychlenie
rast alebo klesaf). Najprv si ukdzeme fyzikdlny pristup, ktory eSte pamitd zlaté Casy, ked sme
neSpekulovali o tom, ¢i je dx nula, alebo nie:

Vréfme sa teraz k naSej rakete. Mame dve funkcie a=

da_da dm
dt dm’ dt

Skratka, ked chceme zderivovat a podla ¢, zderivujeme a podla m a vysledok
vyndsobime zderivovanym m podla t. A vyzerd to tak, Ze za tymto veldielom je obycajné
vykratenie dm z ndsobenia zlomkov.

vz . Ny da P
? = g :
Ako sa tento vzfah pouZiva? Najprv vypocitame - teda derivaciu a podla m:

da _
dm

2 2
m m m

215000—9,81.m )': —9,81.m—(215000—9,81.m).1 _—215000

Potom vypocitame C;—T teda derivaciu m podla ¢ :

dM _ (4400 -160.¢)'=—160
dt
A teraz to vyndsobime:
_160. —2152000 _34 40(3000

m m



Problém je v tom, Ze sme nedostali derivaciu ako funkciu t, ale ako funkciu m (a ak by
zavislost m od t nebola linedrna, vyskytovalo by sa ndm tam dokonca m aj t). Nasfastie vzfah
medzi m a t pozndme, takZe to len dosadime a dostaneme:

da _ 34400000

dt (4400 - 160.¢?

Je vidno, Ze tato derivécia je kladnd, takZe zrychlenie bude rasf az kym sa motoru rakety
neminie palivo.

Uloha 4: Zderivujte vysledok ulohy 1 podla t pomocou vzorca pre podiel, ¢i vam vyjde rovnaky
vysledok.

Uloha 5: VyskuSajte podobne zderivovat a podla c, u podla r a y podla t z dlohy 2.
Pocitajte to priamo aj ako derivéciu zloZenej funkcie a vysledky porovnajte.

Teraz sa podme na vec pozrief z matematickej strany. Ideme teda pocitat deriviciu zloZene;j
funkcie poriadne a cez limity. Mdme teda dve funkcie f(x) a g(x). Ked ich zlozime — teda
dosadime druhi funkciu do prvej, dostaneme funkciu f(g(x)) a td by sme radi zderivovali. Na
pocitanie ale pouZijeme alternativnu definiciu derivécie, s ktorou sme sa prvykrét stretli v desiatej
kapitole v komentéri k druhej tlohe. Aby sme naSu funkciu zderivovali, budeme teda pocitat
nasledujtcu limitu:

1))~ flg(x,)

XX, X—X,

V minulej kapitole sme sa stretli s fintou ,,pripo¢itame rafinovand nulu®, s pomocou ktorej
sme vedeli derivovaf sucin dvoch funkcii. V tejto kapitole pouzijeme podobny trik, zvany
,vyndsobime rafinovanou jednotkou*. Rafinovana jednotka bude mat v naSom pripade podobu
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a do vyrazu ndm pribudne po prvej uprave:

fg(x))—f(g(x))

lim =lim . =
XX, X_XO X=X, g X>_g(x()> X_XO
o flax))=flgl(x)) .. g(x)—g(x,)
=lim lim
o g(x)=g(x)  Tex x—xg

O funkcii g(x) predpokladdme, Ze ma v X, derivaciu (a teda je aj spojitd). To znamend, Ze druhd
z tych dvoch limit bude g'(x,) . Ak je ale g(x) spojitd v bode X, , aj prvé limita je derivécia.

Uloha 6: Tvrdili sme, Ze prva limita z predos§lého vyrazu je derivacia. Akej funkcie? V akom bode?
Preco? Zistite to a vytvorte tak vzorec pre deriviciu zloZenej funkcie.

Uloha 7: Skiiste pomocou prave objaveného vzorca zderivovat funkcie

a) y=sin(5x+1) b) y=(2x+3) ¢ y=In(x?)

Uloha 8: Teraz sa opéaf pozrite na ten fyzikdlny sposob, ktorym sme zloZené funkcie derivovali
v dlohe 5. Je to, o ste odvodili v tlohe 6, to isté a bude to ddvaf rovnaké vysledky, alebo
je to nieco iné?



Ked si vSimnete druhd podilohu tlohy 2 alebo tdlohu 3 cast a) (ak ste ich spravne vyrieSili
a upravili), tak z nich vidno, Ze funkcie In(x) a ¢* st navzdjom inverzné — teda Ze ak budete
pocitat In(e*), tak vdm vyjde pdovodné x. Z toho vyplyva, Ze ak budete derivovaf funkciu
y=In(e"), mali by ste dostaf 1 (lebo derivdcia x je 1).

Uloha 9: Zderivujte funkciu y=In(e*) podla vzorca pre deriviciu zloZenej funkcie. Z toho, Ze
vysledok musi byt 1 zistite, akd je derivicia e* .

Tato vlastnost funkcie y=¢”* sa v budicnosti ukdze byf velmi ddleZitd a uZitocna.

Uloha 10: Podme sa pozrief na derivéciu vSeobecnej exponencidlnej funkcie y=g*. Plati

a‘=(e")'=e""" V tejto podobe sa to dd dobre zderivoval ako zlozend funkcia.
Zderivujte ju a uvedenu Upravu potom spravte v protismere, nech je vysledok
jednoduchsi.

VSimnite si, Ze derivdcia y=g" nie je xa*" ! . Funkcie y=d" je totiZ Uplne ind, nez funkcia
a .. ..
y=x" aaj sainak derivuje.

Uloha 11: Vypoditajte, akd bude derivécia funkcie y=1log,x

Trik z dlohy 9 sa d4 zovSeobecnif. Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré si navzdjom
inverzné, teda plati, Ze f(g(x))=x, priom funkciu f(x) derivoval vieme a g(x) nevieme.

Vieme ale, 7e derivicia [f(g(x))]'=1. Z toho dostaneme, Ze f'(g(x)).g'(x)=1 a teda
() 1
9'(X) =g -
Chceme napriklad zderivovaf funkciu y=arctgx , ktord je inverznd k funkcii y=tgx .
Vieme uz, Zze derivdcia y=tgx je y'=1+tg’x . (Pre tych, ¢o si z minulej kapitoly pamitaji len
1 _Cos2x+sin2x

2 ..
=1+ig"x). Z a
cos’x oix p— g x ). Ak teda pouZijeme prave

deriviciu tangensu v tvare y=

vytvoreny vzorec, zistime, Ze derivécia funkcie y=arctgx bude

1 _ 1
1+tg’(arctgx) 1+x°




Poslednd rovnost plati preto, lebo tangens a arkustangens st navzdjom inverzné funkcie a preto
tg(arctg x)=x .

Uloha 12: N4djdite podobnym spdsobom derivéciu funkcie y=arcsin x . Pri zdvere¢nych dpravach
sa vam moze hodif, Ze sin’x+cosix=1 a teda e cosx=+1—sin’x. A nech je to
kompletné, zderivujte uzZ rovno aj y=arccos x

To, Ze derivécia funkcie y=x" je y'=ax’ ~! zatial vieme iba pre celé ¢isla a . Je najvySsi
¢as ukdzat, Ze vzfah plati aj pre dalSie ¢isla.
1 —
Uloha 13: Funkcia y=x’=vx je inverznd k funkcii y=x". Ndjdite jej derivdciu. Vyslo vam
1
ocakdvané y:% x 27

1 —
Uloha 14: Teraz to isté, ale vieobecnejiie. Funkcia y=x"=4{x je pre celé &isla n inverznd
1
oy P . v e g ——1
k funkcii Y=X , ktoru vieme derivovat. Ukdzte, Ze jej derivicia bude y:%x”

P L
Uloha 15: Ukazte, e derivacia funkcie y=x? bude }’:gxq
P
vietky raciondlne &isla. Spravite to tak, e X? si napiSete ako

zloZend funkciu a upravite.

. Tym rozsirite platnost vzorca na
1\p

x4 , zderivujete to ako




Pod'me sa teraz pozrief, ¢o ndm prezradi derivacia zloZzenej funkcie o integraloch. Ked vzfah
pre derivaciu zloZenej funkcie naspit zintegrujeme, dostaneme

flg(x)=]f'(g(x)).g"(x)dx

Takze keby sme napriklad chceli pocitaf integral fsin(xz).Zxdx tak rovno vidime, Ze volba
f'(x)=sinx a g(x)=x*> je presne to, Co potrebujeme. Ostdva iba vypocitat f(x) ¢o je
jednoduché (éno, je to —cosx ) a dosadif do toho g(x) , takZe hladany integral bude —cos(x’)+c .

Ked ale matematici ritaju integral typu jsin(xz).Zxdx, robia to prekvapivo pomocou
fyzikdlneho spdsobu zdpisu, lebo je prehladnejSi, menej sa v iom mylia a menej sa spolieha na
intuiciu, takZe ich ob&as dovedie do ciela, aj ked hned na zaciatku nevidia, ako zvolit funkcie f (x)
a g(x) . Metdda, ktorou to robia, sa nazyva substituénd metdda, pretoZe funkciu g(x) si nahradia
novou premennou a cely integrdl sa snaZia upravif tak, aby sa v iom vyskytovala iba tito nova
premenna.

TakZe ak sa ide pocitaf integral fsin(xz).Zx dx , najprv treba zistif, ktora ¢asf vyrazu tam
najviac vadi. Momentélne je to to x?, pretoZe keby tam bolo iba x, tak to vieme integrovaf
pomocou pravidla per partes, ale s tym x? s tym nevieme rozumne pohniit. Tak si povieme, Ze nech
sa to x2:t .

V dalSej faze treba prejst od premennej x k premennej t. Pritom sa nesmie zabudnuf, x
sa nachadza aj v dx . MdZeme to spravif dvoma sposobmi:

dat_
dx
teda nahradif dt a naS integrdl si mdZeme prepisat do tvaru fsintdt. Ten vieme

« Ak t=x?, tak derivdcia, teda 2x . Z toho dostaneme, ze dt=2xdx . 2xdx moOzZeme

vypocitaf, je to —cost+c . Teraz uZ len naspif dosadime za t hodnotu x*> a dostaneme
—cos (x%)+c , o je rovnaky vysledok, ako v predo§lom postupe.

1
- Ak plati t=x", tak x=vt=t*. Teraz je X funkciou t. Opif zderivujeme a dostaneme
dt

_1 _
%:%t 2 Lf . TakZe vieme, Ze x=+t a dx=7 - . MoZeme ich teda v povodnom integrili
t 2.t

nahradif bez obdv z toho, Ze tam nejaké x zostane. Dostaneme f sin(t)Z\/;% ¢o je opat

f sint dt . Pokra¢ujeme rovnako ako v predoSlom pripade.

Prvy sposob mé vicsinou vyhodu jednoduch$ieho vypoctu. Okrem toho, ak tam ostane aj
povodné premennd, ¢lovek rovno vie, Ze bud volil zlu substiticiu, alebo sa pomylil. Druhy sp6sob
je hra na istotu. Je ale treba ndjst inverznu funkciu k tomu, ¢o budeme substituovat, zderivovat ju
a vysledny integrdl moZe byt na vypocet fazsi, neZ pdvodny.

Ako sa vypocet integrdlu substitu¢nou metédou zapisuje, si ukdZeme na nasledujicom
priklade:

.3
sin” x
3

u=sin x
du=cos xdx

3
.2 2 u
fsm xcosxdx= :J' u du=§+c: +c




Uloha 16: Vypocitajte substitu¢nou metdédou:

3x—1 arctg x lnx 2x+7
d b dx d) | ———dx
a) fe X ) f e c) f ) .[ 247 x4+3

Uloha 17: Vypo&itajte J'Zsin xcosxdx dvoma spdsobmi. Najprv zvolte substiticiu a=sinx

a potom substiticiu a=cos x . PreCo vam tieto dva postupy dali ako vysledok tplne iné
funkcie?

Ak sa pocita urcity integrédl, dokonca ani nie je nutné vritif sa k p6vodnej premennej. Ako sa
vypocet zapisuje, predvedieme na dlohe, ktord sa opéf bude tykat nasej rakety. Vieme, Ze zrychlenie
je derivdcia rychlosti a teda rychlost je integrdlom zrychlenia. Ak teda chceme vediet, aka je
rychlost nasej rakety v Case t,, potrebujeme vypocitat

—9,81dt

tj’-215000—9,81.(4400—160.t)dt_j« 215000
) 4400—160. t 4 4400— 160.t

215000

200 160.¢ dt . Podme na to:

Zintegrovat —9,81 nie je problém, takZe ostdva iba vypocitat _f 2

u=4400-160.t 4400—-160.t, 4400—-160.t,
215000 . | du=—160dt |— [ 215000 _du __ 215000 [ 1=
+ 4400 -160. ¢ dr=_du oo u —160 160 5, U
—160
=—1343,75[In [0 " “=—1343,75(In(4400—160.t,)—In(4400))=
_ _ 4400

=1343,75(In (4400)—1In(4400—160.t,))=1343,75In| —————
4400—160.t,



VSsimnite si, Ze ak sa nechceme vratif k pdovodnej premennej t, musime zmenif aj hranice,
v ktorych integrdl pocitame. Aby sme zistili nové hranice, do substitu¢ného vzfahu
u=4400—160.t sme iba dosadili povodné. Ked’ to ddme dokopy s tym integrdlom z —9,81,
dostaneme, Ze raketa bude mat v Case t, rychlost

4400

V= 1343,75 In m

)—9,81.tZ

Ak ste niekedy poculi o Ciolkovského raketovej rovnici, pripadne ak ste v Kerbal space programe
narazili na parameter delta v, ktory hovori, aki zmenu rychlosti mdze dany stupen rakety sposobit,
tak to je toto.” (V pripade tych Kerbalov za t, dosadia dobu horenia motoru rakety.)

Uloha 18: Akd rychlost v kilometroch za hodinu bude maf nasa raketa po prvej sekunde?

Uloha 19: Pokdste sa vypocitat, v akej vySke bude raketa v Case t,. (Pripomefime, Ze drdha je
integral rychlosti.)

2 Samozrejme pri inych parametroch rakety vyjdd jednotlivé konstanty inak.
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