13. kapitola — spravy

Uloha 1

Funkciu, ktord opisuje hmotnost, bolo treba dosadif do kazdého vyskytu hmotnosti v druhej
funkcii. Dostaneme tak, Ze

_ 215000—9,81.(4400—160.t)
B 4400-160.t

a po uprave
_171836+1569,6.t
4400 -160.t

Uloha 2

a=x"—1=(c—1Y—1=c*-2c Niektori Tudia iba dosadili a neupravili. TieZ to mali dobre.

u=Inv=In(e")=r Aj toto nechali niektori l'udia neupravené, pripravili sa tak ale neskor
o dolezitd pointu a bolo treba to potom doupravovat.

y=sin (a)=sin (2m t+%)= cos(27t) V tomto pripade t4 zdverecnd dprava veci sprehladnila
iba trochu.

Uloha 3

a) f(g(x))=In(e")=x g(f(x))=e™=x Za poviimnutie stoji, Ze napriek tomu, Ze obe
funkcie vysli po dprave x, tak funkciu In(e*) sme schopni vypocitaf pre Tubovolné x, ale
funkciu ™ vieme vypoéitat iba pre kladné x, lebo pre ostatné nie je Inx definované. Uplne
spravne by sme teda mali pisaf

_ x prex>0
9(f(x) nedefinované pre x <0

b) fg(x))=(2x)*-3(2x)*+(2x)-2=16x"—24 x’+2 x—2
g(f(x))=2.(x*-3x+x—2)=2x"-6x"+2x—4
Na tomto priklade bolo pekne vidno, Z¢ f(g(x)) a g(f(x)) sa moézu Ii¥it velmi
podstatnym spdsobom.

c¢) Tento priklad I'udi vydesil a boli ochotni ho riesif iba vtedy, ked som ich ubezpecil, Ze to
vyjde pekne a Ze som dobre zvazil jeho zaradenie.

2x+1 6x+3 x—3 7 X
3 +1 +
f( (X))= x—3 — x—3 x-3 =X—3:7X(X—3)=
J 2x+1_, 2x+l_2x—6 7 7(x-3)
x—3 x—3 x—3 x—3
3x+1 6x+2 x-—2 7X
2 +1 +
(f(x))= x=2 ~_ x=2 x-2 :x—2:7x(x—2):
g 3x+1_3 3x+1 3x—6 7 7(x—2)
x—2 x—2 x—2 x—2



Pointa tejto tlohy bola, Ze funkcie f (x):M a g(x):2xx_+1 su navzijom inverzné

x—2 3
(podobne ako funkcie ¢* a Inx z udlohy a) ) teda ak vysledok prvej dosadime do druhe;j,
dostaneme to, ¢o sme dosadili do prvej (teda x ).

d) f(g(x))=sin(2mx+Z)=cos (27 x)
g(f(x))=2nsin(x)+%
Tieto dve funkcie su opéf naprosto rozne. Zatial ¢o prva dosiahne maximdlne hodnotu 1,

druh4 bude maf pre X=>5 hodnotu 27.1+3~7,854

Uloha 4

PouZijeme vzfah na deriviciu podielu dvoch funkcii (12. kapitola, tloha 6)

171836+1569,6.¢ | _ 1569,6.(4400-160.t)—(171836+1569,6.t).(—160)
4400—160. t (4400-160.t)*

_ 6906240 —251136¢+27493760+251136¢ __ 34400000
(4400-160.t)° (4400-160.t)*

Sice sme sa nadreli viac, ako ked sme pouZili fintu na deriviciu zloZenej funkcie, ale vyslo to
rovnako.

Ulohy 5a a 5¢
a) Deriviacia a podla x teda %:2x . Derivacia x podla c teda %z 1. Takze derivécia
a podla ¢ bude %:%.%z 2x.1=2(c—1)=2c—2 . Druhy moZny pristup je rovno zobraf a ako

funkciu ¢, ktord sme nasli, ked sme rie§ili dlohu 2, teda g=c’—2c¢ a to zderivovaf. Zase
dostaneme 2c—2.

c) Derivacia y podla O teda %:COS(G). Deriviacia o podla t, teda %?22%

Derivicia y podla t bude teda %2%.%2Cos(a).2n=2atcos(2nt+%):—2nsin(2nt) .

V stvislosti s touto dlohou sa Pefo pytal, ¢i sa neda rieSif podobne priamo, ako tloha a).
Problém je v tom, Ze ked sa skladaji dve polynomické funkcie, tak vysledok bude zase polyném
a také funkcie vieme derivovaf uz od Stvrtej kapitoly. Ked ale skladdme funkcie iného typu,
nemusime maft vzdy to Sfastie. Napriklad v tomto pripade by sme mohli zobraf alternativny zépis
povodnej poskladanej funkcie y=cos(2mt) ale velmi by sme si nepomohli a ak by sme tiito
funkciu chceli derivovat, stile by sme sa museli na fiu pozeraf ako na funkciu poskladani z dvoch
funkcif (konkrétne y=cos(z) a z=2mt ) a tak ju derivovat. Dostali by sme to isté, ako predoslym

postupom.

Ulohy 5b a 9

Uloha 5b vyvolala zmitok, pretoze v nej bolo treba ndjst derivdciu funkcie y=¢" a td
funkciu zatial’ eSte derivovat nevieme. Uloha nam ale dava Sancu tuto derivaciu zistif. Vieme totiz,
Ze funkcia y=Ine" zloZena z funkcii u=Inv a y=¢" je to isté, ako u=r, takZe musi maf



d v . du dv_1 d v d y P
S=1. TakZe rovnako musi byt 1 =-.°Y==.2Y TakZe > =v=e . TakZe derivicia e
dr dv dr v dr dr

podla r je opif e". Funkcia y=¢* je td skvela funkcia, ktora je sama sebe derivaciou.
Této finta bola podrobne vo vSeobecnej forme rozpisand po tlohe 11.

derivaciu

Uloha 6

Predpokladali sme, Ze funkcia g(x) md v bode X, derivéciu a teda tam je spojitd. Plati
teda, 7e ked sa x bliZi k X,, tak sa bude g(x) bliZif ku g(x,) . Oznaéme si hodnotu g(x,) ako
a, a funkciu g(x) ozna¢me a . Plati teda, Ze ak sa x blizi k X,, tak sa bude blizif a k a,.

Limitu il_fxn %&ii;m si teda mdZeme prepisat ako (111_2‘11 7]((02:];500)

f vbode g, teda f'(g(xo)).
Ked teda chceme vedief derivaciu funkcie f(g(x)) v bode x,,budeto f'(g(x,)).g'(x,).

. To je ale derivdcia funkcie

Uloha 7

a) f(x)=sinx, g(x)=5x+1 takZze f'(g(x))=cos(5x+1), g'(x)=5 a derivicia celej
funkcie je cos(5x+1).5 teda 5cos(5x+1).

Ked sa pozriete na graf funkcie y=sin(5x+1) (na obrdzku 1 vlavo), tak je vidno, Ze
rovnako, ako graf obyc¢ajného sinusu kmitd od —1 k 1, ale md ovela vySSiu frekvenciu. To
znamend, Ze funkcia musi rast rychlejSie a byt ovela strmsSia, aby to stihla a teda derivicia musi byt
vicsia, ako pri obyc¢ajnom sinuse. Ked sa pozrieme na derivaciu, ktord vysla, vidime, Ze je viacSia
piitkrat (teda Ze jej obor hodnot je interval (—5;5) ).

AWAY e e
VY _1 h

Obrizok 1: Grafy sin(5x+1) a sinx

1

b) f(x)=x", g(x)=2x+3 takze f'(g(x))=7(2x+3)° a celd derivicia je
7(2x+3)°.2=14(2x+3)". Uloha sa dala riesif aj tak, 7¢ (2x+3) umocnime podla binomickej
vety a potom zderivujeme ako polyndm, nasfastie to tak nikto nerobil.

¢) f(x)=Inx, g(x)=x" Derivécia je f'(g(X)).g'(X)Z%QXZ% . T4to tloha sa dala riesit

aj jednoduchie. Plati In x*=2In x a derivicia 2Inx je 2.-=2.

Uloha 10

x.Ina X

je zlozenim vonkajsej f(x)=e* a vnitornej g(x)=x.lna.
Uz vieme, Ze derivécia ¢* je e, takZe f'(g(x)).g'(x)=e""".Ina ¢oje a*.Ina .

V tejto dlohe I'udi miatli dve veci. V prvom rade sa pokuSali funkciu g* derivovat tak, ako
boli navyknuti z mocninovych funkcii. Problém je v tom, Ze trik, ktory sme pre mocninové funkcie
vymysleli, funguje len a vyhradne pre mocninové funkcie. Exponencidlne funkcie su ale

principidlne dplne iné a finta z mocninovych na ne nefunguje.

Funkcia y=qg*=e¢



x.lna

Druhy problém stvisel s prvym, ale mal trochu ini podobu. V zdpise qg*=e sa
vyskytuji az dve premenné. Jednak si na zaciatku zvolime hodnotu a (ked si zvolime napriklad
a=2, znamend to, Zze sa budeme zaoberaf funkciou 2*). Tito premennd sme tam pouZili iba
preto, aby sme vybavili vSetky exponencidlne funkcie naraz a pri derivovani sa k nej treba spravat
ako ku konstante. DalSia premennd je x, to je td premennd, podla ktorej derivujeme. Preto bola
teda derivécia funkcie g(x)=x.Ina iba Ina.

Uloha 11
Této tloha nesuvisi s okolitou témou a zaradend bola iba preto, aby sa na tie logaritmy a ich
derivéciu nezabudlo. Z vlastnosti logaritmu vieme, Ze logaxzrlfx:ilnx , pricom to L je opét
na Ina Ina

C i v oo 11— 1
nejaka konStanta. TakZe derivdcia bude — == .
Ina x x.Ilna

Uloha 12

Vieme, 7e sin(arcsin(x))=x teda Ze funkcie sin(x) a arcsin(x) st navzdjom inverzné.
1 PR . : y
. . Ostdva uZ len tento vyraz upravif. KedZe

cos (arcsin(x))

. . 5 . . , 1 v
vieme, Ze cost=\/ 1—sin’t , nahradime kosinus vo vyraze a dostaneme I sin*(arcoin(x)) A kedze

Preto derivicia funkcie arcsin(x) bude

. o . 5 . PSS 1
vieme, Ze sin(arcsin(x))=x , dostaneme Ze hladand derivicia je N

Podobne zderivujeme arccos(x). Vezmeme f(x)=cosx a g(x)=arccos(x) a pouZijeme
1

—————— . Tentokrat si vyjadrime sinus pomocou
—sin(arccos (x))

1 R |
—V1—cos’(arccos (x))  —VI-x* V1-x*"

To, 7e sa derivécie arcsin(x) a arccos(x) liSia iba v znamienku, je spdsobené tym, Ze graf
jednej z nich vieme dostat z druhej tak, Ze ju zobrazime v osovej symetrii podla osi y a potom
posunieme. T4 osova symetria zmeni derivicii znamienko a posunutie je pripocitanie konStanty,
takZe na derivaciu vplyv nem4.'

td istd fintu. Derivdcia arccos(x) bude teda

kosinusu sipt= \/ 1—cos’t , nahradime a dostaneme

arccos(x)

-1

arcsin(x)
[

Obrazok 2: Grafy y=arcsin(x) a y=arccos(x)

1 Nespomenuli sme eSte jednu podstatni vlastnost tych dvoch funkcii, bez ktorej by tdto dvaha bola tplne zle. Viete
prist na to, akd je to vlastnost?



Uloha 13 a 14

Vieme, 7e funkcie f(x)=x" a 9(x)=x"=Vx g4 navzdjom inverzné (pretoze (Vx)'=x)

. . . - — 1 v ,
afunkciu f derivovaf vieme. Derivicia ¥x teda bude T Teraz uz len treba tento vyraz

1
. a1 we s v —-1 .. ™ 4
upravif, aby sme zistili, ¢i je to skutoéne Lyn . To ale nie je vdZzny problém:
n

1 1 1 1 5" 1
T X =X
n(\/x) n — n n
X
Uloha 15
1\p 1\p-1 L Lo
Treba zderivovat zloZend funkciu |x?] . Derivdcia bude p\x*| ._.x* . Opif to uz len
P
treba upravit, aby sme videli, ¢i to vyjde P x4 t Upravi sa to takto:
q
1\p-1 1 -1 1- —1+1- -
plat] Lxlzp L0 ya =Py e 2P O P
q q q q q

Pocas upravovania tohto vyrazu Veve vyslovila pamétny matematicko-botanicky vyrok: ,,Jé,
% je kvetina.*

Uloha 16
3x—1=t i1 . .
3x—1 . — _ cdt _ t 3. t, 3x—1
a) fe dx= 3£<X:d‘jt —feg—gfe dt—ge te=ge e

3

V tejto tlohe sme vyuZili, Ze f e“dx=e"+c . To je dosledok toho, Ze derivicia e* je e*.

arctg x=t

b) f arctg2x =1 o= (arctgx)2+c
1+x Te dx=dt 2

V tejto tlohe sme sa najprv pozreli, Co v tom integrali vyzerd najhorSie. Evidentne to bol

ten arkustangens. Je to vhodny kandid4t na volbu g(x) , teda tej funkcie, ktord budeme nahréadzat.

Este sa pozrieme, ¢i tam ndhodou nie je aj g'(x) a ked uvidime, Ze sa v integrovanom vyraze

tdt:t—2+c:
2

, 1 . v . v Ces 1 2z )4
nachadza Toe tak sme si uz takmer isti, Ze sme substiticiu zvolili spridvne. A skuto¢ne, ked sme

vSetko nahradili, ¢im sme mali, cely integral sa dramaticky zjednodusil.

nx , _(Inx=t)_ . ¢ _(Inx)’
c) " dx= %dx:dt —f tdt= ) +c= 5
Rovnaké pointa, ako v tlohe b). Skuste si vysledok zderivovat, aby ste videli, ako sa to
sprava a preco to vyjde.

+C



d) J' 2x+7 dx=| X *+7 x+3=t
x*+7x+3 (2x+7)dx=d
Tento priklad je pou¢ny, lebo sa da zovseobecmf. Ked integrujeme nejaky zlomok, ktory
vyzeré tak, ze v Citateli mé derivaciu menovatela, tak to bude prebiehat takto:

ff

f di=Int|+c=1In|x’+7 x+3|+c

f dt=Inlt|+c=1In|f (x)|+c

‘f
TakZe ked’ chceme napriklad integrovaft kotangens, rovno dostaneme

COS X

f cotg xdx :f <o x

dx=In sin x|+c¢

Uloha 17
Prvy spdsob:
IZSinxcos xdx=| Smx=d =f 2ada=a*+c=sin’x+c
cosx dx=da

Druhy sposob:
cosx=a , ,
stinxcos xdx=|—sin x dx=da :f —2ada=—a +c=—cos” x+c
sin xdx=—da

Ako to, Ze sme integrovanim jednej funkcie dvoma réznymi sposobmi dostali dva rozne
vysledky? V tejto ulohe sa naplno prejavilo, aké je dolezité pisaf to ¢ za vysledok. Ak si totiz
napriklad pri druhom integrali zvolime c¢=1, dostaneme funkciu —cos’x+1 . A znalci vedia, Ze
1—cos’ x=sin’ x . Funkcie sin’x a —cos’x sa skrdtka vSade 1iSia o konStantu (konkrétne o 1)
a pomocou toho +c vieme z jednej vyrobif druht a naopak.

Uloha 18
Len pre kontrolu: priblizne 144km/h .

Uloha 19

K tejto dlohe sa véacsina Tudi nedostala a aj ti, ¢o sa k nej dostali, od nej zbabelo usli. Pritom
bola pomerne jednoduchd, len si bolo treba integrovany vyraz trochu upravif. Aby sme zistili vySku
rakety v danom Case, musime zintegrovaf rychlost cez vSetky okamihy letu. Ideme teda pocitat

4400

t,
f 1343,75 ln(—
) 4400 —160.t

t,
)—9,81.tdt:f 1343,75.(1n4400—In (4400—160.t))—9,81 .t dt =

tz
:f 1343,75.1n4400—1343,75.In(4400—160.t)—9,81.tdt
0



Tento integradl sa skladd s troch scitancov, ktoré moZeme integrovaf samostatne, pricom
jediny, pri ktorom sa bude treba trochu zamysliet, je druhy z nich. Podme sa na ne postupne pozriet:

Prvy integrdl je integrdl z konStanty. Jediné, Co potrebujeme spravif, je na kalkulacke
Vypoél’taf In(4400) avynasoblf to 134375 :

J' 1343,75.1n4400dx = f 11273,20dx=[11273,20 x |;=11273,20¢,

Treti integrdl je integrdl z polynému:
2 L 2

t
9,81.5 | =9,81.2
2|, 2

Ak si pamdtéte z fyziky vzorec na drahu vol'ného pddu, tak to, co ndm vysSlo, je presne on.
Pekne z toho vidno, Ze pohyb rakety ma dve zlozky — pohyb, ktory rakete sposobuji motory a ktory
popisuju prvé dva integrdly a pohyb, ktory rakete spdsobuje gravitdcia. To je ten volny pad, ktory
nam vysiel teraz.

f9 81.tdr=

Na rieSenie druhého integrdlu budeme potrebovat vedief integrovat flnx dx . Z rieSenia

tlohy 10 c) z dvandstej kapitoly mozete vidief, Ze je to xInx—x+c . Potom ndm bude stalif jedna
substitucia:

4400—160t=u
j1343 75.1n(4400— 160t)dt_134375j1n (4400—160¢)de=| —160dt=du |=
_ du
dt= —160
4400—160¢t, d 1343.75 4400—-160¢,
=134375 [ Inu.—% =229 [ gy du=—8,39843[ulnu—ulin "=
4400 _160 - 160 4400

=—8,39843.[(4400—160t,)In (4400—160¢,)— (4400 —160¢,)—(4400.1n(4400)—4400)]=
=—8,39843.[(4400—160t¢,)In (4400—160t,)+160t,—36913,18]

Ked to ddme dohromady so zvySnymi dvoma integralmi, dostaneme, Ze v Case t, bude raketa vo
vyske

2

t
11273,20¢,+8,39843.[(4400—160¢,)In(4400—160¢,)+160t,—36913,18 ]—9,81. 5

Napriklad v Case t,=1s bude podla tohto vypoltu raketa vo vySke 19,86 metra. (Ked to
porovnéte s vypocitanou rychlostou v Case 1 sekunda, vyzera tento vysledok spravne?)

Na obnovenie energie, ktoru spalili vase mozgové bunky pocas ¢itania poslednej strany, si
teraz chod'te daf kusok cokolady.
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