12. kapitola
Derivacia sucinu a metoda per-partes

Poc¢as naSho objavovania derivicii a integrdlov sme uZ stretli niekolko univerzalnych
vzfahov, ktoré ndm boli na dobrej pomoci. Napriklad sucet dvoch funkcii mdéZeme zderivovat tak,
7e zderivujeme kazdud zvI4st a s¢itame. (Tym padom modZeme sucet dvoch funkcii aj integrovaft tak,

.o : Gl avh e - . - 1 .
Ze zintegrujeme kazdu zvI4st a s¢itame.) Podobne sme nasli skvely vzorec na derivaciu Y= Ta

derivécia vysla y= ;f((xx)) a umoznila ndm zderivovat viacero zaujimavych funkcii. V tejto kapitole

sa budeme zaoberaf derivéciou st¢inu dvoch funkcii a pokisime sa z toho vytazit, kol'ko sa len d4.
Na udvod jedno drobné sklamanie. Nebude to fungovaf tak, Ze jednotlivé funkcie
zderivujeme a potom vyndsobime.

Uloha 1: Vieme, Ze derivécia y=x"je y'=7x°. Dalej vieme, Ze x’=x°.x*. Zderivujte x> a x*
a vyndsobte. Dostali ste 7 x° ?

Predoslé dloha je ndzornou ukdZkou toho, Ze taky ten jednoduchy pristup nefunguje a Ze
derivdcia sdcinu funkcii sa bude spravaf zlozitejSie. Podme teda skusif derivovat funkciu
y=f(x)g(x) cez limity. Vieme, 7e hfadana derivécia je

| flxrde)g (k)= (x)g(x)

dx=0 dX

Zakladny trik na vypocet tejto limity je v tom, Ze k Citatelu zlomku pripocitame rafinovanu nulu.
Rafinovand nula bude maf podobu vyrazu —f(x)g(x+dx)+f(x)g(x+dx) a ked tento vyraz
vlozime do Citatel'a, hodnota vyrazu sa nezmendi, ale situdcia sa zdzrane vyjasni:

i L) g )~ (x) glx)

dx=0 dX

g [ g (e d) = (x)g x4 (x)g ()= F (x)g x) _
dx~0 dx

o [lxkdx) glxrdy)f(x)glxrdy) | flx)glx+dx)=f(x)glx)_

dx->0 dx dx=0 dx

Uloha 2: Dopocitajte to, vyjmite spravne veci pred zatvorku a vyrobte iZasny vzorec na derivaciu
sucinu.



Uloha 3: Zderivujte podla vasho vzorca x*, x*. Dostali ste 7 x°?

Uloha 4: Aké vlastnosti musia maf funkcie f(x) a g(x), aby vypo&et z tilohy 2 fungoval?

Uloha 5: Nijdite derivacie funkcif

a)y= x.sinx b) y=x.lnx ¢) y=Inx.cosx d) y=x".Inx.sinx

f(x)
glx)”

Uloha 6: Odvodte vSeobecny vzorec na derivaciu podielu dvoch funkcii y=

(Navod: ) f(x) —— Toto zderivujte ako sucin. Derivovat —L_ u¥ viete. Na zdver to
g(x) g(x) g(x)

upravte do jednoho zlomku.)

Uloha 7: Najdite derivécie funkcii

In x 3
a) y:T b) yZ% c) y=tgx d) y=cotg x

Ulohu b) rieSte vaSim vzorcom, aby ste videli, ¢i ten vzorec funguje.



Mame derivacny vzorec, ktory hovori, Ze ak f a g sd derivovatelné funkcie, tak plati
(f.g)' = f'.g + f.g'. Co dostaneme, ked obe jeho strany zintegrujeme? Na Tavej strane
budeme maf integrdl z derivicie, CiZze az na konStantu (ktord moZeme upratat na druhd stranu
rovnosti) pdvodnu funkciu. Vpravo budeme mat sicet dvoch integralov. Dostdvame teda

fg=1Jf.g+[fg
¢o sa d4 prepisat do tvaru
Jfg="fg-ffg

Uvedeny vzorec na prvy pohlad nevyzera velmi uzitocne. Na to, aby sme vypocitali nejaky
integrdl, budeme musief vypocitat nejaky iny integrdl. No v skutocnosti je tu uvedena finta jednou
z méla fint, ktoré vobec mame pri pocitani integrdlu zo sicinu k dispozicii. Ako sa ¢asom ukdze, tak
integrovat funkcie je v istom zmysle ovela naroCnejSia dloha, ako derivovat ich. A pomocou tejto
finty, zvanej tieZ integrovanie per partes (z latinCiny ,,po Castiach®) sa d4 pocitat aspon nieco.

Napriklad by sme chceli vypocitat fx.sinxdx. Ideme teda integrovat sucin funkcii x
a sinx . Cakd nés teda volba. Co z toho bude f' a ¢o ¢ ? Budeme sa (vi¢Sinou) riadit dvoma
kritériami:

« V prvom rade musime za f' zvolif nieo, ¢o budeme vedief integrovat, pretoZe budeme
musief zistif f . V naSom pripade vieme integrovaf aj x , aj sinx.

« 'V druhom rade by sme boli radi, aby druhy integral, ktory budeme musief pocitat, bol
jednoduchsi, ako prvy. Toto kritérium momentidlne napovedd, Ze by bolo vhodnejsie zvolit

ako funkciu g to x, pretoze v druhom integrdli mdme g' Co bude 1.

Samotny postup vypoctu sa zapisuje takto:

f'=sinx g=x

| =—x.cosx—f —cos X.1ldx=—x.cos x+sin x+c
f=—cosx g'=1

_fx.sinxdx:

Medzi dvoma zvislymi ¢iarami sme vykonali celd pripravu na metddu per partes. Urcili sme si, Co
je f',Coje g adopocitali f a g'.Potom sme vSetko spravne dosadili a vypocitali.

Uloha 8: Zderivujte funkciu —x.cos x+sin x+c

Uloha 9: Skiiste volbu spravif naopak — zvolte teda f'=x a g=sinx. Ako to vyjde? Preco
vypocet zlyha?



Keby sme pocitali urcity integral, teda napriklad fX-SiHXdX, vypocet by prebiehal
0

rovnako:
=sinx g
—cosx g'=1

f x.sinxdx:‘ff_' =[—x.cos x]g—f —cos x.1dx=(—m.(—1)—0)+[sinx ;=
0 - 0

=n+(0—0)=m
Uloha 10: Vypocitajte metédou per partes nasledujice integraly:
a) fx.cosxdx b) fxz.sinxdx c) flnxdx
1

(V tlohe b) bude treba metédu pouzif dvakrat. V tdlohe c) staci raz.) Vysledky a) a b)
znovu zderivujte, aby ste videli, ¢i to mate dobre.)

V niektorych pripadoch treba okrem metddy per partes zapojif aj dalSiu invenciu. Chceme
napriklad vypocitat f cos’x dx . Ked zaéneme pocitat metédou per partes, dostaneme

I
2 =Cosx =(COoS X . . . . .2
fcos xdxzf ] g’ > zsmx.cosx—f—51nx.51nxdx=smx.cosx+f sin” x dx
f=sinx g'=-sinx

. . . . 2 . . .2

Na prvy pohlad sme si nepomohli. Namiesto fcos xdx teraz musime ratat fsm xdx a keby
sme skusili pouZif per partes na tento integral, zas nds vrdti ku cos’x . NaSfastie vieme, Ze pre
sin®x a cos’x plati sin®x+cos’x =1 . Toto vyuZijeme a budeme pokracovaf v naSom vypocte:

. .2 . 2 . 2
sin x.cos x+ [ sin’ xdx=sin x. cos x+ [ (1—cos’ x) dx=sin x.cos x+x— [ cos’x dx

A sme zase pri kosinuse. NaSfastie je tu jeden podstatny detail a to znamienko toho druhého
integralu. Ked si pozriete, s ¢im sme zacali a k comu sme sa dostali, tak sme zistili toto:

2 . 2
fcos xdx=sin x .Cosx+x—f cos” x dx



teda
2 .
2_]' cos” xdx=sinx.cos x+ x

ateda

sin x.cos x+x
=== (+c)

fcoszxdx: 5

Uloha 11: Zderivujte to, ¢i to vyslo dobre.

Uloha 12: Vypoditajte f sin’ x dx



