11. kapitola
Goniometrické Sialenstvo

V predoslej kapitole sme sa naucili pocitat derivacie a integrdly zo vSetkych mocninovych
funkcif s celo¢iselnymi koeficientami a ako bonus sme eSte zistili aj deriviciu funkcie y=1In(x).
Teraz by sme chceli zoznam funkcii, s ktorymi vieme pracovaft, trochu rozsirif. Tato kapitola bude
o tom, ako derivovaf a integrovaf funkcie sin(x) a cos(x). Ale eSte predtym, neZ sa dostaneme
k samotnym derivicidm, budeme si musief poodvodzovat nejaké vzfahy, ktoré pre goniometrické
funkcie platia.

Prva vec, ktord budeme potrebovat zistif, si sic¢tové vzorce. Chceli by sme vediet, Comu sa
rovnd sin(o+f) a cos(a+p) priom chceme pouZivaf iba sinusy a kosinusy uhlov o a f. Tieto
vzorce zistime z obrazku 1.
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Obrazok 1: Sactové vzorce

Na obrazku vidite jednotkovi kruZnicu (teda dizky dsediek SA aj SB si 1) a dva uhly
a=<MSA a B=<ASB narysované vedla seba. Ked chceme zistit sin(ca+p), bude treba
vypoditat dizku tse¢ky BK a ked chceme zistif cos(o+p), bude treba zistif dizku dsecky SK .
Pod'me teda pocitat. Zistené veci si zapisujte do obrazka.

Uloha 1: Zistite velkost uhla < NBL . Medzikroky: < SXK= <BXL= < XBL=

Uloha 2: Trojuholnik BSL je pravouhly, m4 preponu dizky 1 a uhol pri vrchole S maé velkost .
Zistite velkosti strdn BL a SL . (Cahkd goniometria, bez medzikrokov.)

Uloha 3: Trojuholnik BLN je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej ulohe a uhol pri vrchole
B v prvej tlohe. Zistite velkosti strdin BN a NL . (Cahk4 goniometria.)

Uloha 4: Trojuholnik SLM je pravouhly, jeho preponu ste zistili v druhej ulohe a uhol pri vrchole
S je o . Zistite velkosti strdin LM a SM . (Zase l'ahkd goniometria.)
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Uloha 5: Uz je skoro hotovo. Teraz si staci uvedomit, Ze tisecka BK je rovnd suctu dseCiek BN
a LM , ktoré uZ ste vypo&itali a dizku dsecky SK viete vypoéitat ako rozdiel dizok
tseCiek SM a NL . TakZe zistite, Somu sa rovna sin(a+p) a cos(o+p)

Uloha 6: Néjdite vzorce pre sin(a—p) a cos(oa—P). Sta¥i si uvedomif, Ze
sin(o.—p)=sin(a+(—p)) a Ze sinus je nepdrna a kosinus pdrna funkcia, teda Ze

sin(—p)=—sin(p) a cos(—p)=cos(p)

Okrem suctovych vzorcov budeme na ndjdenie derivécii sinusu a kosinusu potrebovat este
dve veci. Najprv budeme potrebovaf vzorce pre sin(A)—sin(B) a cos(A)—cos(B). Tie si
vyrobime nasledujicim spdsobom:

Z uloh 5 a 6 vieme, Ze

sin (o+) =sin o.cos B+ cos asin
sin(o.—f)=sin a.cos B—cos . sin B

Ked od prvej rovnice od¢itame druht, dostaneme
sin(o+p)—sin (a—p)=2cosasin f

Ta Tava strana sa podobd na jeden z tych vztahov, ktory potrebujeme zistif. Zostdva uz iba najst také

o a f, aby platilo a+f=A a a—p=B. To je ale stistava rovnic, ktori vieme riesif. Napriklad

A+B
5 -

tak, Ze ked rovnice s¢itame, dostaneme 20=A+B a teda a= Ked to dosadime do prve;j

. . , v A—B . L. . . Vv
rovnice, vyjde ndm z toho, Ze B:T' Ked si tieto o a P dosadime do rovnosti vysSie,
dostaneme

sin(A)—sin(B)=2cos A+B

sin

A—B)

Uloha 7: Budeme potrebovaf aj tie kosinusy. Odvod'te ich rovnakym trikom.



Posledna vec, ktord budeme potrebovat predtym, ako sa pustime do derivovania, bude jedna

limita. A to konkrétne lim > T Zv1ast zdoraznujeme, Ze v celom dalSom texte bude naozaj
x=>0

dolezité, Ze pri pocitani sinx a dalSich goniometrickych funkcii bude hodnota x udédvand
v radidnoch, pretoze v stupfioch by to nevyslo.

Uloha 8: Pozrite si poriadne obrdazok 2 s jednotkovou kruZnicou, pokuste sa uhadnuf, kolko ta
limita vyjde a zapiSte si tip.

Obrézok 2: lim S0X

X0 X

KedZe meriame v radidnoch a nasa kruznica je jednotkova, tak velkost uhla @ je to isté ako
di7ka oblika AB . (Radidny boli totiZ presne takto vymyslené — ak chceme vedief, aky velky je
uhol, tak odmeriame patricny obluk na jednotkovej kruznici.) Okrem toho vieme, Ze sinus uhla O
je iseCka BX . Ked7e BX je kolmica na os x, jej diZka je najkratSou moZnou vzdialenostou od
bodu B k osi x.Dizka dse¢ky BX je teda menSia ako diZka oblika AB . Preto pre kazdu alfu
plati sina<o ateda Sig°‘<1 . To ale znamend, 7e hfadana limita zaru¢ene nebude vicsia ako 1.

Pod'me si teraz na chvilu v§imaf namiesto diok obsahy. Obsah kruhového vyseku SAB

je % (pretoie obsah celého kruhu je mr’=m1’=x auhlu @ v radidnoch prislicha z toho kruhu
AY

dostaneme %). Di7ka dsetky AY je tga (pretoZe tg o=

a SA ma dizku 1). Obsah trojuholnika SAY bude teda L . A tento trojuholnik je v&csi, ako

Casf 275 a ked vyndsobime . 2:: ,

P tga

kruhovy vysek SAB . Preto plati >% ateda tga>a. Ked’ tito nerovnost vyndsobime cosa

2
a vydelime o , dostaneme SH&O‘ >CoS L, -

Uloha 9: Platnost nerovnosti Sma>coso¢ sme ukdazali iba pre Ote( 5 2) Odkial sa vzalo toto

obmedzenie? Kde sme ho v ddokaze potrebovali? N4jdite takd hodnotu « , pre ktord
uvedend nerovnost neplati.

1 Skuste si premysliet, ako to bude s tymi nerovnostami, ak bude o ateda aj sina zaporné.
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Podarilo sa ndm ukézaft, ze pre vSetky x z intervalu (_—zn ,%) okrem x=0 plati

sin x

cosx< <1

Co sa bude diaf, ked sa hodnota x bude blizif k nule? Prava strana nerovnosti bude stale 1. Kedze
kosinus je spojita funkcia, l'ava strana sa tiez bude bliZif k jednotke (vieme, Ze cos0=1). A kedZe

sa % nachidza medzi tymito dvoma funkciami, t4 limita musi byt tieZ 1.

Této finta sa nazyva ,,policajnd lema* a dokdzeme ju vo vSeobecnom tvare, pretoZe sa nim
eSte moZe niekedy hodif. Policajnd lema hovori toto: Majme funkciu f(x), ktord strdZia dvaja
policajti — funkcie g(x) a h(x). Teda na nejakom intervale (a,b) plati g(x)<f(x)<h(x) pre
vSetky x s jednou moZnou vynimkou — nejakym bodom c . NavySe o policajtoch vieme, Ze
v bode ¢ majd rovnakd limitu w . Potom m4 rovnakd limitu v bode ¢ aj funkcia f(x) .

Dokaz je lahky. Pre kazdé €>0 musime ukézaf, Ze vieme ndjst také okolie bodu c, Ze
hodnoty f(x) sa na fom li§ia od w o menej ako €. KedZe funkcie g aj h limitu v ¢ majd,
vieme ndjst také okolie bodu c, Ze vietky hodnoty g(x) aj h(x) sa nachadzaji v intervale
(w—e,w+e) . A kedZe sa vietky hodnoty f(x) nachddzaji vzdy medzi g(x) a h(x), nachadzajd
savintervale (w—e,w+e) tieZ.

Vsetky potrebné ingrediencie uz mame pohromade, mdZeme ist derivovat sinus. Podme teda
pocitat:
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V prvom kroku sme vyuzili nas§ skvely odvodeny vzfah pre rozdiel sinusov. KedZe kosinus je

spojitd funkcia, tak lim cos (x +d_2x> bude cosx . A ked ide k nule dx , rovnako pojde k nule aj d—zx
dx-0

. d o P . sinh ., .

Ked si teda 7)( ozna¢ime ako h, druhd limita bude lhlm n Cize 1. Derivaciou sinx bude teda
-0

cosx.1l CiZze cosx .

Uloha 10: Zderivujte kosinus.



Uloha 11: Kolkokrét musite zderivovat sinus, aby ste znovu dostali sinus?

Uloha 12: Pod akym uhlom pretina graf sinusu os x v bode x=0 ?

Uloha 13: Pod akym uhlom sa pretnd grafy funkcii sinx a cosx ?

Uloha 14: Aky je integral z funkcii sinx a cosx ?

Uloha 15: Aky je obsah plochy pod grafom funkcie sinx na intervale (0; ) ?



Uloha 16: Ak4 je derivdcia funkcie y= L9

Cos X




