10. kapitola
Mocninové funkcie

Vieme, Ze derivdciou funkcie x" je nx" ' (teda zatial sme to ukazovali iba pomocou
nulovo-nenulového dx , ale prepisaf ten dokaz s pomocou limit nie je aZ taky velky problém).

Integralny profajsok k tomuto vzfahu je, Ze _fx”dlefn—;. Vieme, Ze tito vec funguje pre
prirodzené ¢isla n (to sd celé, ktoré st vicSie ako nula). Okrem toho vieme, Ze derivdcia x° teda
derivédcia 1 je 0. A navySe ako Specidlny pripad (iloha 1d zo siedmej kapitoly) sme vybavili aj
pripad n=-—1 pre derivicie, ktorému zodpovedd n=-—2 pre ten integrilny vzorcek. V tejto
kapitole sa budeme venovat tomu, ako vyzerd situdcia v tychto dvoch vzorcekoch pre ostatné celé
¢isla.

Skdsme najprv vypocitaf nieo konkrétne. Vieme, Ze napriklad y=x"> je to isté, ako
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y=,- Skuste zderivovat tato funkciu.
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Uloha 1: Vypo&itajte limitu lim ("*dg#
dx=0 X

1 1

fx+dx) f(x)

Uloha 2: Co takto skdsenosti z predoslej ulohy zovsSeobecnif? Skuste vypocitat lim o

dx=>0

Zistite tak, ako derivovat funkciu yZﬁ , ked poznite deriviciu funkcie f(x).Co musi

spiiiaf funkcia f(x), aby bol vas vypocet v poriadku?



Pod'me teraz pouzif naS novy skvely vzfah a zderivujme funkciu y=x" kde a je nejaké
zaporné celé ¢islo. Nech a=—n . Potom plati
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N4&S pekny derivacny vzorcek teda funguje aj pre zdporné Cisla a vypadne ndm z toho aj patri¢ny
integralny vzorcek.
Sformulujeme teda vSeobecné tvrdenie:

a+l

Pre vietky celé &isla a plati (x%)=ax"" a fXadX=§+1+C

Uloha 3: Predchadzajuce tvrdenie mé vaznu slabinu. Aka?

2
Jeden problém nastane, ked’ sa pokusite vypocitat f X dx .
-3

Uloha 4: Kolko to vyjde? Aky je geometricky vyznam vysledku? (Nakreslite si graf a vySrafujte na
nom, ¢o dany integral predstavuje.) Prijmeme vysledok za pouZitelny?

Uloha 5: Toto nebola najvaznejsia chyba spominaného tvrdenia. Jedna jeho Casf pre isté konkrétne
a totdlne nefunguje. Ktora Cast? Pre ktoré a ? Ako to mé byt spravne?



Ano, problémy robi funkcia y=x"" alias y:§ a integralny vzor¢ek. Podla neho by totiz
X
0
intervaloch (napriklad na intervale (1;oo| ) prijemnd spojita ohrani¢end klesajiica funkcia a plocha
pod fiou by sa mala daf vypocitaf. A funkcia, ktora opisuje plochu pod touto funkciou na intervale

malo platit, Ze f x 'dx=%+c, ¢o je zrejm4 hldpost. Pritom funkcia yZ% je aspoil na niektorych

X
(1;x),teda F (x):f %dt (iné pismenko sme pouZili iba preto, Ze x mdame ako hranicu, po ktoru
1

integrujeme) by mala byf primitivnou funkciou k funkcii yZ% . Cely zvySok tejto kapitoly bude
zasviteny tomu, ako tato funkciu odhalit.

Uloha 6: Pokiste sa aspoti priblizne vypocitat F(2) (To je obsah pod krivkou yZ% na intervale

(1;2)). Rozderlte interval (1;2) na pif Casti a néjdite dolny a horny odhad hodnoty
F(2) . (V jednom pripade spravite schody zvrchu funkcie, v druhom pripade zospodu.)

Uloha 7: Pokiste sa aspoii priblizne vypo&itai F(6)—F(3) (To je obsah pod krivkou y:% na
intervale (3;6)). Rozdelte interval (3;6) na pif Casti a ndjdite dolny a horny odhad
hodnoty F(6)—F(3) . Ako sa liSia vysledky tejto a predoslej tlohy? Preco je to tak?

Uloha 8: Teraz skiiste pozorovanie z predoSlych dvoch tloh zovSeobecnif. Ukdzte, Ze ked
rozdelime interval (1;a) na n d&asti a spoitame patri¢ny sicet obsahov schodov

pod/nad funkciou yZ%, tak dostaneme to isté, ako ked spravime to isté s intervalom

(b;ab) Pokiste sa na jeho zédklade ukdzaf, Ze pre naSu funkciu F plati
F(a)=F(ab)—F(b) . St niektoré b, pre ktoré to fungovaf nebude?



Vyzerd to tak, Ze naSa funkcia F ma vlastnost F(ab)=F (a)+F(b). Znalci si moZno
spoment, Ze sa s funkciami, ktoré takito vlastnost maju, uz stretli. To sice nemusi nutne znamenat,
Ze naSa funkcia bude jednou z nich, ale rozhodne to méze byt zaujimava informécia.

Dalsia vec, ktortd budeme potrebovaf aspoi priblizne zisti, je také &islo x , ze F(x)=1.
Uloha 9: Skiste &o najpresnejsie zistit, v ktorom &isle je F(x)=1. Mate teda najst také &islo x|

aby plocha pod grafom funkcie yZ% na intervale (1;x) bola 1. Je &islo, ktoré vam
vyslo, dolny alebo horny odhad hladaného ¢&isla? Skuste braf rozne velku Sirku dielika.
Kalkulacky a ina vypoctova technika su vrelo odporucané.

Cislo, ktoré vam vyslo v predoslej lohe, budeme oznacovat e .' O hfadanej funkcii F teda

vieme tri veci:

Pokusime sa teraz z tychto troch veci dozvedief, o sa len da.

Uloha 10: Comu sarovnd F(¢?), F(e®), F(ve) a F(Z)?

1 Ano, je to to isté e, s ktorym sa uz mozno niektori z vas stretli v nejakych inych stvislostiach. O tom, ako zistit
jeho hodnotu presnejSie, sa budeme bavif neskor.



Uloha 11: Ukd’te s pomocou matematickej indukcie, Ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati
F(x")=nF(x) . Aké podmienky mus{ spliiaf x , aby to fungovalo? Platilo by to aj vtedy,
ak by n bolo zaporné?

Uloha 12: Ukdite s pomocou matematickej indukcie, Ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati

F(Vx)= FIX)  Aké podmienky musi spliiat x , aby to fungovalo?

n

Uloha 13: Z predoslych dvoch uloh sa da lahko uvidiet, Ze pre kazdé raciondlne cislo % plati
Flet =4 . Uvidte to.

Z vysledku trinastej ulohy plynie, Ze hladana funkcia F je pre kladné raciondlne mocniny
Cisla e presne logaritmus so zdkladom e . Takémuto logaritmu sa hovori prirodzeny logaritmus,
znadf sa In(x) (podrla latinského logaritmus naturalis) a vie ho pocitaf tabulkovy kalkuldtor aj
kazd4 rozumna kalkulacka.

Otdzka je, Ze ¢i to je tak pre vSetky Cisla. Teda Ze ¢i plati, Ze F(e*)=x bez ohladu na to, ¢i
je x raciondlne, alebo nie. Aby sme to mohli ukézat, je potrebné si v§Simnuf eSte jeden detail — a to
ten, Ze funkcia F bude pre kladné Cisla zaruCene rést, pretoze yZ% ma iba kladné hodnoty.

A kedZe je F rastica, plati pre iu, Ze ak a<b ,tak F(a)<F(b).



Téato vlastnost sa da vyuzit nasledujicim spdsobom:

Predstavme si, Ze by sme chceli pocitat F(e™) (7 sme si vybrali ako pekny priklad
iracionlneho &isla, rovnako to bude fungovaf aj pre iné &isla.) Co by sa dialo, keby hodnota F(e™)
nebola 7 ? Musela by byt nejakd inakSia. Nech satedaod & 1iSio €.

Néjdeme dve raciondlne ¢isla, ktoré sa od 7 liSia o menej ako €, jedno menSie a jedno

vitie ako 7. (Ak by bolo €=0,001, zobrali by sme 3,141 a 3,142, teda o= a 132 . Ak by sme
museli dosiahnuf vicSiu presnost, zobrali by sme viac desatinnych ¢isel.) Nech teda plati
Dcpe
b, b
Potom plati
el<e<e?

pretoZe exponencidlna funkcia je monoténna. KedZe je monoténna aj naSa funkcia F, tak pre fiu
plati
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KedZe ale sua ¢isla b—l a b—z vzdialené od T menej, ako €, nemdze byt Cislo F (e“) vzdialené od
1 2

T o €. Predpoklad, ze F(e")#mn teda viedol ku sporu a musi platit F(e")=m .

Uloha 14: Vedeli by ste v predoslom ddkaze ndjst slabé miesto?

Uloha 15: Integrdl z funkcie yZ% sme teda nasli, je to funkcia y=In(x)+c (To ,,plus cé*
vznikne, ked nebudeme zacinaf s integrdlom od jednotky, ako sme to cely Cas robili, ale od iného
¢isla) Logaritmus je ale definovany iba na kladnych ¢islach a y:% aj na zdpornych. Ako bude

vyzeraf integral z y:% na zapornych ¢islach? (VyuZzite symetriu grafu.)

Uloha 16: Ak4 je derivacia funkcie y=In(x) ?



