10. kapitola — spravy

Uloha 2
Prva uloha vicSinou problémy nerobila (najméd ak si Tudia spomenuli, ako sa ddva na
spolo¢ného menovatela). V druhej ulohe iSlo o to skusenosti z prvej zovSeobecnif, teda néjst

derivéciu k funkcii y=ﬁ , pricom to f (x) bolo v tej prvej tlohe x*.
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Bolo teda treba vypoditaf limitu lim Iord) 1) pogme teda potitat:
11 f(x)—f(x+dx)
s flondy 12 = Tl dirix = _§§§?15215f<<§>”=
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Ked sa teraz pozrieme na dve limity, ku ktorym sme dospeli, tak prva je az na minus pred

zdtvorkou v Citateli derivacia funkcie f(x). A v druhej limite ak poSleme dx do nuly, dostaneme

f(x)%f( X~ fZ(lx) . Ked to poskladdme dohromady, dostaneme

1
f(x)
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Toto je uZzitocny vzorec, ktory sa ndm v budicnosti bude hoditf. Keby sme s jeho pomocou chceli
pocitaf prvy priklad, teda derivovaf y=x"?, spravili by sme to takto:
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Zaujimava rozprava vznikla ohladom toho, pre ktoré funkcie ndjdeny vzorec vlastne
funguje. Vicsina Tudi prisla na to, Ze by to nemalo fungovat, ak je f(x)=0, pretoze delif nulou je
nemravnost. Dal3i prirodzeny predpoklad bol, e ked sa vo vysledku vyskytuje f'(x), teda
derivécia z f(x), tak by td derivdcia mala existovaf. A uZ vieme, Ze to nemusi byt vzdy. Poslednd
vec, ktord sme v odvodzovani pouZili a ktorej Tudia nevenovali pozornost, lebo sa zdala byt
prirodzend, je predpoklad, Ze lim f(x+dx)=f(x) . Toto ale funguje iba vtedy, ked je funkcia f (x)

dx=0

v bode x spojita.

Mame teda tri podmienky — funkcia f musi byt nenulova, musi maf deriviciu a musi byt
spojitd. Otdzka je, C¢i sa nedaju tie podmienky zredukovaf na dve — konkrétne Ze ¢i z toho, Ze
funkcia m4 deriviciu neplynie, Ze bude aj spojitd. Potom by stacilo vyZadovat, aby bola nenulova
a mala deriviciu. Tua spojitost by sme dostali pribalend automaticky. Ludom sa védcSinou zdalo, Ze
by to mohla byt pravda, ale dokdzaf sa ndm to nepodarilo.



Dokaz ale nie je fazky, ak sa pouZije Sikovny trik. Tym trikom je, Ze derivaciu funkcie
f(X)_f(Xo)

v bode X, mdZeme zapisaf ako lim — —
0

X=X,
ktord sme pouzivali doteraz.) O tejto derivécii predpokladdme, Ze existuje a ma hodnotu a . Aby
sme ukdzali, e funkcia je v bode X, spojitd, musime ukdazat, Ze plati lim f(x)—f (x,)=0. To ale

XX,

. (Premyslite si, preco je to taka istd derivicia, ako ta,

teraz moZeme zariadif jednoducho.
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X=X, XX, X_XO XX, XX, X_XO

=0.a=0

TakZze podmienky budi stacif dve. Aby sme mohli vypocitat (f(lx)) pomocou nasho

sympatického vzfahu, funkcia f musi byf vdanom x nenulovd a musi v iom mat derivaciu.

Uloha 4
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Ked pocitame integrél J‘xfg’ dx klasickym spdsobom, dostaneme
-3

=2

2
f x 2dx=
-3

,22 o[ .
Xt 1 11 _—9-(=4)_ 5 0,069
5 =220 -2(-3} -8 -—18 72 72

Ze tito tloha v sebe skryva komplikicie, si ale uvedomime aZz vtedy, ked’ sa pozrieme na
graf funkcie na uvedenom intervale. Graf moZete vidiet na obrazku 1.

Obrézok 1: Funkcia y=x"> na intervale
(=3,2)

Je vidno, Ze plocha medzi funkciou a osou x sa skladd z dvoch Casti. A keby sme sa pozreli
na obsah kazdej Casti zvlast, dostaneme o resp. —oo . (Skuste si vypocitat, aky bude obsah pod
krivkou na intervale (0,000001;2).) A je otdzka, 7e ¢o s tym. Co je sifet —© a % nevieme
presne povedaf a rozhodne nie je zrejmé, preco by to malo byt prave —5/72 .
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Na druht stranu, ak by sme chceli pocitaf integral tej istej funkcie na intervale (—2;2),
dostali by sme dve plochy, ktoré si geometricky naprosto zhodné, pretoZe su symetrické podla
pociatku suradnicovej sustavy. A jedna sa nachddza nad osou x a druhd pod osou x , takze by sme
pri istej ddvke drzosti mohli tvrdif, Ze dokopy to bude 0. A keby sme potom chceli pocitaf integrél
na intervale (—3;2), tak si ten interval mdZeme rozdelif na dve Casti (—3;—2) a (—2;2). Ak sa
dohodneme, Ze na tom druhom bude obsah 0, tak staci pocitaf integrdl na intervale (—=3;-2).
A ten vyjde
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teda zase to, ¢o predtym. (Inak vSimnite si, Ze je rovnaky nie len vysledok, ale veImi sa podoba aj
samotny vypocet.) Na tom, & budeme ochotni tvrdif, Ze obsah pod grafom na intervale (—2;2)
bude skutocne 0, sme sa ale nezhodli.

Ulohy 6,7 a 8

Cely zvysok tejto kapitoly je venovany hladaniu primitivnej funkcie k funkcii yZ% . A tieto

tri dlohy vedu k odhaleniu vyznamnej vlastnosti tejto funkcie. V dlohe 6 sme mali rozdelif interval
(1;2) na pif rovnakych siétov a vypoditat dolny a horny odhad plochy pomocou schodovej
metddy, v dlohe 7 sme mali spravif to isté na intervale (3;6). V pripade horného odhadu mozete
situdciu vidiet na obrazku 2.
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Obrézok 2: Ulohy 6 a 7, horny odhad

RieSenie oboch tloh pomocou tabulkového kalkuldtora v pripade horného odhadu vidite tu:

x  Sirka 1/x  Obsah x  Sirka 1/x Obsah

1 0,2 1,00000 0,20000 3 0,6 0,33333 0,20000
1,2 0,2 0,83333 0,16667 3,6 0,6 0,27778 0,16667
1,4 0,2 0,71429 0,14286 4,2 0,6 0,23810 0,14286
1,6 0,2 0,62500 0,12500 4,8 0,6 0,20833 0,12500
1,8 0,2 0,55556 0,11111 54 0,6 0,18519 0,11111
| Spolu:  0,74563 | Spolu:  0,74563

Co je na tom zaraZajice, je fakt, Ze to v oboch pripadoch vyslo rovnako. A &o viac, ked’ si
porovndte obsahy jednotlivych schodov, tieZ vySli rovnako. Ked sa hladala priina, relativne rychlo
sa priSlo na to, Ze v tlohe 7 st schody trikrat SirSie (pretoze tam je trikrat dlhsi interval), ale trikrét
nizSie. (Ak schod v dulohe 6 zacinal na hodnote Xx, rovnaky schod v tlohe 7 zacinal
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na hodnote 3x . VySka schodu v ulohe 6 bola teda i a vyska v ulohe 7 bola 3—1X . Takze schody su

.....

zmenSime druhd, obsah ostane rovnaky.
V tilohe 8 bolo treba toto pozorovanie zovseobecnif, teda ukdzat, Ze ked intervaly (1;a)
a (b;ab) rozdelime na n schodov, tak jednotlivé schody budi mat rovnaky obsah. Podme sa

pozriet, aky bude obsah k -teho schodu.

V prvom pripade bude Sirka jedného schodu a1 , v druhom pripade bude Sirka ab=b
n n

V prvom pripade bude teda k -ty schod zacinaf na pozicii x:1+(k—1)a%1 , v druhom na pozicii
x:b+(k—1)$ . (K zaciatku intervalu sme pridali k—1 Sirok schodov. k—1 preto, lebo prvy
schod zacina hned na zaciatku intervalu a netreba priddvat nic.)

Obsah schodu bude hodnota funkcie (teda % ) krat Sirka schodu. V prvom pripade to bude
teda

a v druhom

ab—b
b+(k—1>T n

Teraz uz iba treba uvidiet, Ze oba uvedené vyrazy su rovnaké. To ale nie je velky problém,
pretoZe v dolnom vyraze mdZeme na dvoch rdznych miestach vytiat b pred zatvorku:

1 b.(a—1)

b(1+(k—1)“—;1) n

a ked tie dve b vykritime, ostane ndm presne ten horny vyraz.
Vypocet pre dolny odhad bude prebiehat dplne rovnako, len tam vSade namiesto k—1 bude
k . (Premyslite si, Ze preco.)

Zistili sme teda, Ze plocha pod funkciou y:% na intervale (1;a) a na intervale (b;ab)
bude rovnakd. Pre funkciu F(x)= | %dt bude teda platit F(a)-F(1)=F(ab)—F(b). A kedZe
1

F(1)=0 (pretoze F(x) je integrdl od jednotky), dostivame F(a)=F (ab)—F(b) a teda
F(ab)=F(a)+F(b).

Pri otazke, pre ktoré b to nefunguje, bolo zaujimavé uvedomif si, Ze jediné b, pre ktoré
nas dokaz nefunguje, je b=0 (pretoZe funkcia y:% nie je v nule definovand). Inak je kazdy krok

dokazu v poriadku. Zaujimavé je interpretdcia vysledku pre zdporné b . Ked zvolime b=-1,
dozvieme sa, 7 F(—a)=F(a)+F(—1). Teda Ze hodnoty primitivnej funkcie pre zdporné &isla sa
1idia od hodnot v ich kladnych profajskoch o konstantu F(—1) . Mafo si v§imol, Ze plati aj rovnost
F(a)=F(—1.—a)=F(—1)+F(—a) Z prvej rovnosti vieme, ze F(—1)=F(—a)—F(a), z druhej
vieme, 7e F(—1)=F (a)—F(—a). Ked tieto dve rovnosti s¢itame, dozvieme sa, ¢ 2F(—1)=0 a
teda F(—1)=0. Ked tento vysledok dosadime do prvej rovnosti, dostaneme, 7¢ F(—a)=F(a) .
Sta¢i nam teda zistif, ako sa bude funkcia F spravaf na kladnych cislach. Na zapornych sa bude
spravat symetricky.



Uloha 9

Pri tejto dlohe sa bolo treba zamyslief, aky odhad dostaneme a kde treba prestat, ked
budeme robif schody ponad funkciu yZ% a ked’ budeme robif schody popod funkciu yZ% . Ak

budeme robif schody ponad funkciu, do obsahu zardtame viac, neZ mdme a teda sa k obsahu 1
dopracujeme skor, neZ keby sme to pocitali iplne presne. Ked teda zoberieme posledné miesto, kde
sme eSte hodnotu 1 nedosiahli, zaruCene bude mensie, nez hf'adana hodnota e . Na druhu stranu, ak
budeme robif schody popod funkciu, obsah ndm bude pribidat pomalSie, nez je pravda. A teda sa
k obsahu 1 dopocitame neskdr. A ked zoberieme pravy okraj prvého schodu, pri ktorom obsah
prekroci 1, dostaneme tak horny odhad pre hladané Cislo.

x Sirka 1/x Obsah Sucet x Sirka 1/x Obsah  Suget

1 0,1 1,00000 0,10000 0,10000 1 0,1 0,90909 0,09091 0,09091
1,1 0,1 0,90909 0,09091 0,19091 1,1 0,1 0,83333 0,08333 0,17424
1,2 0,1 0,83333 0,08333 0,27424 1,2 0,1 0,76923 0,07692 0,25117
1,3 0,1 0,76923 0,07692 0,35117 1,3 0,1 0,71429 0,07143 0,32259
1,4 0,1 0,71429 0,07143 0,42259 1,4 0,1 0,66667 0,06667 0,38926
1,5 0,1 0,66667 0,06667 0,48926 1,5 0,1 0,62500 0,06250 0,45176
1,6 0,1 0,62500 0,06250 0,55176 1,6 0,1 0,58824 0,05882 0,51058
1,7 0,1 0,58824 0,05882 0,61058 1,7 0,1 0,55556 0,05556 0,56614
1,8 0,1 0,55556 0,05556 0,66614 1,8 0,1 0,52632 0,05263 0,61877
1,9 0,1 0,52632 0,05263 0,71877 1,9 0,1 0,50000 0,05000 0,66877

2 0,1 0,50000 0,05000 0,76877 2 0,1 0,47619 0,04762 0,71639
2,1 0,1 0,47619 0,04762 0,81639 2,1 0,1 0,45455 0,04545 0,76184
2,2 0,1 0,45455 0,04545 0,86184 2,2 0,1 0,43478 0,04348 0,80532
2,3 0,1 0,43478 0,04348 0,90532 2,3 0,1 0,41667 0,04167 0,84699
2,4 0,1 0,41667 0,04167 0,94699 2,4 0,1 0,40000 0,04000 0,88699
2,5 0,1 0,40000 0,04000 0,98699 2,5 0,1 0,38462 0,03846 0,92545
2,6 0,1 0,38462 0,03846 1,02545 2,6 0,1 0,37037 0,03704 0,96249
2,7 0,1 0,37037 0,03704 1,06249 2,7 0,1 0,35714 0,03571 0,99820
2,8 0,1 0,35714 0,03571 1,09820 2,8 0,1 0,34483 0,03448 1,03269
2,9 0,1 0,34483 0,03448 1,13269 2,9 0,1 0,33333 0,03333 1,06602

3 0,1 0,33333 0,03333 1,16602 3 0,1 0,32258 0,03226 1,09828

Obrizok 3: Hradanie &isla e , pre ktoré je F(e)=1

V tabulke sme pouzili Sirku schodu 0,1. VIavo pocitame obsah schodov nad funkciou
y:% . Zistili sme, Ze posledny schod, pri ktorom sme eSte nedosiahli sicet obsahov 1 zac¢ina na 2,5

a kon¢i na 2,6. Hladand hodnota e bude teda vicsia, nez 2,6. Podobne v tabulke vpravo pocitame
obsah schodov pod funkciou a prvy schod, pri ktorom sicet obsahov prekro¢i hodnotu 1 je ten, co
zac¢ina na 2,8 a kon¢i na 2,9. Hodnota e je teda zaru¢ene menSia, nez 2,9.

LCudia, ktori to pocitali na kalkulacke, pouZili Sirky schodu 0,1 alebo 0,2. Dusan to ale
spravil v exceli, pouZil $irku schodu 0,001 a zistil, Ze hodnota e sa nachddza medzi ¢islami 2,717 a
2,720.

Ulohy 9 a7 13

Uloha 9 vi&§inou nerobila problémy. Jej Géelom bolo, aby sa Tudia nau¢ili nardbat s tymi
troma vlastnostami, ktoré o funkcii F(x) vedia. RieSenia st takéto:

F(e’)=F(e.e)=F(e)+F(e)=1+1=2
F(e’)=F(e.e’)=F(e)+F(e’)=1+2=3



Vieme, 7¢ F(ve)+F(Ve)=F(VJe.Ve)=F(e)=1 Takze F(\/E)Z%

Vieme, 7e F(1)+F(e)=F(1.e)=F(1)=0 &ize F(§)+1:0 Size F(%):—l

Uloha 10, ktorej $pecidlnym pripadom st prvé dve Gasti dlohy 9 vold po dokaze indukciou.

O indukcii sme sa podrobne rozpravali v komentdroch ku Siestej kapitole. V pripade nejasnosti sa
do tych komentérov pozrite.

Dokaz indukciou ma dve Casti. Najprv ukdzeme, Ze dokazovana vec plati pre n=1. Teda
v nafom pripade, Ze F(x')=1.F(x), ¢o je evidentne pravda.

V druhej Casti ukdzeme, Ze ak veta plati pre nejaké n, tak bude platif aj pre n+1 . Plati, Ze
F(x"")=F(x.x")=F(x)+F(x"). Ak plati Ze F(x")=n.F(x), tak mdZeme pokracovat:
F(x)+F(x")=F(x)+n.F(x)=(n+1)F(x) . TakZe sme ukézali, Ze ak plati F(x")=n.F(x), tak
plati aj F(x"")=(n+1).F(x)

Vieme teda, Ze ak tvrdenie fungovalo pre n=1, tak bude fungovat aj pre dvojku. Ked
fungovalo pre n=2, tak bude fungovat aj pre trojku atd. Tvrdenie teda plati pre vSetky prirodzené
¢isla.

Ukazali sme, Ze tvrdenie plati pre prirodzené cisla. Pre nulu dostaneme
F(x")=F(1)=0.F(x), <o je pravda. Ostdvaji ndm iba zdporné &isla. Tie mdZeme pisaf v tvare
—n, kde n je prirodzené ¢islo. Vieme, Ze plati

0=F(1)=F(x".x")=F (x")+F (x")=nF (x)+F (x ")

Z toho uZ je rovno vidno, Ze F(x")=—nF (x), ¢o je presne to, ¢o sme chceli dokazaf.

Na riesenie dlohy 12 mdZzeme vyuZif rieSenie dlohy 11. Podla nej plati F((Vx)")=nF (Vx) .
Okrem toho samozrejme plati F(({x)")=F(x) pretoze (¥x)'=x. Takze musi platit
nF(Yx)=F(x) ateda F(Vx)= Fix)

Na rieSenie ulohy 13 pouZijeme rieSenia predoslych dvoch uloh:

F(eg):F(e/e“

Ulohy 14,15 a 16

Jediné slabé miesto, ktoré sa ndm podarilo ndjst je, Ze sme nikde neukdzali, ze kazdé kladné
¢islo vieme pisaf v tvare ¢*. Ked nds ucili o exponencidlnych funkcidch, tvrdili, Ze to tak je a Ze
ich obor hodnét je (0;o0), ale dokédzaf sme to neskuiali.

Na konci komentdra k dlohe 8 sme ukdzali, Ze funkcia by mala byt symetrickd. Vhodna

primitivna funkcia k funkcii yZ% bude funkcia y=1In(|x|) . T4 absolttna hodnota ndm tam vyrobi

td symetriu, ktord potrebujeme a zaruci, ze F(—a)=F(a) .

Deriviciou funkcie y=In(x) je samozrejme funkcia yZ%
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