9. kapitola
Limity

Pri vytvérani aparatu, s pomocou ktorého by sa dala zachrdnif idea derivécii a integralov
dx (3 x*+3 xdx+dx’)
dx
potrebovali by sme vedief, ako sa funkcia bude spravat, ked sa bude hodnota dx k nule blizit. Co
tato neurcitd formuldcia znamend, sa nam tieZ podarilo sformulovat pomerne presne v komentaroch

z predoslej kapitoly.

V tvode tejto kapitoly na chvilu tému derivécii a integralov opustime a budeme sa venovat
nejakym ndhodnym funkcidm, ale iba preto, aby sme nejaké pojmy zaviedli dostatoc¢ne presne
a nacvicili si pracu s nimi. Mnohé problémy, s ktorymi sme sa potykali v predoslej kapitole, sa tak
stand pristupnejSie a budd sa daf l'ahSie riesit.

sme zistili, Ze napriek tomu, Ze funkcie typu nie st pre dx=0 definované,

Uloha 1: Funkcia y= sz_fz_ 2 nie je pre x=2 definovand. Nakreslite jej graf na intervale (0;4).

Ked budete ten graf kreslitf, vypocitajte aj nejaké hodnoty v desatinnych ¢islach v tesnej
blizkosti tej dvojky. Co je na tom grafe zvlastne?
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To, Ze funkcia z predoslej dlohy, nie je v dvojke definovand, sa na grafe prejavi iba tym, Ze
v tej priamke, ktord vam vySla (ak ste dobre pocitali), chyba jeden jediny bodik, konkrétne bod
[2;3] . Funkcia sice nie je v bode x=2 definovand, ale keby ndm niekto predpisal maximédlnu
povolend chybu ¢>0 apovedal: ,ndjdite také okolie bodu 2, aby sa v iom hodnota tej funkcie
liSila od 3 0 menej ako € *, vieme také okolie vZdy njst.

Ked sa veci maju takto, nemdZeme sice tvrdif, Ze hodnota tej funkcie v bode x=2 je 3
(pretoze % nie je 3), ale vravime, Ze funkcia ma v bode 2 limitu 3. Zapisuje sa to takto:

2
. X —Xx—2
lim ——==
x=2 X_2

3



Ked sme teraz priblizne vysvetlili, o to ta limita je, podme to povedat tplne presne (aby
nepriSiel nejaky novy Berkeley a nerypal ndim do toho). PouZijeme vekmi oSlahant definiciu, pri
pohlade na ktoru sa aj chrabrym muzom a mocnym devdm zacnu triast kolend a v prvom momente
pripomina svojou tajuplnostou egyptské hieroglyfy. Ale ked niekto preSiel skusenostami, ktoré
poskytla predosla kapitola, tak pre neho tito definicia neostane tajomstvom a o jej pevnost sa bude
daf oprief. Nuz, tu je:

limf(x)=a & Ve>0 38>0 Vx&€(x,—8;x,+8),x#x,: |[f(x)—a|<e

X=X,

A teraz preklad do slovenciny: Funkcia f(x) md v bode X, limitu a prdve vtedy, ked
vieme pre kazdd dopredu predpisand povolend chybu €>0 ndjst také okolie bodu X, Ze pre
vSetky body toho okolia s vynimkou toho X, nadobtida funkcia hodnotu, ktord sa od toho a 1iSi o
menej, ako je td povolend chyba.

Pod okolim rozumieme otvoreny interval, ktory mé v strede ten bod X, a okraje vzdialené
od stredu 0. A ndjst pre kazdé zadané € to sprdvne O je Casto presne to, Co je treba urobif.
Funguje to tdplne rovnako, ako ked sme v komentdroch k minulej kapitole pre zadané € hladali to
spravne dx .

Takze definicia je dand, podme zistovat, kedy maju funkcie limity a ak ich maju, tak aké. Pri
vietkych nasledujicich tlohdch sa budeme pozeraf na tito definiciu a sledovat, & situdcia spiiia
vSetky nélezitosti, ktoré definicia pozaduje.

Uloha 2: Ak vim pri funkcii z dlohy 1 niekto zad4d €, ako treba zvolif &, aby sa funkéné hodnoty
pre vietky x zintervalu (2—§;2+98) liili od trojky o maximélne € ?

X —x—2
x—2
x=2 mala hodnotu y=5, mala by takato funkcia v bode x=2 limitu? Ak ano, tak aka?

Uloha 3: Ak by sme vyrobili novu funkciu, ktord by pre x#2 mala hodnotu y=

a pre

Uloha 4: M4 konstantna funkcia f(x)=c limitu v ka’dom bode? Aké § treba pre zadané £>0
zvolit? Co by sa zmenilo, keby funkcia nebola v jednom bode definovan4 a inde by mala
hodnotu c ?



Uloha 5: M4 funkcia f (x)=x limitu v kadom bode? Akd? Aké § treba pre zadané £>0 zvolif?

Uloha 6: Existuje lim 3x+1 ? Ak 4no, aki ma hodnotu? Aké § treba pre zadané €>0 zvolit?
x=>2

Uloha 7: Funkcia sgn(x) (&ita sa ,signum x“) je definovand nasledovne:

—1 prex<0
sgn(x)={ 0 prex=0
1 prex>0

M4 tato funkcia limitu v bode x=0,5 ? Ak dno, aké o treba pre zadané €>0 zvolit? M4
tato funkcia limitu v bode x=0 ? Ak ano, aké 8 treba volit?



Uloha 8: Dirichletova funkcia je definovand nasledovne:

f(x)— 1 pre xracionalne
0 prexiracionalne

Ma tdto funkcia limitu v bode x=0 ? Ak dno, aké & treba pre zadané €>0 volit? Ako je
na tom v inych bodoch?

Uloha 9: Funkciu z predoslej ulohy trochu upravime:

f(x)= X prexracionalne
0 prexiracionalne

Ma tato funkcia limitu v bode x=0 ? Ak ano, aké o treba pre zadané £>0 volit? Ako je
na tom v inych bodoch?

Aby sme si trochu ulahcili pocitanie limit, ukdzeme, Ze funguji nejaké vSeobecné finty,
ktoré budeme moct pouzivat. Namaha vynaloZend pri dokazovani tych fint sa zaroci, lebo pocitat
limity bude potom jednoduché.

Prv4 finta je, Ze ak maju dve funkcie v tom istom bode limitu, tak tam bude maft limitu aj
sucet tych dvoch funkcii a bude to sucet tych dvoch limit:

Nech lim f(x)=a a lim g(x)=b . Chceme ukézat, Ze potom plati lim f(x)+g(x)=a+b .

X=X, X=X, PEI

Niekto ndm predpisal €¢>0 a my chceme n4jsf také okolie bodu X, , aby sa hodnota f (x)+g(x) na
tom okoli 1iSila od a+b najviac o €. K dispozicii mame iba to, Ze vieme, Ze tie prvé dve limity
funguji. Tak to podme vyuzif. MdZeme sa chopif role zdporného hrdinu a povedat obom tym
limitdm: Pre hocijakd chybu viete ndjst spravne okolie? Dobre, ndjdite mi spravne okolie pre chybu
%. KedZe tie limity existuju, tak z prvej sa dozvieme hodnotu O, takd, Ze pre cely interval

(xo—0;;xo+d;) okrem X, je |f(x)—a|<§ a z druhej sa dozvieme hodnotu 9, takd, Ze pre cely



interval (x,—0,;Xx,+0,) okrem X, je |g(x)—b\<§. Teraz si z tych dvoch delt vyberieme tu
mensiu (oznadme ju skritka §), pretoZe interval (x,—08;x,+0) je stcastou aj toho vicsieho
a platia na iom obe nerovnosti. Podme sa pozrief, aki hodnotu na tomto intervale nadobuda vyraz

If (x)+g(x)—(a+b)| :

F(x)+g(x)=(a+b)| = If(x)=a+g(x)=b| < If (x)=dl+lg(x)-b] < 2+ = ¢

Prva nerovnost plati kvoli triku s absolitnymi hodnotami, ktory sme spomenuli v komentdroch
k 6smej kapitole. Druhd nerovnost je dand tym, Ze x sa nachddza v oboch intervaloch
(xo—081;x+8,) aj (xo—8,;x¢+9,) . V kazdom pripade sme zistili, Ze ak vezmeme ktorékol'vek x
z intervalu (xo—8;x,+0) okrem x=x,,tak |f(x)+g(x)—(a+b)<e.

Ak sa vam zd4, Ze ten trik s polovicami € a vybranim menSich 0 ste uz niekde videli,
nezdd sa vam to ndhodou. V komentdroch k 6smej lekcii bola presne toto cesta, ako odhadnif chybu
pri derivdcii y=x".

Druhy trik, ktory by sa ndm naramne hodil, je vedief, ako je to so su¢inom. Teda Ze plati, Ze
ak maju dve funkcie limity v tom istom bode, tak stcin tych dvoch funkcii méd v tom bode limitu
tieZ a bude to si¢in tych dvoch limit. Teda Ze ak plati lim f(x)=a a lim g(x)=b , tak potom bude

XX, XX,

platif aj lim f(x)g(x)=ab .

PET
Dokézat, Ze tento trik funguje, je ale trochu komplikovanejSie, ako pre sucet. Tentokrat
musime pre zadané &>0 ndjst také okolie bodu X, , aby pre kazdé x z toho okolia s vynimkou X,
platilo |f(x)g(x)—abl<e .
Budeme sa teda zaoberaf vyrazom f(x)g(x)—ab a jeho absolitnou hodnotou. Prva Sikovna
Uprava, ktord s tym vyrazom vieme spravif, bude této:

f(x)g(x)—ab = f(x)g(x)—f(x)b+f(x)b—ab = f(x)(g(x)=b)+b(f(x)-a)

K povodnému vyrazu sme pripocitali rafinovand nulu — odpoéitali a pripocitali sme f (x)b .
Potom sme vyfiali z prvych dvoch ¢&lenov pred zitvorku f(x) a z druhych dvoch ¢&lenov pred
zdtvorku b. No a v zdtvorkich ndm zostali vyrazy g(x)—b a f(x)—a, ktoré vieme vdaka
existencii limit dostat pod Tubovolné zadané €>0 iba volbou spravnej delty. To samozrejme
vyuZzijeme. Existujicim limitdm ale podstréime pomerne podivné epsilony a to, pre¢o sme sa
rozhodli préave tak, sa ukdZe aZ na konci dokazu.

TakZe (x,—8; xo+0,) bude taky interval, na ktorom je |g(x)—b| mensie ako m
(existencia takého intervalu je zarucend tym, 7e g(x) md v X, limitu b), (x,—0, x,+d,) bude
taky interval, na ktorom je |f(x)—a| mensie ako m (existencia tohto intervalu je zarucend tou
druhou limitou) a nakoniec (x,—0; Xxo+0,) je taky interval, na ktorom je |f(x)—a| mensie ako 1.
Z tychto troch intervalov si tradi¢ne vyberieme ten najmensi, ktory si oznacime (x,—0,xy+9)
a ktory ma td vyhodu, Ze na fiom platia vSetky tri nerovnosti:

If (x)—al <5 i— f (x)—dl<1

90 =bl< e 20bl+1)

Pripomeiime eSte, Ze poslednd nerovnost hovori, Ze vzdialenost f(x) a a je menSia, ako 1 a z toho
vyplyva, Ze |f (x)|<|al+1



Mbzeme zadaf dokazovat. Plati':
f(x)g(x)—ab| = |f (x)g(x)—f(x)b+f(x)b—ab] =
= |f(x)(g(x)=b)+b(f (x)=a) < [f(x)(g(x)=b)+b(f(x)—a)| =
= If(x)ll(g (x)=b)l+bll(f (x)—a)| < (lal+1)l(g (x)=b)l+(lbl+1)[(f (x)—a) <

+(bl+1)=—t— =

< ek 1) 2bl1) " 2

g
lal+1)
TakZe na intervale (x,—8,x,+8) bude skuto¢ne platit |f(x)g(x)—ab|<e .

LCudia, ktori prezili predosly dokaz v psychickom zdravi, m6Zu zacaf zbieraf sladké plody
trpkej ndmahy. Napriklad prvu limitu tejto kapitoly mozu beztrestne vypocitat takto:

2_yx— —2)(x+1 — —
lim X=X=2 gy DEHD) 02 )= 1im 222 (i xelim 1)
x22  X— X2 x—2 x32 X—2 x32 x32 X—2 xs2  x32
O limitach lin; % a 11_{13 1 Vieme vdaka tlohe 4, 7e vyjdd 1, o limite h_l}; X vieme, Ze bude 2.
x> X X
Vysledok teda bude 1.(2+1) teda 3. Vypocitali sme limitu a o Ziadne € a & sme cestou ani

nezakopli.
Co je este skvelejSie, moZeme konecne poriadne povedat, Co je to derivacia bez toho, aby
sme tam fahali ¢isla, ktoré naraz su aj nie su nula. Derivécia funkcie f v bode X, bude limita:

f'(x)=1lim f(x+dx)—f(x)

dx->0 dx

A ked chceme vypoditaf derivaciu y=x>, budeme pocitat:

- (x+dx)’=x’ _ . #3X8dx+3xdX’+dx’—x> _ . 3xXdx+3xdx’+dx’ _
lim —————— = lim = lim =
dx=0 dx dx=0 dx dx~0 dx
2, +dx>
= lim dx(3x7+3 x dx +dx') = limﬁ.lim(3x2+3xdx+dx2) =
dx->0 dx dx=0 dx dx->0
= 1im % (lim 3 x*+1im 3 x.1lim dx+lim dx.lim dx| = 1.(3x°+3x.0+0.0)=3x"
x>0 dX a0 dx>0 dx-0 dx-0 dx>0

ISlo to rychlejSie, ako v predoslej kapitole. Je to skoro naSa stara dobra rutina s nulovo-nenulovym
dx , ale teraz je to dobre. Celd drina je ukrytd v tych vetdch o sicte a stucine limit, ale tie uZ mame
dokazané.

1 Nasledujici matematicky text treba ¢itaf pomaly, inak mdZe spdsobif nevolnost, halucinicie alebo iné vedlajSie
priznaky. VicSina uvedenych rovnosti ¢i nerovnosti vyuZiva veci zmienené tesne pred zaciatkom dokazovania,
pripadne iné rafinovanosti, napriklad detail, Ze |b]+1>Jb| . Pokiiste sa pochopif vietky kroky a dokaz si vychutnaf v
celej jeho strasidelnej dokonalosti.
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Uloha 10: Vypoditajte lim X —X—%
x»3 X" —5x+6

Uloha 11: Vypocitajte lim 1

x>0 X

Uloha 12: Nastal &as pozriet sa na jeden ddvnejsi otvoreny problém. Ako je to s derivdciou funkcie
y=|x v bode x=0 ? Bude sa treba poriadne pozrief na definiciu derivicie aj definiciu
limity.



