8. kapitola — spravy

Uloha 1

Debata k tejto krétkej kapitole sa celkom natiahla — bavili sme sa o nej asi Styri hodiny, pri
hladani a presnom pocitani niektorych veci sme sa niekedy vydali nesprdvnym smerom, ale
nakoniec sme koncept derivacie obhdjili a zachrédnili. Aj ked sme zo zaciatku niektoré ivahy robili
vSeobecnejsie, nakoniec sme sa bavili najmi o derivécii funkcie y=x>.

Ked sme sa pokdsili vypo&itaf derivéciu funkcie y=x> a pri tom nesvindlovat, dostali sme,
Ze ta derivécia bude

(x+dx)’— X x*+3x7dx+3xdx’*+dx*—x° _ dx(3x*+3xdx+dx’)
dx - dx - dx
V pripade, Ze dx=0, je tito hodnota nedefinovand, v pripade, Ze dx#0, je tito hodnota
3x*+3 xdx+dx*. S tym by zatial sthlasil aj pan Berkeley. Teraz islo o to, ako sa tych poslednych
dvoch ¢lenov zbavif bez toho, aby sme museli tvrdif, Ze dx=0 (pretoZe vieme, Ze sa nerovna).

Ked sa na ten vyraz pozrel Pefo, vyhlasil, Ze ak by sme dx zmenSili na polovicu, tak sa
zmenSia tie posledné dva ¢leny (kaZzdy aspoii na polovicu), ale to 3 x* sa menif nebude. TakZe ked
budeme to dx stile zmenSovaf na polovicu, tak hodnota vyrazu 3 x*+3 x dx+dx’ bude stéle bliZSie
k 3 x2 .

David navrhol, aby sme sa na to 3 xdx+dx> skusili pozeraf ako na chybu a skasili zistit, ¢i
ju mdZeme Tubovolne zmensit pomocou vhodnej volby dx . Pod tym ,,Jubovolne zmensit* budeme
mysliet, Ze ked ndm niekto povie hocijaki mali¢kd hodnotu €, tak budeme vedief ndjst také dx ,
aby td chyba bola mensia.'

Najprv sme sa pokusili na chybu 3xdx+dx’ pozrief ako na funkciu s premennou dx
a pevne zadanou hodnotou x a hladali sme, pre aké dx ma td funkcia najmensiu hodnotu. KedZe
td chyba je kvadratickd funkcia a o kvadratickej funkcii x’+bx+c vieme, Ze najmenSiu hodnotu

ma’* pre x=-, tak sme (po tom, ¢o sme si preloZili, Ze to dx je x ato 3x je b) dostali, Ze
—3x -9x°

2 4

V tomto momente sme si uvedomili, Ze sme zanedbali jeden velmi podstatny detail. TotizZ ta

najmensiu hodnotu bude mat chyba pre dx= a hodnota chyby pre toto dx bude

hodnota % je sice mala, ale je to dané tym, Ze je zdpornd. Napriklad pre x=200 vyjde hodnota

chyby pocitanej tymto spdsobom —90000. A ndm neSlo o to, aby bola td chyba ¢o najmenSia
v zmysle ,,Co najviac vlavo na ¢iselnej osi®, ale v zmysle ,,¢o najbliZSie k nule*. Nechceme mat teda
¢o najmens$iu hodnotu vyrazu 3 xdx+dx’, ale hodnotu vyrazu ‘3x dx+ dx2‘ . A z tohto hladiska je
td chyba —90000 ukrutne velkd. Keby sme derivovali funkciu y=x> v bode x=200 a zvolili by
sme uvedené dx (malo by hodnotu —300 ), tak by sme sa od ocakdvanej hodnoty derivicie
3.200° (3x° pre x=200) 1iili o0 90000 a to naozaj nie je dobry vysledok.

Potom sme si povedali, Ze vyskiSame Pefov pristup s delenim na polovicu. Zatneme
s dx=1, budeme ho postupne zmensovaf a odhadovat velkost chyby a zistime, kolkokrat ho
musime vydelif dvomi, aby bola chyba menSia ako nepriatelom predpisané € .

1 Tu by sa patrilo spomentif, Ze hodnota € by nemala byt ani 0, ani zdpornd. Budeme sa zaoberaf iba kladnymi
chybami.
2 Kto nevie, nech si spomenie (alebo opyta spoluziaka), ako fungovala finta zvana ,.doplnenie na Uplny Stvorec*.
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3 xdx+dx’

3x+1
1 _3x+1
<73

1 _3x+1

. . N . . 1 . . :
Z tejto tabulky vidno®, Ze ak si zvolime dxzz—n , tak chyba, ktorej sa dopustime, bude urcite
x+1
2"
musime vyrieSif nerovnicu

mensia, nez 3X*1 Teraz ide o to zvolif vhodné n , aby to vySlo menej ako predpisané €. Na to
3x+1
2n
3x+1<e.2"

<€

3Xs+1 <"

VSimnite si, Ze pri poslednom kroku bolo dodlezité, Ze to € je kladné, inak by sme museli
otoCif znamienko nerovnosti. Zlogaritmovanim oboch stran nerovnice pri zdklade 2 dostaneme

10g2(3x8+1)<n

Zvolime si nejaké n , ktoré bude vicsie, nez tato hranica, napriklad p= log2( 3";1 )+1 . Hodnota dx
bude teda

dx:i: 1 = 1 =_¢
2" zlogz(e'xs”)ﬂ 3X8+1'2 6 x+2

Problém je, Ze ani toto dx nefunguje uplne dobre. Potrebovali sme totiZ, aby bola hodnota
|3xdx+ dx2| mensia ako € pre kazdé zadané €. Co to ale spravi, ked tam dosadime nase tazko
vypocitané dx ? Dostaneme
| 3xe . g2
6x+2 " (6x+2)
Tento vyraz ma nejaké slubné Crty, ale aj zdsadnu nevyhodu. STubné Crty spocivaju v tom, Ze pre

£ £ . . 3x v Ny . v p )
rozumné x amalé € je vyraz o ~- mensi ako 0,5 a cCislo ¢? vyrazne menSie ako €. Zisadna

nevyhoda spociva v tom, Ze by chyba mala byf menSia ako € vZdy, nie len pre ,,rozumné* hodnoty.
A to skrétka nie je. Keby sme napriklad dostali zadané €¢=1000 a rétali by sme to pre x=-0,334,
tak dx bude —250000 a hodnota chyby bude 62500250500 co rozhodne nie je mensie ako
1000.

Ked sme patrali, preCo to robi podobné nezmysly, zistili sme, Ze sme ocakdvali, Ze
dostaneme malé € a nerdtali sme s tym, Ze ndm mdZe byf podstréené aj vicsie. Pre velké € totiz
vychadza velké dx a to sa v druhom clene chyby eSte umocni na druht, takzZe strasne porastie.
Efekt sa da eSte posilnif tym, Ze zvolime také x, pre ktoré bude menovatel v dx malicky, takze
dx porastie este aj z tohto dovodu.

Nakoniec sa ndm problém podarilo vyrieSif tak, Ze sme kazdd cast chyby oSetrili zvI4st.
V prvom rade sme potrebovali vedief jednu uZito¢nd vec o absolitnych hodnotéich, totiz, Ze plati

3 Nie len z nej. Mohli sme si rovno zvolif dx= :

o ale to by nebolo vidief, ako sme na to prisli.



|a+b|<|a|+|b| . Tato vec sa dd 'ahko nahliadnuf — vyraz |a+b| hovori, ako daleko st od seba ¢isla
a a —b na Ciselnej osi. |a| je vzdialenost ¢isla a od nuly a |b| je vzdialenost &isla —b od nuly.
No a z ¢isla a sa po Ciselnej osi do ¢isla —b vieme dostat bud tak, Ze pdjdeme z a do nuly
aznuly do —b, alebo to vieme zvladnuf nejako kratSie (napriklad preto, Ze a a —b su na tej istej
strane ¢iselnej osi a cez nulu ist nemusime). TakZe |a+b| musi byt menSie alebo rovné |a|+|b| .
Podme sa teda venovaf naSej chybe |3xdx+dx2‘ . Z1ly zaporny hrdina ndm vygeneroval
kladné € a my sa snaZime vymyslief dx tak, aby t4 chyba bola menS$ia. Pokusime si veci zariadit

tak, aby naraz platilo [Bxdx|<5 g |dX2‘<§. Ked sa ndm to podari, tak bude platif

3 xdx+dx?<[3x dX|+‘dX2‘<§+§=S a vifazstvo je naSe.

Prva z poZadovanych nerovnosti si zabezpecime Tlahko. Nerovnost 3 x dx <§ je
ekvivalentné nerovnosti |3 x|.|dx|<%_ Ked je x=0, tak je uplne jedno, aké dx zvolime, vlavo
bude nula, takZe nerovnost platif bude. V tomto pripade teda zvolime dx=1. Ked je x#0, tak
mdzeme nerovnost vydelif Cislom |3X , ktoré je kladné, takZe nemusime otdcaf znamienko

nerovnosti a dostaneme [dX <ﬁ

Druhti z poZadovanych nerovnosti zabezpecime eSte l'ahSie. Nerovnost ‘dx2‘<% Plati prave
vtedy, ked [dX</% .

Miéme teda dve podmienky, ktoré musi dx splnif, aby bola chyba mensia ako €. Tak sa

pozrieme, ktoré z Cisel ; o a ﬁ je menSie a hocijaké dx , ktoré bude v absolitnej hodnote
mensie, ako tdto hranica a nebude to nula, bude fungovat.*

Uloha 2

Této tdloha na prvy pohfad zaujala viac, ako prvd. Ozyvali sa hlasy, 7e dizka krivky sa
uvedenym schodiStovym spdsobom pocitat skriatka nesmie a v prospech tohto tvrdenia padli
zdvazné argumenty — najzdvaznejSie bolo asi tvrdenie, Ze keby sme zobrali T'ubovolni rasticu
funkciu, ktord mé v nule hodnotu nula a v jednotke hodnotu jedna, tak by jej dizka vysla 2, pretoZe
aj sucet vodorovnych Casti schodov, aj sucet zvislych ¢asti schodov musi byt 1.

Padli navrhy, ako metddu upravif, aby fungovala. Napriklad namiesto schodov nahradif
funkciu lomenou &iarou, vypoéitaf dizku jednotlivych tse¢iek pomocou Pytagorovej vety
a postupne skracovaf useky, na ktoré bol interval rozdeleny. Zavaznejs$i problém sa ale skryval
v samotnom zadanf tilohy 2: Ked ddva schodova metdda zIé vysledky pre dizku, aké je zaruka, Ze
bude davat dobré vysledky pre obsah pod krivkou?

Svetlo do problematiky vnieslo slovo ,,odhad“. Ked sme sa pozreli na schodistovi metédu
a uhlopriecku $tvorca, tak z trojuholnikovej nerovnosti vieme, e vyska a diZka schodu musia byt
dohromady viac, ako je dizka patri¢ného kusu uhloprie¢ky. Teda vysledkom nagho vypoétu nebude
rovnost 2=+/2, ale nerovnost 2>2, ¢o je naprostd pravda. Podobne, ked sme pocitali plochu
tGseku pod krivkou y=x” na intervale (0;1) a td plochu sme prekryli schodmi $irky dx , tak ndm

plocha schodisfa vysla %+%dx+édx2 (tento vysledok nie je v texte ani v zdzname hodiny, ale ak

ste sa nepomylili, tak vdm vySiel, ked’ ste pocitali ulohu 6 zo Siestej kapitoly). To ale znamen4, Ze
plocha pod krivkou ma obsah mensi, nez je hodnota uvedeného vyrazu pre hocijaké kladné dx .
Podobnou fintou, akd sme pouZzili v prvej udlohe tejto lekcie, by sme boli schopni ukdizat, Ze

4 Vyskisajme, aké podmienky pre dx vyjdu, ak zaddme ten neSfastny protipriklad z predoslého pokusu, teda
£¢=1000 a x=-0,334 . B §| D) ~499,002 , \/§ ~22,36  Ked zvolime dx mensie ako obe tieto hodnoty, chyba
bude mensia ako 1000 . Napriklad ak zvolime dx=22 , chyba vyjde 461,956 . Vyskusajte si, aké ohranicenie pre

dx vam vyjde £=0,01 a x=5. (Tam by mala vyjst ako doleZitejSia td druhd podmienka.) Zvolte nejaké vhodné
dx apozrite sa, aki chybu to dx vyprodukuje.



vhodnou volbou dx sme schopni dostat chybu %dx +% dx’ pod 'ubovolné dopredu dané kladné ¢ .
(Naozaj by sme toho boli schopni? Urobte to!) To ale stdle neznamend, Ze obsah tej plochy pod

krivkou bude % . Podobne ako v pripade tej uhlopriecky, sme iba ukdzali, Ze to nemdZe byf viac ako

1 . . 1,1 1,2 . ; 4 e Xy 1 T
3 » pretoZe hodnotu vyrazu §+§dx+gdx vieme dostaf pod Tubovolné Cislo vicsie ako 7 . Stale je

tu ale t4 moZnost, Ze podobne ako pri tej dizke uhlopriecky bude ten obsah v skuto¢nosti mene;.
Rozmyslali sme nad spdsobom, ako ukézaf, Ze to nemodze byt ani menej, nez ta % a Cyril

vymyslel skvely ndpad. Graf funkcie y=x> ndm rozdeli $tvorec (0;1)x(0;1) na dve Casti,
ktorych obsahy musia dohromady dédvat 1. Keby sme o tej druhej Casti ukdzali, Ze jej obsah nemdze

.....

obsah pod grafom y=x* nemohol byf ani mensi ako % a ni¢ iné ako byt presne % by mu
neostalo. Chvilu sme premyslali, ako si graf sprdvne otocif a Nicole priSla na to, Ze ten nas ttvar
najlepSie popiSeme funkciou y=1-—x" (Potrebovali sme parabolu otodif, preto —x*> a potom

posunuf o 1 vySSie — odtial je ta jednotka.) VSetky spomenuté veci mdzete vidief na obrazku 1.

0 0.5 0 0.5 \

Obrazok 1: Dve pokryté plochy

Potrebujeme vypocitat obsah schodista pokryvajiceho druhd funkciu, pricom
predpokladdme, ze mdme n schodov Sirky dx, plati teda n.dx=1. KedZe chceme plochu pokryt
Uplne a funkcia y=1-— x° na danom intervale klesd, ako vySku schodu budeme braf hodnotu
funkcie na avom okraji schodu. (VSimnite si na obrdzku, Ze pri funkcii y=x> sme ako vysku
schodu brali hodnotu na pravom okraji, pretoZe t4 funkcia rastla.) Prvy schod ma zdkladnu dx
avysku 1-(0.dx)*, teda obsah dx.(1—(0.dx)’). Druhy schod mé zdkladiiu dx a vysku
1—(1.dx)*, teda obsah dx.(1—(1.dx)’). Dalsi bude maf obsah dx.(1—(2.dx)’), eSte dalsi
dx.(1—(3.dx)?) atd. az posledny bude maf obsah dx.(1—((n—1).dx)’). (PreCo je na konci
(n—1) anie n?)

Potrebujeme teda vypocitat sucet

dx(1—(0.dx)*)+dx(1—(1.dx)*)+dx(1—(2.dx )*)+...+dx(1—((n—1).dx )=
=dx—0".dx’+dx—1°.dx’+dx—2*.dx’+.. +dx—(n—1)".dx’
Spodny riadok sa sklada z dvoch typov s¢itancov. Jednak sa ndm tam n -krat zopakuje dx . A ako
sme povedali na zaCiatku, n.dx=1, ¢ize sicet tychto dx bude 1. Okrem toho tam od¢itavame veci
obsahujice dx*.Ked ich ddme dohromady, dostaneme —dx’(0°+1°+2°+...+(n—1)?). A opif ndm
pride vhod vzfah, ktory sme odvodili v Siestej kapitole, s ktorého pomocou dokdzeme tie druhé
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mocniny s¢itaf. Musfme si iba daf pozor, aby sme do neho dosadili (n—1) namiesto n . Cely obsah
schodista bude teda

1-dx’(1°+2°+...+(n—1))=1—dx’ 2(n— 1)3+3<”—1)2+(n—1))

6
—1—dx® 2(n3—3n2+3n—1)+3(n2—2n+1)+(n—1) _
6
=1—dx’ 2n’—6n°+6n—2+3n"—6n+3+n—1 —
6
3 2
:1—dX3 M :1_(1n3dx3_ln2dx3+lndx3):
6 3 2 6
—1— (Aol g lad =2+ L ax—Lax?
=1 (3 2dX+6dX)—3+2dx 6dX

O chybe %dx—édx2 vieme po chvili hrania sa ukdzaf, Ze je pre malé dx kladnd (pretoZe funkcia

%x—% 'S je kladna na intervale (0;3)) a Ze ju vieme zahnat pod Tubovolné predpisané € fintou

prezentovanou v tejto kapitole. Vd’aka tomu musi byt obsah pod funkciou y=1—x* na intervale

(0;1) men3f alebo rovny 2 a vifazstvo je nade. Obsah pod funkciou y=x? na intervale (0;1) je
3 y

« 1
skutocne 3

Ten spodny odhad obsahu sa da spravif aj pomocou inej finty. Namiesto schodov, ktoré
budi plochu pokryvat urobime schody, ktoré budu celé pod krivkou, tak ako to mdzete vidiet na
obriazku 2. Ked zistime obsah takychto schodov, bude zaru¢ene mensi, ako obsah plochy pod
krivkou.
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Obrazok 2: Schody pod krivkou
Opiit si cely interval (0;1) rozdelime na n intervalov dlzky dx, takze n.dx=1. Obsah

prvého schodu je dx.(0dx)’ (pretoZe prvy schod md vysku 0). Obsah druhého schodu bude
dx.(1dx)*, obsah treticho dx.(2dx)* atd. aZ obsah posledného bude dx.((n—1)dx)*. Celkovy
obsah schodisfa je teda



dx (0dx )*+dx (1dx '+dx (2dx)*+...+dx((n—1)dx)’=
=dx*(0°+1°+2%+.. +(n—1))=

5[2(n—1)+3(n—1)*+(n—1) _

6

3 2
3[2n"—=3n"+n|_1 1
— = —dx+= d
6 3 2776
KedZe sme upravovali dplne rovnaky vyraz, ako sa vyskytoval v tej Cyrilovej metdde,

Upravy sme teraz nerozpisovali a iba sme to odpisali odtial. (Presvedéte sa, ¢i sme to odpisali

=dx

=dx

dobre). Chyba, ktord sme dostali tentokrat, je —%dx+%dx2. T4 bude pre malé dx vzdy zdporna
(pretoze funkcia —%x+éx2 je na intervale (0;3) zdpornd), takZe obsah schodista bude vzdy
mensi, ako - . Pre kazdé €>0 ale vieme vymyslief také dx , aby td chyba bola menSia, nez €.

Preto obsah oblast1 pod krivkou y=x* na intervale (0;1) nemdze byf mensi ako 5 .
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