7. kapitola — spravy
Cela tato kapitola bola mienend ako predpisomkové opakovanie. Napriek tomu sa v nej
mihli nejaké zaujimavé detaily, ktoré budi spomenuté v tychto spravach.

Uloha 1c¢
Této uloha bola zaujimava tym, Ze sme prvykrit zderivovali ind funkciu, nez polyném.
1 1
. . . 1 TR . — .
Mame zderivovaf funkciu y=,, teda zistif, Comu sa rovna X*‘(jj#. Upravujme.
X
X x+dx —dx )
X(x+dx) x(x+dx) _ x(x+dx) _ 1  Ked teraz dx zanedbdme, dostaneme % Niekto
dx dx x(x+dx)

(tusim MiSo) trefne poznamenal, Ze ak si to % napiSeme ako x ', tak derivdcia z toho by mala byt

2 1

—1.x - askutocne ndm presne to vyslo. To, Ze derivacia x" je nx"  sme zatial dokazali iba pre
prirodzené n , ale tento vysledok naznacuje, Ze sa platnost tejto formule mozno bude daf rozsirif.

Uloha 2

V tejto ulohe boli zaujimavé dve veci — jednak to, Ze za tych niekolko lekcii si niektori Tudia
zvykli na to, Ze jedind pouZitelnd premennd je x a uloha b ich dplne zmiatla — az natol’ko, Ze si vo
funkcii najprv menili pismenkd a aZ potom derivovali. Ale prdve na to, aby sa pripomenulo, Ze
povodne sme mali ako hlavnd premennu vicSinou Cas (teda t) a Ze tie pismenkd su iba panské
huncuctvo, bola tato dloha zaradena.

4 3 2
7z [y 2 2 .z . X X X . . v .
Druhé zaujimava vec bola tloha c. Derivéciou' funkcie y=?+?+?+x+1 je totiz funkcia

y=x’+x"+x+1, takZe povodnd funkcia mdZe slizif ako tabulka pri integrovani funkcii x*, x?,
x al.

Uloha 3b

Této uloha bola zaujimavd najmé tym, Ze derivécia funkcie y= x’—6x+3 je y'=2x—6 a
t4 je pre x=3 rovna nule. Ked teda budeme robif doty¢nicu v bode [3,—6], td bude maf nulovi
smernicu. Ked'Ze navySe vieme, Ze pdvodna funkcia je kvadratické s kladnym koeficientom pri x?,
teda parabola, ktord je zdola ohranicend, rovno vidime, Ze v tom bode x=3 nadobudne minimum.

Uvidiet to vieme ale aj bez toho, aby sme tusili, Ze grafom povodnej funkcie je parabola.
Staci si uvedomif, Zze pre x<3 je derivicia zdpornd, CiZze poévodna funkcia klesd a pre x>3 je
derivécia kladnd, ¢iZze povodna funkcia stupa. A ked funkcia po trojku klesa a od trojky stipa, musi
mat v tej trojke minimum.

Uloha 4

Techniku z predoslej tlohy moZeme naplno rozvinif v tejto. Zderivujeme funkciu
y=x"—3x adostaneme y'=3x’—3.Ak chceme o pévodnej funkcii zistif, kde rastie a kde klesa,
potrebujeme o derivacii zistif, kde je kladna a kde je zaporna.

V pripade slusnych funkcii* sta¢i zistif, kde maji Sancu zmenif znamienko — teda kde sa
mo7u dostaf na druhd stranu osi x. A takd Sanca sa naskytne bud’ tam, kde maji hodnotu nula
(napriklad funkcia y=x—3 meni znamienko v trojke — na intervale (—o0;3) je zdpornd a na

1 VSimli ste si, Ze v slove ,,derivaciou” idd za sebou tri samohlasky?
2 Vsimnite si, Ze sme pre istotu nepovedali, ¢o to presne slusnd funkcia je.



intervale (3;0) je kladnd) alebo tam, kde nie st definované (napriklad funkcia y:% nie je

definovan4 v nule a je na intervale (—o0;0) zdpornd a na intervale (0;o0) kladn4).

NasSa derivacia je definovand vSade, takze Sanca na zmenu znamienka je len tam, kde je
nulova. A nulovd je tam, kde je 3x*—3=0 . Tuto rovnicu vyrieSime — dostaneme 3 x*=3 CiZe
x’=1 &ize x=1 alebo x=—1. Derivicia mdZe zmenif znamienko iba v tychto miestach. Ciseln4
os sa ndm tak rozpadla na tri kusy, na ktorych mé derivdcia znamienko stdle rovnaké — su to
intervaly (—oo;—1), (—1;1) a (1;00). No a ak chceme zistif znamienko derivicie na tychto
intervaloch, staci z kazdého intervalu vybraf jedno ndhodné ¢islo a do derivacie dosadit.

Z intervalu (—oo;—1) si vyberieme napr. —10. Dosadime do derivédcie a dostaneme
3.(—10)°—3 <&iZe 297. Z toho uZ vieme, Ze na celom intervale (—oo;—1) je derivdcia kladnd, teda
povodnd funkcia rastie. Z intervalu (—1;1) si vyberieme napr. nulu (aj preto, lebo sa Tahko
dosadzuje) a zistime, Ze derivdcia v nej je —3 . Na celom intervale teda bude derivacia zdporna
a povodna funkcia bude klesaf. A nakoniec z intervalu (1;00) si vyberieme 10, tam je t4 derivécia
zase 297, takze na intervale (1;00) je derivdcia kladnd a pdvodnd funkcia rastie. Priebeh si
modzeme zhrnuf v nasledujicej schéme:

-1 1
|

Derivacia + | —

Funkcia A \ ‘ A

Zo schémy vidime, Ze v bode x=—1 dosiahne funkcia maximum y=2 (aj ked iba lokdlne, neskor
v intervale (1;00) nadobudne aj vicSie hodnoty) a v bode x=1 dosiahne lokdlne minimum
y=—2.

Aby sme mohli nakreslif eSte lepsi graf, zistime si, kde pdvodnd funkcia pretne os x . (Tato
fdza nema ni¢ spolo¢né s derivaciami — budeme iba pocitaf rovnicu x*-~3x=0 teda x(x°—3)=0.
Sucin dvoch veci je nula vtedy, ked je nula jedna alebo druhd z nich. Takze bud plati, ze x=0,
alebo ze x*—3=0 &ize x=++/3 . Graf funkcie pretne teda os x aZz v troch miestach.

Ked vSetky tieto veci nakreslime do jedného grafu, dostaneme velmi dobry prehlad o tom,
ako sa funkcia y=x>—3x sprdva. Graf bude vyzeraf tak, ako na nasledujicom obrizku:
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Obrédzok 1: Graf funkcie y= x*—3x



Uloha 5

KoZené remienky budi ohrani¢ovat tri strany obdiznika. DiZku tych dvoch z nich, ktoré sd
rovnobeZné, si ozna¢ime x . Na tretiu stranu zostalo Didé 800—2x metrov. Rozloha mesta bude
teda x.(800—2x)=800x—2x" metrov Stvorcovych a ked Did6 chce, aby td rozloha bola o
najvacsia, musi zistif, pre aké x nadobudne tamtd funkcia najvacSiu hodnotu. To ale zisti Tahko.
Derivécia funkcie je 800—4 x a td sa meni z kladnej na zdpornu v bode x=200 . To ale znamen4,
Ze povodnd funkcia sa meni v bode x=200 z rasticej na klesajicu, takZze v tom bode bude
najvacsia. Dve strany mesta budd teda mat 200 metrov a tretia rovnobeZnd s morom bude mat 400
metrov.

Ulohy 6¢ a 7c¢

V tlohe 6¢ bolo treba vypocitaf integrél f —gtdt. Funkcia —gt, ktord integrujeme,

hovori, ako rychlo sa bude v ¢ase t pohybovaf teleso, ktoré pada v gravitatnom poli s gravitaénym
zrychlenim g a pravdepodobne ste ju stretli na fyzike. To minus znamen4, Ze teleso pada dole a Ze

—at? 2
vyska sa bude zmenSovat. Integrdl z tej funkcie je %t+c (g je konStanta, integrdl z ¢ je %)

gt’

alebo inak zapisané c—=-.

Vyraz % ste uz tiez stretli na fyzike — hovori, akd drahu teleso prejde, ak sa pohybuje

s rovhomernym zrychlenim g . A ked bude teleso padat z vysky c, tak v ¢ase t bude presne vo

2
vyske c— % . Hodnota c¢ je teda vyska, z ktorej zacne teleso padat.

3
Ked v tlohe 7c ideme pocitat integral IO —gtdt, dozvieme sa, aku drdhu preleti teleso za

213
% :9_2'9—0:4,5 g Pri pozemskej graviticii teda teleso za tri
0

sekundy preleti priblizne 45 metrov. Na Mesiaci je gravitatné zrychlenie priblizne 1,6m/s* takZe
tam teleso za tri sekundy padne o 7,2 metra. Je jedno, z akej vySky teleso pada, to, aki drahu prejde,
vzdy pri danom g vyjde rovnako.

prvé tri sekundy. Vysledok bude

Uloha 8

Ked chceme zistif, aka oblast tie funkcie ohranicuju, potrebujeme najprv zistit, kde sa pretnd
ich grafy. Pretnu sa tam, kde sa funk&né hodnoty rovnajd, teda x*—x=2x . Po dprave x*—3x=0
Cize x(x—3)=0, takZe rieSenia si x=0 a x=3.

Ked si grafy nacrtneme, situdcia bude vyzeraf ako na obrdzku 2.
Situdciu ndm trochu komplikuje, Ze jeden graf miestami zasahuje pod os x .
Na intervale (0;1) je parabola pod osou x, na intervale (1;3) nad osou x ;
anie je celkom zrejmé, Ci sa na kazdom z tych intervalov ma situdcia riesit
rovnako. Jedna z moznosti by bola pocitaf to na kazdom zvlast, ale pokisime
sa najst univerzalnejSie rieSenia.

Prvé je, Ze si obe funkcie posunieme vysSie — teda Ze namiesto funkcii
y=x"—x a y=2x budeme pracovaf s funkciami y=x*—x+1 a y=2x+1. :
Tvar oblasti sa nezmeni, oblast sa len bude nachadzat o nieco vyssie. Situdciu | .
mdZete vidief na obrazku 3.

Teraz uZ nie je problém vypocitat obsah plochy pod vrchnou funkciou
a odpocitat obsah plochy pod spodnou funkciou. Ostane ndm obsah plochy, - PP

ktord je vySrafovand iba raz, o je presne to, Co potrebujeme. :
Obrazok 2: Grafy funkcif
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Obrazok 3: Posunuté funkcie
3

3 3 3 2
Ideme teda pod&ital integraly fo (2x+1)dx—f0 (XZ—X+1)dX=[X2+X]g—[%—X?+X] =
0
=(32+3)—(02+0)—((3§—%+3)—(0—0+0)):12—7,5=4,5 . Plocha hl'adanej oblasti je teda 4,5.
Druhd moznost, ako sa so situdciou vysporiadaf, je nakrdjaf vySetrovanu oblasf na pésiky
Sirky dx a tie postavif na os x (tak, ako vidno na obrazku 4). Pasik pre hodnotu x bude mat
vysku rovni rozdielu tych dvoch funkcif, teda 2x —( x’— x)=3x— x*> (Co je t4 funkcia na obrdzku
vpravo) a Sirku dx . Ak teda chceme vedief cely obsah, musime vSetky pasiky scitat, teda vypocitat
XP_2

3 2
integral fo (3x—x°) dXZ[BTX—g] 277 —9—(0—0)=4,5. Vysledok je rovnaky, ako predtym.
0

A /mﬂﬂm\ |
% /4 \
Obrazok 4: Posunuté pasiky

Ked sa podrobnejSie pozriete na oba uvedené postupy, je z nich vidno, Ze na sprdvnom
intervale staci integrovaf rozdiel tych dvoch zadanych funkcii.

Uloha 9

X3 v rz V3 rz v

EY OZﬂFEZﬂT . Ak ste sa
niekedy v minulosti divili, Ze kde sa v tom vzorci pre objem kuzela nabrala t4 trojka v menovateli,
tak je tam presne kvOli tomu, Ze sa integrovalo x”. Z tdplne rovnakého ddvodu sa nachddza aj
v menovateli vzorca pre objem ihlanu (napriklad Stvorbokého, ale aj Tubovolného iného). Skiste to

odvodif pre Stvorboky ihlan rovnako, ako sme to spravili pre kuzel.

Objem kuzela bude f;n.(ex)z.dxznr—if;fdx:nr—i
v v
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