6. kapitola — spravy

Ulohala?2
RieSenie tlohy 1 je jednoduché:

2
1_:1
1
12+22
1+2
12+22+32:E:Z

1+2+3 6 3
12+22+32+42_@_3
1+2+3+4 10
1’+2°+3°+4°+5° _55_11

1+2+3+44+5 15 3
1*+2°+3°+4°+5°+6° _ 91 _ 13

142+3+4+5+6 21 3

=§
3

LCudia si pomerne rychlo vsSimli, Ze kazdy d’al$i vysledok je o % ViCsi, nez predosly. (Je to
dobre vidno, ak si namiesto vysledku 1 napiSete % a namiesto vysledku 3 date % .) Odtial sa dalo

celkom jednoducho uhddnut, ako bude vzfah vyzeraf pre vSeobecné n :

1°+2°+3%+..+n°_2n+1
1+243+..4n 3

v oy , , 2 p . . . .
MiSo priSiel s alternativnym vyrazom 1+n.7 a chvilu sme sa museli dohadovat, kym sme uvideli,
Ze to nie je spravne.' Zo spravnej podoby sme potom dostali, Ze

2n+1

3 2
(1+2+3+...4n)= 2n+l (n+1).n:(2n+1)(n+1)n: 2n+3n’+n

12+2°+3% . +n’=
3 2 6 6

Uloha 3

Téato tdloha vyvolala v pritomnej zostave Studentstva zmitok. DuSan v tabulkovom
kalkulatore overil, Ze vztah naozaj funguje pre vSetky ¢isla do 13 500. Kubo ho chcel predbehniit
a tak si napisal program v Pythone. KedZe vSak overoval ten zlomkovy vzfah, tak mu to pre
n=300081 vyhlasilo, Ze uz sa to nerovnd, lebo v jednom pripade to vySlo 200054,33333333334
a v druhom pripade 200054,3333333333 . Usudil, Ze problém nebude v tom, Ze by sa to naozaj
nerovnalo, ale v tom, Ze Python nieco zle zaokrihlil.?

1 Nefunguje to napr. hned pre n=1.

P+2+3%+.. .40 2n+1

2 Ked som sa pozrel na ten Kubov kdd, tak som zistil, Ze tam md chybu a Ze neporovndva T3o131 n T ale
+3n’° 1 2n+1 . 5 PR . .
o +g" = :"(n; ) n; . Vzhladom na to, Ze ten prvy vyraz je to isté ako M@ , tak sa rovnost tych

dvoch vyrazov da ukazaf obyc¢ajnou upravou, takze chyba je skutocne iba zaokrihl'ovacia.
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Tento pristup ma dve zdsadné slabiny. Prva je td, Ze také testovanie moZze trpief podobnou
chybou, ako ten Kubov program. (Aj ked’ informatici maju svoje metddy, ako dokdzatf formélnu
spravnost algoritmu.) Druh4 je ale podstatnejSia. Aj napriek tomu, Ze som si spravil program, ktory
nerobil rovnaki chybu, ako ten Kubov a overil som, Ze ten vzfah plati do 1800000000 (a potom
som program zastavil, lebo to bezalo uz velmi dlho), stile nemam istotu, Ze sa to niekde dalej
nepokazi. Som skratka len ,lepSi inZinier* a ak by som na zdklade toho programu tvrdil, Ze to uz
dalej platif bude, mohol by som sa dopustif rovnakého omylu, ako ten inZinier z toho vtipu, ktory
tvrdil, Ze ked su 3, 5 a 7 prvocisla, tak budu prvocisla aj vietky d’alSie neparne cisla.

Nasledujuci priklad dobre ilustruje, o ¢o ide: Chceme ukdzaf, Ze neexistuju prirodzené ¢isla
x a y, pre ktoré by platilo x’—61 y*=1. Mohli by sme si napisaf program, ktory by vyskusal
vSetky dvojice prirodzenych &isel takych, ze x aj y st menSie alebo rovné 1000000 . Takych
dvojic je milién krit milidn, teda bilién a program by to na beZnom pocitai preveroval relativne
dlho. A keby $fastne dobehol, ukdzalo by sa, Ze Ziadna z uvedenych dvojic nefunguje.

Problém je, Ze keby sme na tomto zdklade usudili, Ze t4 rovnica teda rieSenie maf nebude,
tak by sme sa zifalo pomylili. Ona totizZ rieSenie md, dokonca ich je nekoneCne vela. Ibaze
najmensie x aj y, ktoré ju spliiajii, si vyrazne vicsie nez milién. RieSenie nagiel v roku 1150
(teda bez pocitaca) indicky matematik Bhaskara II. (Vyzva: Skuste to s pocitacom.)

Na otdzku, ¢i teda existuje nejaky lepSi spdsob, ako si overif, Ze ten vzfah, ktory sme
vymysleli, skutocne bude fungovat pre kazdé Cislo, som odpoved nedostal.

A tak som pripomenul fintu zvand matematickd indukcia. VSak ked’ uz sme spominali tu
inZinierku, fyzikalnu, filozoficku a programétorsku, tak sa aj matematicku patrilo spomenut. Ako to
funguje, som ilustroval na politicky nekorektnom zadani® a pre potreby tohto textu uvediem iny
variant dlohy:

Matematicka indukcia

Stara kronika hovori, Ze v dalekom Tibete bol klastor, v ktorom Zili ml¢iaci mnisi, ktorym
sa pomocou meditdcie podarilo dosiahnuf, Ze sa neodrdzali v zrkadle ani nikde inde. Stretdvali sa
len raz denne pri obede, ktory tiez zjedli mlcky. Do klaStora priSiel na vizitdciu ldma a mnichom
oznamil, Ze niektori z nich trpia chorobou, ktord moze byt potencidlne nebezpecnd. Choroba sa
v prvom $tadiu prejavuje tak, Ze sa tomu, kto ju md, urobi na Cele Cerveny flak. Ldma prikdzal, aby
sa chori mnisi pobrali do hor a tam zotrvali tri mesiace v karanténe a Ze tak musia urobif hned’, ako
pridu na to, Ze st chori. Potom 1dma odiSiel a viac informécii nezanechal.

Mnisi sa nemohli pozrief do zrkadla ani na vodnu hladinu, lebo sa neodrdzali. Nemohli ani
spolu komunikovat, videli iba Celd ostatnych mnichov pri obede. V kronike sa ale zachoval udaj, Ze
mnich Tenzin, ktory sa neskor sam stal ldmom, opustil klaStor po 6smom obede od ldmovho
ozndmenia.

KoTko bolo v kldstore chorych mnichov?*

Ako by sa vyvinula situdcia, keby bol v klaStore jeden chory mnich? Doty¢ny pocul od
lamu, Ze niektori z mnichov su chori. A ked priSiel na obed, uvidel, Ze nikto nemé na Cele Cerveny
fTak. Z toho mu muselo byt jasné, Ze jediny, kto mdze byt chory, je on. OdiSiel by teda hned po
prvom obede.

Co by sa dialo, keby boli v kl4store dvaja chori mnisi? Kazdy z nich by po lamovom
ozndmeni priSiel na obed a uvidel by jedného mnicha s ffakom na cele. Obaja by si povedali: ,Je to
v poriadku, chory je ten druhy.* PriSiel by ale druhy obed a kazdy z tych dvoch mnichov by videl,

3V ktorom starosta na trindsty deni zavrazdil svoju nevernd manZzelku.
4 Este k tej politickej korektnosti: V pdvodnej verzii tejto podoby zadania pachali chori mnisi ritudlnu samovrazdu.
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Ze ten druhy neodisSiel, ako by mu to prikazovala tvaha z predoslého odstavca, keby bol jediny.
Tym padom ustdia: ,,Ten druhy jediny byt nem6Ze a nikto iny okrem mma uZ chory nie je. TakZe
musim byt chory aj ja.“ Obaja mnisi teda odidu po druhom obede.

Predosla dvaha sa dd zovSeobecnit do takejto podoby: Ak je pravda, Ze n chorych mnichov
opusti klaStor po n -tom obede, tak potom bude platif, Ze n+1 chorych mnichov opusti klaStor po
n+1 -vom obede. Skutoc¢ne, ak je chorych mnichov n+1, kazdy z nich vidi n chorych mnichov
a o¢akdva, Ze po n-tom obede odidu. A ak pridu aj na n+1 -vy obed, domysli si, Ze okrem nich
musi byf chory eSte niekto dal$si a Ze on je jediny, kto prichddza do dvahy. Tdto dvahu urobi
vSetkych n+1 mnichov a tak sa po n+1 -vom obede zdvihni a odidu.

Zhriime teda, ¢o vieme:

1. Ak je chory jeden mnich, tak odide po prvom obede.
2. Ak n chorych mnichov odchddza po n -tom obede, tak n+1 chorych mnichov odchadza
po n+1 -vom obede.

Prvy bod ndm zarucuje, Ze jeden chory mnich odchddza po prvom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudit, Ze ak sd chori dvaja, odidu po druhom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudif, Ze ak su chori traja, odidu po trefom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudit, Ze ak su chori Styria, odidu po Stvrtom obede. Z toho ale
pomocou druhého bodu vieme usudit, Ze ak sd chori piati, odidu po piatom obede. A tak dale;j.

Skratka uvedené dva body staia na to, aby bolo vidno, Ze pre kazdé n plati, ze ak je
chorych n mnichov, tak odidu po n -tom obede. Keby sme to mali ukdzat napriklad pre n=1000,
tak zacneme robif uvahu z predoSlého odseku a ¢asom sa k tej tisicke dohrabeme.

Cely princip ddkazu indukciou funguje podobne, ako stavba drahy z dominovych kociek.
Ten druhy bod hovori nieco v zmysle ,,ak padne n -td dominové kocka, tak padne aj n+1 -va*“.
A ten prvy bod hovori ,,zhodili sme prvi dominovid kocku®. Vysledok je, Ze padnu vsetky.
Pokochat sa mozete napriklad na tejto linke: https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ

Ostava uz iba dodaf, Ze kedZe Tenzin odiSiel po 6smom obede, v klaStore bolo osem
chorych mnichov a Ze vSetci odisli po 6smom obede.

No dobre. Ale ako ndm toto pomdZze, ak chceme ukazat, Ze naozaj pre kazdé n plati
3 2
1242244 +ni= 2n +2n +n
Skusime to uplne rovnako. VyskuSame, Ci to funguje pre n=1 a potom sa pokusime ukdazaf, zZe ak
to ndhodou pre nejaké n funguje, tak to potom bude zarucene fungovat aj pre n+1 .
Overif prvi Cast (teda prvy bod indukcie) je jednoduchSie. Pozrieme sa, Ze ¢i plati
2= 2:1743.17+1
6
a zistime, Ze 4no, plati. Druhy bod bude komplikovanejs$i. Musime ukdzat, Ze ak pre nejaké n bude
platit
3 2
1242243+ +n’= 2n +2n +n

tak potom bude platif aj

Pe 2(n+1)+3(n+1)*+(n+1)

P+2°+ 3%+, +n’+(n+1 5

.....

teda
3 2
1°+2°+3%+. . +n’+(n+ 1)2:W+(n+ 1)


https://www.youtube.com/watch?v=jTJ4DAwNchQ

3 2
2n"+3n"+n

c +(n+1)? je pre kazdé n to isté, ako

Keby sa ndm podarilo ukazatf, Ze
2(n+1)°+3(n+1V+(n+1)

, tak sme vyhrali. To ale zvlidneme obycajnou upravou vyrazov. Prvy vyraz

6
upravime takto:
2n3+3n2+n+(n+1)2_ 2n°+3n°+n+6(n+1)° _2n’+3n’+n+6(n*+2n+1) 2n’+9n’+13n+6
6 B 6 B 6 B 6

Druhy upravime takto:
2(n+1P+3(n+1)+(n+1) _2(n’+3n*+3n+1)+3(n°+2n+1)+(n+1) _2n’+9n*+13n+6

6 - 6 6
Skutoc¢ne su oba vyrazy rovnaké.

. « « T . ¥ 2n*+3n*+n .
Znovu si teda zhriime, ¢o sme zistili. Vieme Ze ak vzorec 12+22+32+...+n2:f funguje

pre nejaké Cislo, tak funguje aj pre Cislo o jedna vécSie a vieme, Ze funguje pre n=1. Z toho
vidime, Ze musi fungovaf aj pre n=2. Z toho vidime, Ze musi fungovat aj pre n=3. Z toho
vidime, Ze musi fungovat aj pre n=4 . Z toho vidime, Ze musi fungovat aj pre n=5. A tak dale;.
A kedZe sa tymto spdsobom vieme dopracovaf ku kazdému prirodzenému cislu, musi vzorec
fungovat pre vSetky prirodzené &isla.

Uloha4,52a6
Ulohu 4 Tudia zvladli celkom dobre — jediny detail, ktory robil problémy bol, Ze ked sa

1%) ale zékladna iba 10 . Nejaki Tudia tam silou-

po&ita obsah druhého obdiZnika, tak vyska je ( I

2

mocou pchali 7 a ked rovnaki chybu spravili aj pri dalSich obdlZnikoch, vysiel im cely sudet

.....

Ked si interval (0;1) rozdelime na n casti a budeme pocitat obsah schodista v tomto

pripade, tak prvy schodik bude mat zakladiu % a vysku (%) , druhy bude maf zakladiu % a vysSku

(%) , treti bude mat zdkladiu La vySku (E) atd’. az posledny bude mat zakladiiu La vysku (E) .
n n n n
Obsah celého schodista teda bude
2 2 2 2
11,12, 13, +1 n—zi(12+22+32+...+n2)
nn® nnp’® non nn* n’
V tomto momente sa poteSime, Ze aky pekny vzorec sme si pred chvilou vymysleli a ako sa ndm
teraz zide a zisfujeme, Ze obsah schodista bude
1 2n’+3n°+n_2n’+3n’+n
3 6 - 3
n 6n

Niekomu sa mo6Ze viac pacit, ked je v Citateli zZlomku sucin, teda

(2n+1)(n+1)n
6n’

Ze by sa dalo jedno n vykratif. V skriptdch si uvedené oba tvary ale s nesprdvnym menovatelom.

Hradanie chyby bolo stéastou dlohy 6. Uloha 6 tiez vicsinou problémy nerobila, len si bolo treba

uZ len z toho dovodu,

spomentit, ako presne sa deli zZlomkom é a Ze je to to isté, ako ndsobenie dx> .V kazdom pripade
ste sa dopracovali k skvelému, ndro¢nému a prekvapivému vysledku, Ze plocha pod funkciou
y=x" naintervale (0;1) je % . (Prekvapivy je preto, lebo ked sa doteraz pocitali nejaké obsahy

krivych utvarov, napriklad kruhu, tak sa tam stidle motalo 7 a vysledky vychddzali iraciondlne.
Tamten vysledok je prekvapivo pekny.)

Niektori Tudia sa divili, Ze pre¢o to vySlo viac, ked sme ten interval (0;1) mali rozdeleny
na desaf ¢asti. (Uloha 4 vysla 0,385.) D6vod je ten, Ze vtedy toho spod funkcie viac tréalo.



Uloha 7

Této dloha slizi na to, aby ste si overili, ¢i ste predoSlému dobre rozumeli a ¢i to viete
zopakovaf v trochu inej situdcii. Najjednoduchsie je pocitaf obsah pod funkciou y=x* na intervale

(0;2) a od vysledku odg¢itat % (Co je obsah pod tou istou funkciou na intervale (0;1)). Cely

interval (0;2) si rozdelime na 2n usekov (aby mal opif kazdy Sirku %). Stucet jednotlivych
schodov potom bude
1

2 2_1

— 3
n

1 1

== += = == —

n\n/ ni\n/ ni\n n
(Dobre sa na ten vyraz pozrite, aby ste videli, Ze preco je to tak.) Ked dosadime 2n do nisho
skvelého vzorca pre sicet druhych mocnin, dostaneme, Ze hl'adand plocha bude

2(2n)*+3(2n)*+(2n) _16n’+12n*+2n _8n’+6n+1

1 2 3 2n

(1°+2°+3%+...+(2n))

1
+...+—.
n

6n° 6n° 3n’
AKk si teraz zvolime také velké n, Ze %de , teda dflxz n, tak dostaneme, Ze obsah schodista bude
8| L 6| |+1 dv|-S+ 41
dx dx dx* dX | 84+6dx+dx’
3 Lz 3 3
dx

Ked teraz poSleme dx do nuly, zistime, Ze obsah pod y=x’ na intervale (0;2) je g. Ked

od¢itame % , dostaneme, Ze obsah pod y=x* naintervale (1;2) je % )

Uloha 10
Uloha bola vyrie$end dvomi rdznymi spdsobmi. Prvy bol tento: Mdme funkciu y=x
3
a funkciu y:"? o ktorej vieme, Ze je neurCitym integrdlom k funkcii y=x* a teda ak chceme

vypocitat, aky je obsah pod grafom funkcie y=x’ na intervale (a;b), tak to bude %—% . Co by

sa dialo, keby existovala zdkernd funkcia g, ktord by mala tieZ za derivdciu funkciu y=x’
3
X

a pritom by sa neliSila vSade od funkcie y=% o konstantu? Znamenalo by to, Ze existuji dve
3 3
miesta a, b, pre ktoré plati, Ze g(a)=5+c, a g(b):%+c2 , pri¢om tie &isla ¢, a ¢, st rozne.

KedZe je ale zdkernd funkcia g integrdlom k funkcii y=x’, tak ju tieZ méZeme vyuZif na vypocet

3 3
obsahu plochy pod funkciou na intervale (a;b). A vyjde ndm b3+cz—(‘;+cl) ¢o je to isté, ako
%—%+(c2—c1). To je ale problém, pretoZe C,—C, nie je nula. A obsah plochy pod krivkou
5 3 3

y=x" na intervale (a;b) tym piadom nemdZe byt naraz %—% (¢o sme vypocitali pomocou

funkcie y:X; ) 4 %3—%3+<C2 —c,) (¢o sme vypoéitali pomocou zdkernej funkcie g ), lebo tie dve
¢isla su rozne. Tym padom Ziadna taka zdkernd funkcia g nemdze existovat.

Druhé rieSenie vymyslel MiSo: Majme dve funkcie f(x) a g(x), ktoré maji obidve
derivciu x*. Spravme si novd funkciu f (x)—g(x) . Jej derivicia bude x*—x* &iZe 0. A kedZe je
derivécia nula, funkcia nikde nerastie ani neklesa a teda to musi byf konStanta.

Oba tieto argumenty su pouZitelné aj pre iné funkcie, nez je y=x”. Teda napriklad aj
vSetky primitivne funkcie k funkcii y=3 x sa mo6Zzu liSif len o konStantu. Tym paddom sme uzavreli



otdzku, ktord ostala otvorend v suvislosti s tilohou 17 zo Stvrtej lekcie, za ktord sme vypisali prémiu
v komentéroch.

Uloha 11

Najprv si zvolime dve &isla a a b . Predstavte si, e zo zadanej funkcie f(x) vyrobite dve
funkcie: Funkciu S,(x), ktord vdm pre zadané x prezradi obsah plochy pod funkciou f na
intervale (a;x) afunkciu S,(x), ktord vam pre zadané x prezradi obsah plochy pod funkciou f
na intervale (b;x) . Co dostanete, ked pre nejaké x vypoéitate S,(x)—S,(x)?

¥

A

f(x)

X

A -
>

\

_

b a X

Obrazok 1: Dve funkcie popisujice obsahy
Ked sa pozriete na obrazok 1, uvidite, Ze rozdiel tych dvoch funkcii bude vzdy obsah tej
plochy pod funkciou medzi b a a bez ohladu na to, ako si x zvolite.” Znamena to, Ze rozdiel tych
dvoch funkcii bude vZdy konStantny. To ale nie je velké prekvapenie — pred chvilou sme ukézali, Ze
S.(x) aj S,(x) maju obe ako derivaciu f(x). O tom, Ze sa takéto funkcie musia Ii§if o konstantu,
sme sa bavili pred chvilou. Je ale zaujimavé vidief, Ze td konStanta mdze maf geometrickd
interpreticiu.

Uloha 12 YA

Najprv bolo treba zistif, kde sa zadand funkcia pretne s osou x,

teda vyrieSif rovnicu x>—5x+4=0 . Kvadratické rovnice nasfastie riesit

vieme, rieSenia vysli 1 a 4. To znamend, Ze nds bude zaujimaf interval
4

(1;4) a chceme vypocitat fj(x2—5x+4)dx. Bude to |5 —55+4x

1

teda % -5 43 +4.4 —(13 - 513 +4.1|=—4,5 Vysledok vySiel zdporny,

>»
pretoZe zadand funkcia md na intervale (1;4) len zdporné hodnoty. X
Komu to vadi, modze zobral ako vysledok absolitnu hodnotu toho

integrdlu. Ale pripustif, Ze obsah mo6Ze byt niekedy zdporny, moZe tiezZ
niekedy poskytnif zaujimavu informaciu. Ak sa niekto vazne zamyslel nad  Obrazok 2: y=x*—5x+4
pozndmkou pod Ciarou k predoslej tlohe, pradve zdporné obsahy su spdsob,

ako pravdivost spochybneného tvrdenia zachranif. Skuste si to premysliet.

5 Obrézky sii obas zavadzajice. Co to spravi, ked si zvolime x medzi a a b ? Co ak si ho zvolime vFavo od b ?
Ide to nejak zachranif, aby tvrdenie stile bolo pravdivé?
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