4. kapitola — spravy

Na udvod asi najdolezZitejSia poznamka, ktord sa vSak odohrala neverejne, cez prestivku po
hodine. David pozeral na tie veci, ktoré sa v Stvrtej kapitole pocitali a vyhlasil: ,,Ale, Anino, to je
nejaky podvod.“' Napriek tomu, Ze sa v tychto spravach nedozviete Ziadne dalSie detaily, dovolim
si eSte raz zdoraznif, Ze sa jednd o pravdepodobne najdolezitejSiu pozndmku k celej kapitole.

Samotné pocitanie uloh vicSinou vaZzne problémy nerobilo. Ludia sa mylili hlavne
v znamienkach a ked sa tieto chyby odstranili, k vysledku sa dopracovali. Problémy nerobila ani
myslienka vypocitaf deriviaciu pre vSeobecné x a potom uZz iba do vzniknutej funkcie
dy/dx=—9,6 x+9,8 dosadzovaf za x jednotlivé hodnoty, ked sme chceli vedief, ako rychlo
funkcia y=-4,8 x2+9,8x—1 rastie.

Z toho, Ze vysledok ulohy 3 je zdporny, je zrejmé, Ze funkcia v tom bode (a aj lopticka
v tom case) klesa. Toto pozorovanie mohlo posluzif ako navod k tlohe 6. V nej sa malo zistit, pre
aké x nadobudne funkcia najvy$Siu hodnotu. Ak ma funkcia dosiahnuf maximum, musi sa
v danom bode zmenif z rasticej na klesajicu. Teda jej derivicia —9,6 x+9,8 sa musi zmenif zo
zapornej na kladnd. A to sa udeje presne tam, kde bude rovna nule. Plati teda —9,6 x+9,8=0, CizZe
9,6x=9,8 ¢ize x~1,02.

Uloha 8

Osma tiloha bola zaujimavd jednak sama o sebe, jednak vd'aka rozprave, ktord sa po nej
vyvinula. Predved'me najprv jej rieSenie (pozor na znamienka!):

f(x+dx)—f(x—dx)  —4,8(x+dx)’+9,8(x+dx)—1 — (—4,8(x—dx)*+9,8(x —dx)—1)
2dx B 2dx
_ —48(x*+2xdx+dx’)+9,8(x+dx)—1 +4,8(x*—2xdx+dx’)—9,8(x—dx)+1
B 2dx
_ —4,8x°—9,6 xdx—4,8dx*+9,8 x+9,8dx—1+4,8x°—9,6 xdx+4,8dx’ —9,8 x—9,8dx+1 _
B 2xdx B
_ —192xdx+19,6dx _ 2dx(—9,6x+9,8)
B 2dx B 2dx

=—-9,6x+9,8

V predoslom vypocte je jedno znamienko zle (naStastie nie vo vysledku). Najdite ho. Ja som
vam hovoril, Ze pozor na znamienka. ..

Dostali sme rovnaky vysledok, ako v tlohe 4. Ked sme sa rozprévali, ktory sposob vypoctu
sa komu viac pozddva, boli udia, ktorym sa viac pacil ten prvy z tlohy 4, pretoZe sa im zdal
elegantnejsi a nebolo treba po&itat hodnotu funkcie v (x—dx) , a boli Tudia, ktorym sa viac pacil
tento, pretoze uz v prvej kapitole daval lepSie vysledky (spomefime rozpravanie o chybach
v komentédroch) a za povSimnutie stoji, Ze aj teraz ndim na konci neostalo Ziadne dx , ktoré by sme
museli zanedb4vat.

K zaujimavym vysledkom viedla aj otdzka, Ze ¢i existuje funkcia, pri ktorej obe tie metody
davaju rozne vysledky. Po chvilke zamyslenia niekto (myslim, Ze David) vyhlasil, Ze by sa tak
stalo, keby t4 funkcia mala Spic. A po dalSej chvili si niekto d’alsi (Déavid alebo MiSo) spomenul, Ze
funkciu so $picom poznidme. Konkrétne y=|x| , teda absolitna hodnota z x, ktorej graf mozete
vidief na obrazku 1. Bod, v ktorom m4 funkcia $pic je [0,0], takZe tam sa budeme pokusat po&itat
derivéciu. Ak pocitame prvym spdsobom, tak dostaneme (|0+dx|—|0|)/dx ¢o je |dx|/dx &oje 1.

1 Doslovne ,,To je nejaky cheat*.



(V tejto suvislosti som si dovolil spomentf aj moZnost, Ze zvolime zdporné dx a vtedy by to
vySlo —1.) Keby sme rychlost rastu pocitali druhym  spdosobom, dostaneme
(|0+dx|—|0—dx|)/(2dx) co je (|dx|—|dx|)/(2dx) ¢oje 0.

Z toho vyvstala otdzka, ako rychlo vlastne td absoldtna hodnota v nule rastie. K Ziadnej
uspokojivej odpovedi na tito otdzku sme ale neprisli.

Ay
y = x|

\

Obrazok 1: Absolitna hodnota

Nick otvoril otdzku, za akych okolnosti sa stane, Ze ak sa pocita derivdcia tym symetrickym
spdsobom, tak to dx udplne zmizne. Vyslovil hypotézu, Ze to bude fungovat pre konstanty, linearne
a kvadratické funkcie v kazdom ich bode. (Nedokdzal ju, ale pravdepodobne rozumel, preco je to
tak.) V niektorych konkrétnych bodoch maji ale tito vlastnost aj iné funkcie. Napriklad y=x*
v bode x=0 . Otédzka, ako vyzeraju vSetky také pripady, ale ostala otvorena.

Ulohy 9 a 15

V tychto dlohdch sa zisfovala derivdcia funkcii y=x*> a y=x>. Vypocet mohol prebehniif
nasledovne:

d(xz) _ (x+dx)2—x2 _ X +2 xdx+dx’—x* _ 2 xdx+dx’

= 2x+dx = 2x

dx dx dx dx

d(x’) _ (x+dx)’=x’ _ xX>#3x%dx+3xdx’+dx’— X _ 3x°dx+3xdx’+dx’ _

dx dx dx dx
= 3x*+3xdx+dx’ = 3x°

Ked sme sa o tychto vysledkoch rozpravali, priSiel David s tym, Ze vie, ako sa to sprdva vo
vSeobecnosti. Ze plati

d(x") .

=n.x

d(XZ) 1 d(X3) 2 “ .
=2. =3. a teda ze bude platif
dx dx X dx X ze bude platt dx

Tak sme si povedali, Ze to x" skusime zderivovaf, nech sme si isti. Ked sme ale zacali
pocitat ((x+dx)"—x")/dx a padla zmienka o binomickej vete, ozvali sa nejaki T'udia, Ze nielen Ze
netusia, ¢o to je binomicka veta, ale nikdy nevideli kombina¢né ¢isla a o kombinatorike poculi len
zbezne, takZe bolo treba spravif rychlokurz kombinatoriky.



Rychlokurz kombinatoriky

Kombinatorika je ¢ast matematiky, ktord sa zaobera tym, kolkymi moZnosfami sa d4 nieco
urobif. Zacali sme ulohou hodnou prvej triedy na zakladnej Skole: Anicka méd dve suknicky a tri
blizky. Kolkymi sposobmi sa mdze obliect do Skoly? RieSenie mdzete vidief na obrazku 2. Deticky
si vSetky moZnosti nakreslia, vy ste uz velki a sta¢i vim vyndsobif 2.3 = 6.

Trochu fazsi priklad zaloZeny na tej istej finte (aj ked ju bude treba pouZif viackrét) je tento:
Jeden bit je jednotka informécie, ktord mdZe nadobudnif hodnotu 0 alebo 1. Jeden bajt je jednotka
informécie pozostdvajica z 6smich bitov. Kolko rdznych bajtov existuje?

L
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Obrazok 2: Bluzky a suknicky

Keby sme mali iba dva bity, dloha by bola rovnakd, ako predoslda — pre prvy bit dve
moZznosti, pre druhy bit dve moZnosti. Pre dva bity 2.2=4 moZnosti. (Konkrétne 00, 01, 10 a 11.)
Predstavme si teraz, Ze by boli bity tri. Pre prvé dva mame dokopy Styri moZnosti, pre posledny dve
moznosti, dokopy ich bude osem. (Predoslé Styri s pridanou nulou a predoSlé Styri s pridanou
jednotkou.) Keby sme mali Styri bity moznosti by bolo 8.2. A tak dalej. Ked mdme teda bitov 8,
moznosti bude 2.2.2.2.2.2.2.2 = 256. Pocitacovo zdatni jedinci vedeli, Ze do jedného bajtu vieme
zakédovaf ¢isla od 0 do 255, teda 256 r6znych hodndt aj bez predoslého pocitania.

V dalSej dlohe sme spominali festival Vrbovské vetry, ktory vo Vrbovom organizuji pani
bratia Jobusovci a ktorého sucastou byva sufaz v strelbe z poplasnej piStole. A kedZe ter¢ ostava
pravidelne pocas stfaze neposSkvrneny akymkolvek zdsahom, tak vifaza vyZzrebuji. My sme vtedy
prave boli v triede trindsti (mnoho ludi chybalo) a rieSili sme otdzku, ako md6Zu dopadnif prvé tri
miesta, ak by sa Zrebovalo spomedzi nés.

Uloha je podobnd na predosld, len s jednym drobnym rozdielom. Na najvy$§om stupni
vitazov moze byt ktokol'vek — mdme teda 13 moznosti. Na druhom mieste uz ale nemdze byt ten,
kto bol prvy, takZe je len 12 moZnosti. Podobne na trefom mieste moZe byt len niekto zo zvyS$nych
jedenastich, lebo dvoch Tudi sme si uZ minuli. VSetkych moZnosti bude teda 13.12.11=1716.

KebyZe vyberdame spomedzi 50 dcastnikov a chceme vyZrebovat prvych 10 miest, mali by
sme 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41 moznosti. To je ale otrava zapisovat, preto sa pouziva kratsi
zapis

50!
40!

pricom to 50! sa Cita ,,péfdesiat faktoridl*“ a znamena to ,,vyndsobime vSetky prirodzené Cisla od 1
do 50%. Ten zdpis funguje kvoli tomu, ze



!
50! _ 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41.40.39....3.2.1 _ 5049 48 47 A6 45 44 43.42 41
40! 40.39.....3.2.1

teda Ze po vykrateni toho zlomku tam zostane presne to, Co potrebujeme.

Keby sme mali n Tudi a Zrebovali by sme prvych k miest, moZnosti by bolo n!/(n—k)! .
Toto ¢islo vedia pocitat aj kalkulacky, hladajte tlacidlo s ndpisom nPr (pocita sa to 13 nPr 3), vie to
pocitat aj tabulkovy kalkulator (funkcia =PERMUT(13;3) ).

Dal3ia tloha sa opif bude podobat na predosli. Chceli sme vedief, kolkymi spdsobmi sa
daju z nas trindstich vybraf nejaki traja 'udia, pricom chceme iba vybraf trojicu a na nejakom poradi
nam nezélezi.

Vyuzijeme vysledok predoslej tlohy. Vyberieme nejaki trojicu (napr. MiSo, Nicole, Johy)
a zistime, kolkokrat sa v predoslej ulohe tito trojica vyskytla na stupni vifazov. To zistime
jednoducho. Bud' si spocitame vSetky moZnosti ru¢ne, alebo pouZzijeme fintu z predoslej tlohy — na
prvom mieste mohol byt hocikto z nich troch, na druhom mieste niekto zo zvySnych dvoch a na
trefom ten zvySny, moZznosti je teda 3.2.1 CiZze 6. Fajn. Takze tato konkrétna trojica bola vo
vysledku predoslej dlohy zapocitand Sestkrat. Ked sa ale troSku zamyslime, zistime, Ze nielen tito
konkrétna, ale l'ubovolna trojica bola zapocitana Sestkrat. Ked teda chceme zistif, kol'ko tych trojic
je, staci vysledok predoslej tlohy vydelif Siestimi a dostaneme 1716/6=286 .

Keby sme z pifdesiatich I'udi vyberali desatice, postupovali by sme rovnako. Najprv by sme
obsadili fiktivny desatClenny stupenn vifazov (to mdZeme spravit 50.49.48.47.46.45.44.43.42.41
sposobmi) a potom by sme zistili, kolTkokrdt sa ndim kazdd konkrétna desatica na stupni vitazov
vyskytuje (10.9.8.7.6.5.4.3.2.1 krat). VSetkych desatic teda bude

50.49.48.47.46 .45.44.43.42.41 _ 50!
109.8.7.6.54.3.2.1 40!.10!

Na tom zlomku vpravo bol 50!//40! ten po¢et moznosti na stupni vitazov a tych 10! ¢o pribudlo
v menovateli je to, kolkokrét sa na stupni vifazov objavi jedna desatica.

!

Keby sme z n Tudi vyberali k, tak moZnosti bude m . Toto Cislo tiez vedia pocitat

kalkulacky — tlacidlo ma ndpis nCr (pocita sa to 13 nCr 3), poznaju to tabulkové kalkuldtory

(funkcia =COMBIN(13;3) ) a dokonca md vlastny ndzov ,kombina¢né Ccislo“ a vlastni

. , v 13 b .. “cc , 2, . A . AN
matematickd znacku (3) . Cita sa to ,,trindsf nad tromi* a hovori to, kol’kymi spé6sobmi moZeme

z trindstich Tudi (psov, predmetov, prvkov) vybrat troch.
Aby tento vzorec fungoval tplne dobre, potrebujeme eSte doladif jeden Specidlny pripad.
Konkrétne otdzku, kolkymi sp6sobmi mdzeme z troch Tudi vybraf troch? Samozrejme, Ze jednym —

, . v L, 5 . v , ! 3! . ~
musime ich zobraf v8etkych. Podla vzorca je moZnosti m=m a aby nam to vyslo 1, tak

musime zaviest hodnotu 0! rovnu 1.

Posledny priklad tohto kombinatorického rychlokurzu sa bude tykat posli¢ka, ktory pracuje
na istej poSte v New Yorku. Na obrdzku 3 sa poSta nachiddza v bode P. Posli¢kovi tam réno
odovzdaji batoh s poStou pre banku, ktord je v bode B, ten si obuje kolieskové korcule a fi¢i do
banky. Ide tam samozrejme najkratSou cestou — ide teda Styrikrdt Sikmo vpravo a trikrat Sikmo
vlavo (myslené z ndSho pohladu, nie z pohladu poslicka). Takych najkratSich ciest je samozrejme
viacero a poslicek, aby sa nenudil, chce isf zakazdym inak. A otdzka je, kolko dni mu toto
predsavzatie vydrzi, teda kol'ko najkratSich ciest vedie z bodu P do bodu B.
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Obrazok 3: Mapa New Yorku
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Tuto dlohu vyrieSime dvomi spdsobmi a z toho, Ze vysledok bude v oboch spdsoboch ten
isty, sa dozvieme zaujimavu vec.

Prvé rieSenie je takéto: Pozrieme sa najprv na krizovatky, ktoré sa nachddzaji hned’ vedla
posty vzdialené jednu stranu bloku. Na kazdd z nich sa vieme dostaf iba jednym spdsobom —
pdjdeme rovno na fiu. To bolo jednoduché. Podme sa teraz pozrief na krizovatky vzdialené dve
strany bloku. Dve z nich su také, Ze sa do nich vieme dostat iba sprava alebo zlava, takZe stéle je
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Obrazok 4: Krizovatky Vzdlalene Jednu a dve strany bloku od
posty
iba jeden spdsob, ako sa do nich najkratSou cestou dostaf. No na kriZzovatku, ktord je juzne od poSty
(nazvime ju ,,juznd krizovatka®) sa ale vieme dostaf aj sprava aj zlava, takZe moZnosti su az dve.
Rovnako budeme postupovat d’alej. Krizovatky vzdialené tri strany bloku od poSty su Styri — opét
dve také, do ktorych sa da ist iba rovno (a teda jedinym spdsobom) a dve také, do ktorych sme sa
vedeli dostaf z krajnej alebo z juznej krizovatky. Mdme teda tri moZnosti ako sa sem dostat — dvomi
sposobmi cez juznu krizovatku a jednym cez krajnu.

Rovnakym spdsobom vieme dopocitat, kolkymi spdsobmi sa vieme dostaf aj na dalSie
krizovatky. V kazdej krizovatke zistime, z ktorych kriZovatiek sa do nej vieme dostaf a pocet
moznosti v tych krizovatkdch sc¢itame, Budeme pokracovat tak, ako mdzete vidief na obrazku 5.
A dozvieme sa, Ze poslickovi jeho predsavzatie vydrzi 35 dni.

Cisla, ktoré vidite na obrazku 5 sa zvyknd nazyvat aj Pascalov trojuholnik (aj ked ho par
storo&{ pred nim vymysleli Cifiania®). A druhé riesenie posli¢kovej Glohy nam odhali prave to, ako
Pascalov trojuholnik stvisi s kombina¢nymi ¢islami.

.
/

2 Konkrétne v 11. storo¢i Jia Xian.
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Obrédzok 5: Pocet moznostl pre jednotlivé kriZzovatky

V druhom rieSeni si poslicek zacne vSetky mozné cesty zapisovat. Aby sa mu na planiku
nepomotali vSetky Ciary, bude jeden zdpis vyzeraf napriklad takto: NKNNK KN Tento zdpis mu
hovori, Ze najprv ma st pravou cestou, potom Favou, potom dvakrit pravou, potom dvakrat lavou
apotom pravou. Aby sa posli¢ek dostal najkratSou cestou do banky, musi zdpis splitiaf dve
podmienky: musi v iom byt presne sedem Sipok a presne Styri z nich musia byt vpravo. (Z toho uz
bude automaticky plynuf, Ze zvyS$né tri budd vlavo.) No a otdzka je, kolko takychto zdpisov
existuje.

Vdaka ulohe o vyberani troch Iudi z trindstich ndm nebude robif problémy zistitf, kolkymi

A : AN . : : . 7 v . AN [P
sposobmi mdZeme vybraf tri miesta zo siedmich. Je to ( 4) . A skutoCne si mozZete overit, Ze to

vyjde 35.

Ked sa pozriete lepSie na jednotlivé krizovatky, zistite, Ze cely Pascalov trojuholnik sa
z kombinacnych ¢&isel skladd. Napriklad ¢isla v riadku 1 3 3 1 hovoria postupne toto: ,,Do tejto
krizovatky musis ist na tri kroky a vpravo pdjdes nulakrat. Patricnych zdpisov cesty bude existovat

(g) , teda len jeden.* ,,Do tejto kriZovatky musis isf na tri kroky a vpravo pojdes jedenkrat. Zapisov
cesty teda bude existovat (f) teda 3.“ Z rovnakych dovodov je dalSia trojka (g) a posledna

jednotka (2) . Keby sme teda chceli zistif, koTko je (g) , pozrieme sa do piateho riadku Pascalovho
trojuholnika (tojeten 1 5 10 10 5 1) na tretie Cislo, pricom pocitame od nuly. Tretie ¢islo je ta
prava desiatka, takze (g): 10 .

Na zéaver tohto rychlokurzu jedna vystraha — tu prezentované vzorce a finty nie sd
pouZitelné na Tubovolnd kombinatoricki dlohu. Uloh aj fint je ovela viacej a ak ¢lovek md zistit,
koTkymi spdsobmi sa nieo d4 spravif, musi si v prvom rade zachovat zdravy rozum, v druhom rade
zistif, ako veci funguju (napriklad tak, Ze sa aspon pokusi vypisaf si vSetky moZnosti) a az ked
pridete na princip, moZete dlohu zredukovaf na niektord z tych, ¢o uz poznate. Ak si to chcete
vyskusat, zistite, kolkymi spdsobmi moZete v stanku, v ktorom maju Styri druhy pohl'adnic kupif tri
pohladnice.

Binomicka veta

Konec¢ne sa dostdvame k tomu, na ¢o sme cely ten kombinatoricky tuvod potrebovali —
k binomickej vete. Binomick4 veta hovori, ako rychlo a bezbolestne umocnit (a+b) na n -td. Ked
si napiSete uz znidme vzorceky
(a+b)’=a’+2ab+b’
(a+b)=a’+3a’b+3 ab’+b’
mozete si v§Simnuf nejaké zaujimavé detaily.



Prvy je ten, Ze ked sa pozriete na jednotlivé Cleny tych vyrazov vpravo, tak su tam a -Cka aj
b -¢ka v nejakych mocninéch, ktoré ddvaji dokopy to, na ¢o sme umoctiovali lavi stranu. To je
celkom pochopitelné. Ked pocitame (a+b)’, tak musime rozndsobit (a+b)(a+b)(a+b), priom
z kazdej zatvorky musime zobraf bud a -Cko alebo b -Cko. To znamend, Ze vZdy ndsobime tri
pismenk4, takZe exponenty budi davat dokopy 3.

Druhy je ten, Ze ked rozndsobujete (a+b)(a+b)(a+b),tak q° ziskate iba raz (zoberiete a
z kazdej zdtvorky), ale g°b ziskate aZ trikrdt (zoberiete a z prvej a druhej zdtvorky a b z tretej,
zoberiete a z prvej a tretej zdtvorky a b z druhej, zoberiete a z druhej a tretej zdtvorky a b
Z prvej).

A treti zaujimavy detail je ten, Ze ked’ sa pozriete na tie Cisla, ktoré hovoria, kolkokrat
jednotlivé &leny vezmeme, v pripade (a+b)* dostaneme 1 2 1 a v pripade (a+b) dostaneme
133 1. Také cisla sme videli celkom neddvno — konkrétne je to druhy a treti riadok Pascalovho
trojuholnika na obrazku 5.

A binomickd veta hovori, Ze to bude fungovaf aj dalej, teda Ze keby sme napriklad
potrebovali rozndsobif (a+b)’, dostali by sme ¢’+5a*b+10a’b’+10a’b*+5ab*+b’ . Stadi napisat
spravne Cleny a pred kazdy napisaf patricné Cislo z Pascalovho trojuholnika. Oproti ru¢nému
rozndsobovaniu je to rychle a efektivne.

Preco to funguje? PretoZe ak by sme rozndsobovali (a+b)(a+b)(a+b)(a+b)(a+b) a chceli
by sme vedief, kolkokrat sa bude vo vysledku vyskytovat g°p’, tak vieme, Ze z dvoch zdtvoriek
musime vybraf a -Cko (a z ostatnych b -¢ko). No a kolkymi spésobmi mdZeme z piatich zatvoriek

vybraf tie dve, z ktorych zoberieme a -¢ko? Predsa (2) spOsobmi. A uz je jasné, kde sa ndm tam ten

Pascalov trojuholnik nabral a preco je pri ¢°b’® koeficient 10.
Binomicka veta pre vSeobecné n bude teda vyzeraf takto:

n
n—2

(a+b)" = (g a" b+ " | dPh b

n, (n
CI+(1

a”_1b+(g)a”_2b2+(g

n—1 n
ab +(n

n
n—1

Tie kombinacné cisla st opisané z n -té€ho riadku Pascalovho trojuholnika. Zapis je to majestatny
ale uZito¢ny a bude sa ndm eSte hodit.

Derivacia x"
Kone¢ne mame vSetko potrebné, aby sme mohli tspeSne zderivovaf x". So znalosfou
binomickej vety sa to ludom vicSinou podarilo. Pocitajme:
(x+dx)"—x" (3) X'+ T)x"ildx+('27)x”72dx2+. . +(nfl)xdx"71+(2)dx"—x"
dx B dx
Teraz si treba uvedomif, Ze (g) bude vzdy 1 (z n Tudi nikoho nevyberieme iba jednym spdsobom)

a (’1]) bude vZdy n (jedného moZeme vybraf n spdsobmi). TakZe pokracujme v dpravéch:

-1 -2 2 -1
X"+n X" dx+ 3] X" dx+. L+ nfl)xdx" +["dx"— x"
dx
n—1 n\.n—2 2 n n—1, [n n
nx dx+(2)x dx +...+(n_1)xdx +(n)dx
dx

= nx”_1+(” X" dx +...+( n )xdx"_2+(”)dx”_1
2 n—1 n
A v tomto momente tradi¢ne vyhldsime dx za dostato¢ne malické na to, aby bolo nula a to, o ndm

zostane, bude nx"'. Derivécia x" je teda pre Tubovolné n skutocne nx" '.Dévid mal pravdu.




Ulohy 9, 10, 11 a 12

V tlohdch 9, 10 a 11 bolo treba zistif derivacie funkcii y= x*, y=3x a y=5. To bolo
celkom jednoduché a nikomu to vdZne problémy nerobilo:

d(xz) (x+dx)2—x2 _ X +2 xdx+dx’—x* _ 2 x dx+dx’

dx dx dx dx =2x+dx=2X
d(BX)_3(X+dx)—3x_3x+3dx—3x_3dx_3
dx dx B dx Codx
d(5)_5—5_0
dx  dx

Prvii z dloh sme mohli rieSit aj prdve dokdzanym vzfahom, poslednd uloha hovori, Ze ked ma
funkcia stdle hodnotu 5, tak nerastie ani neklesa. V dlohe 12 bolo treba vypocitat deriviciu funkcie
y=x"+3x+5, ktord je sictom predoslych troch funkcii. T4 derivdcia vy§la y=2x+3 a viacer{
Tudia zaregistrovali, Ze je to sucet vysledkov predoSlych troch uloh. Preco to tak muselo vyjst, je
zrejmé z nasledujiceho vypoctu:

d(x*+3x+5) (x+dx]+3(x+dx)+5—(x’+3x+5) _

dx dx
_(x+dx)’—x’+3(x+dx)—3x+5-5 _ (x+dx)2—x2+ 3(x+dx)—3x ,5-5
B dx B dx dx dx

Teraz uz je vidno, Ze vysledok naozaj musi byt sucet derivacii predosSlych troch funkcii. (Ked
nevidite, Ze preco, pozrite sa na ich vypocty, na predoslej strane.)

To, ze tato vec funguje pre kazdé dve funkcie, ukdZeme formdlne takto: Nech funkcia h
vznikne ako stcet funkcif f a g, tedanech h(x)=f(x)+g(x).Potom

d(h(x)) _h(x+dx)=h(x) _f(x+dx)+g(x+dx)=(f(x)+g(x)) _

dx dx dx
_fx+dx)—f(x)+g(x+dx)—g(x) _f(x+dx)=f(x) g(x+dx)—g(x)_d(f(x)), d(g(x))
dx dx dx dx dx

Ked mame teda derivovat sucet funkcii, moézeme zderivovaf kazda zvlast a scitat.

Uloha 13

Této tloha bola zaujimava najmé z toho dovodu, Ze v predoslej kapitole ndm dala celkom

) . . 1 7 . . P
zabraf — bolo treba najprv zistif, ako funkcia y=—§X2+§x rastie resp. klesd, potom sme zistili, Ze
odhadnutd funkcia nerobi to, ¢o presne chceme a Ze ju musime posuntf a potom sme o vysledku
ukazovali, Ze naozaj robi to, ¢o ma. (Detaily st v spravach z 3. kapitoly.) Spdsobom uvedenym
v tejto kapitole sa dalo relativne rychlo zistif, Ze derivicia funkcie je y=—x+3,5, o je presne
vysledok, ku ktorému sme dospeli aj minule.

Uloha 14

Napriek tomu, Ze viac¢Sina T'udi nemala s touto dlohou vaznejSie problémy, vyskytli sa tu dva
zaujimavé momenty. Prvy bol, ako zapisaf funkciu, ktord md od 0 do 4 hodnotu 1,5, od 4 do
5 hodnotu —4,0d 5 do 8 hodnotu 1/3 aod 8 dalej hodnotu 0 . Uspedny pokus zapisat takiito
funkciu spravili iba DuSan a Kubo, ktori sa nechali in§pirovaf programovacimi jazykmi a pouZili
,»1f*. Matematici pouZivaju nasledujici zapis:



1,5 x€(0;4)
_|—4 x€(4;5)
0= xe(5;8)
0 x€(8,)

Dalsi problém bol, aki hodnotu md mat tito funkcia v bodoch 4, 5 a 8. Predogly zépis
hodnotu v tychto bodoch neurcuje, lebo vsetky uvedené intervaly su otvorené a teda hrani¢né body
do nich nepatria. Zistili sme, Ze problém v tychto bodoch je rovnaky ako ked sme mali ndjst
derivédciu funkcie y=|x| v bode 0 — dostdvame ini derivdciu, ked volime kladné dx a ked volime
zaporné dx (a eSte ind hodnotu by sme dostali, keby sme chceli funkciu derivovat symetricky, ale
to sme neskusali) pretoze povodné funkcia ma v tychto bodoch zub. Predbezne sme sa dohodli, Ze
rychlost rastu funkcie v takychto bodoch pocitat nevieme.

Navrh: Skiste zistif, kolko vyjde derivécia zadanej funkcie v bode 4, ak ju budeme pocitat
symetricky — teda spdsobom (f (x+dx)—f(x—dx))/2dx .

Ulohy 16,17 a 18

Funkciu, ktord by mala derivaciu 2x sme uZ nasli. Je to x*. Po kratkom experimentovan{
T'udia prisli na to, Ze ked chcu, aby bola derivacia 3 x , musia zobraf jeden a pol krét viac a Ze teda
bude fungovaf 1,5x”>. Toto viedlo k rozprave, ¢i vo vieobecnosti funguje pravidlo, Ze ked ma
funkcia nejakud derivéciu, tak c¢ -ndsobok tej funkcie (kde c je nejaké konkrétne ¢islo) bude mat
¢ -krat vacsiu derivaciu. Nakoniec sa ndm podarilo ukazat, Ze dno, podobnym sp6sobom, ako ked’
sme ukazovali, Ze derivdcia suctu dvoch funkcii je sic¢tom ich derivicii: Nech je funkcia g
¢ -nasobkom funkcie f ,teda g(x)=c.f(x).Potom

dlg(x)) _glxtdx)=g(x)_c.flx+dv)=c.flx)_ flxsdx)=f(x)_  d(f(x))
dx dx dx dx dx

Toto pravidlo spolu s dal§imi dvoma spominanymi v tychto komentdroch ndm dava tzasnd
moc — vieme jednoducho a bez rozpisovania zderivovaf hocijaky polyném. Napriklad derivacia
funkcie y=3x"+2x’+x’+1 bude 3 .5x*+2.3x*+2x+0 CiZze 15x*+6x°+2x . To bolo rychle.

V tlohe 17 bolo treba ndjst d’alSie dve funkcie, ktoré majd deriviciu 3 x . Po skisenostiach

z predoslych kapitol opif nerobila véZnejSie problémy — evidentne funguji funkcie 1,5x°+4,
1,5 x>’ —42 a vobec 1,5 x*+c kde c¢ je Tubovolnd konStanta. Na otdzku, ¢i existujd aj nejaké iné
funkcie, ktorych derivdcia je 3x sme ale nevymysleli zmysluplni odpoved — za ndjdenie take;j
funkcie alebo poskytnutie dobrého ddvodu, Ze Ziadna ind neexistuje, vyhlasujem prémiu 13
pomocnych bodov.

N4jst funkciu, ktorej derivicia je y=x"+3x+1 bolo s tym, ¢o uZz vieme, jednoduché.
Funkcie, ktoré maji derivdcie 3x a 1 sme uz nasli. Dalej sme v tlohe 15 zistili, Ze derivdciou x°
je 3x°, takZe derivdciou x’/3 bude x*. Hladand funkcia moZe byt teda y=x/3+1,5x*+x . Ak
by ste chceli ind funkciu, mdZete k tomu pripocitat Tubovolnd konStantu.



	Úloha 8
	Úlohy 9 a 15
	Rýchlokurz kombinatoriky
	Binomická veta
	Derivácia xn
	Úlohy 9, 10, 11 a 12
	Úloha 13
	Úloha 14
	Úlohy 16, 17 a 18

