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1. kapitola
Pribeh jedného Cloveka a jednej knihy

Motto: Zdravy rozum je vec, ktord je zo vSetkého na svete rozdelena najlepSie; lebo
kazdy sa domnieva, Ze je nim tak dobre zaopatreny, Ze aj ti, ktorych je najfazSie
uspokojif v akejkolvek inej veci, vObec nemaju vo zvyku tizif po tom, aby ho mali viac,
nez ho maju.

René Descartes (¢ita sa to Dékart) sa narodil
koncom 16. storoCia vo francuzskej dedine La Haye en
Touraine, ktord mala v jeho ¢asoch asi 1000 obyvatelov.
Ked mal jeden rok, jeho mamka zomrela na tuberkul6zu.
Ked mal jedenéast rokov, zacal chodif do Skoly a ked mal
dvadsat, tak s tym prestal. Jednak preto, lebo sa stal
bakalarom prédv, jednak preto, lebo tym, ¢o ho v Skole
ucili, nebol nadSeny natolko, aby tam dalej mrhal ¢asom.
Na filozofii mu vadilo, Ze najvicSie kapacity v historii
boli schopné tvrdif celkom rozdielne veci, pisaf poéziu
a reCnif mu pripadalo byf skor darom ducha, neZ ovocim
Studia, teoldgiu sice povazoval za dolezita pri dosiahnuti
neba, ale kedZe sa do neba mohli dostat aj Tudia
neStudovani, mal pocit, Ze k akademickému Stidiu v tejto
oblasti nie je dostato¢ne motivovany. Matematika sa mu
celkom pozdévala, ale zdalo sa mu, Ze nema prili§ velké :
pouzitie. Ostatné vedy, kedZe stoja na filozofii, su 5 ! L T
rovnako nespolahlivé ako filozofia. A tak len ¢o prestal (po(r)t];;?(f\(/); ;rgfﬁgzzsfirtfz 48)
byt zavisly od porucnikov, odchadza zo Skoly do sveta,
aby zistil, ako svet v skuto¢nosti funguje.

Dva roky cestoval po Francuzsku, neskor sa nechal zverbovaf do holandskej arméddy. PoCas
pobytu v Holandsku stretol matematika Izdka Beeckmana, ktory ho opéf nadchol pre teoretické
Stadium. Neskor vstupil do vojska Maximilidna Bavorského (v ktorom sa mimo iného zucastnil
bitky na Bielej hore a dobyvania pevnosti Nové Zamky od Turkov). Cely ten ¢as pozoroval,
zapisoval si a premysSlal nad metédou, pomocou ktorej by sa dalo dosiahnuf naozaj spolahlivé
poznanie.

Na prelome rokov 1619 a 1620 vojsko zimovalo v Nemecku. Descartes o tom Case piSe:

Bol som prave v Nemecku, kam ma privolali vojny, ktoré tam doteraz neskoncili; a ked’
som sa vracal z cisdrovej korunovécie k vojsku, za¢inajuca zima ma zadrzala v obci,
kde som nemal Ziadne kontakty, ktoré by ma rozptylovali a naSfastie ani Ziadne starosti
a vasne, ktoré by ma znepokojovali; zostival som cely defi sdm zavrety v izbe
s kachlovou pecou, kde som mal uplnu volnost zaoberaf sa vlastnymi myslienkami.

A prave tam Descartes 10. novembra 1619 objavil jednotu aritmetiky a geometrie, ¢o ho
viedlo k mysSlienke, Ze celd veda by mohla byf spravovana nejakym jednotnym principom. Pocas



spomenutej zimy sformuloval metédu, ktord by takyto princip mohla predstavovatf. Descartova
metdda mala Styri pravidla:

1. Neprijimaf nikdy za pravdivu Ziadnu vec, pri ktorej nie je uplne zrejmé, Ze takd je, teda
starostlivo sa vyhnuf undhlenosti a zaujatosti a do svojich sudov nezahffiat ni¢ viac, nez to,
¢o sa mdjmu duchu javi tak jasne a zretelne, aby som nemal Ziadnu moZnosf o tom
pochybovat.

2. Rozdelif kazdu skumanu otdzku na tolko Casti, ako je mozné a ako je Ziaduce, aby boli
rozrieSené €o najlepsie.

3. Viest svoje mySlienky v nalezitom poriadku, po¢inajic predmetmi, ktoré su najjednoduchsie
a najlahSie poznatelné a pomaly stupaf akoby zo stupfia na stupefi aZz k poznaniu
najzlozitejSich a dokonca vniest poriadok aj medzi tie, ktoré po sebe prirodzene nenasleduju.

4. A nakoniec robif vzdy také uplné zoznamy a také vSeobecné prehlady, aby som si bol isty,
Ze som na ni¢ nezabudol.

Descartes sa z objavu metddy velmi teSil. Sdém piSe o entuziazme, ktory sa ho zmocnil. Pri
prilezitosti tohto objavu ucinil slub zboZnej pute do Lorety, ktory aj dodrzal. O pér rokov neskor
napisal ttlu knizku ,,Discours de la Méthode*' (rozprava o metdde), v ktorej metédu popisal
a predviedol, ako ju pouzivat. (Ono slavne ,,Myslim, teda som.*, ktoré tieZ pochéddza z tejto knihy,
je ukazkou pouzitia prvého bodu metddy.) V roku 1633 vSak bola inkviziciou odstidena kniha
Galilea Galileitho Dial6g o dvoch najvicsich svetovych sustavach a Descartom to dost otriaslo.
Svoje pojednanie ,.Le Mond“, v ktorom obhajoval Kopernikovo ucenie, sa rozhodol radSej
nepublikovaf a Rozprava o metdde prvykrat vychddza v roku 1637 anonymne.

Sucasne s Rozpravou o metdde Descartes vydava aj tri dodatky, na ktorych pouzitie svojej
metddy ilustruje: Dioptriku, Geometriu a Meteory. A prave druhy z nich sa stal zakladom toho, ¢o
dnes pouzivame pod ndzvom analytickd geometria. Zhrnutie pointy celého dodatku (rozdeleného na
tri Casti) je v prvej vete prvej casti:

Kazdy problém geometrie moZno Tahko redukovaf na tvar, v ktorom znalost diZok
urcitych useciek postacuje pre jeho konStrukciu.

Skratka — namiesto toho, aby sme vymysSlali na kazda konStrukénu tlohu nejaku Specidlnu
fintu, prevedieme ulohu na Ciselny problém. Zistime velkost zadanych objektov, vypocitame si, kde
sa md vysledny objekt nachddzaf a aky ma byt velky a az potom si narysujeme usecky spravnych
di7ok a s ich pomocou skontruujeme a umiestnime vysledok. Na to, aby sa tento pristup dal
uplatnif, bolo nutné ndjst spdosob, akym sa da geometricky scitaf, odcitaf, ndsobif, delif
a odmocnovat. Descartes taky spdsob naSiel a popisal v uvode Geometrie.

Pomocou tohto pristupu sa Descartovi podarilo vyrieSif v tej dobe sldvny Pappov problém,
ktory sa pokisali Tudia riesif uz od antiky’, o samozrejme sposobilo, Ze sa jeho kniha stala medzi
matematikmi vtedajSej doby velmi popularna.

Na zachytenie polohy objektu pouZiva Descartes viacero trikov. A jeden z nich — metdda,
pri ktorej si zvolime dve navzdjom kolmé priamky a polohu bodu ur¢ime tak, ze zistime, ako daleko
je od jednej a od druhej, sa na jeho pocest nazyva kartézska stradnicova sdstava.’

Prvé slova tejto knihy slidZzia ako motto nasho tvodu.

Pappus Alexandijsky Zil v trefom alebo Stvrtom storo¢i n.l. Pappov problém bol takyto: V rovine st dané Styri
priamky p;, p», p; a p.. Néjdite vSetky body X také, Ze sui€in ich vzdialenosti k prvym dvom priamkam je rovnaky,
ako stcin ich vzdialenosti k druhym dvom priamkam.

3 Kartézska preto, lebo latinskd podoba mena René Descartes je Renatus Cartesius.
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Rozprava o metdde aj jej dodatky maju dodnes velky vplyv na tu ¢ast Tudskych aktivit, ktoru
zvykneme nazyvaf veda. Samotnd metdda sa uplatiiuje vo vicSine oblasti vedeckého poznania.
A Descartova Geometria viedla neskor k objavom Isaaca Newtona a Gottfrieda Leibniza na ktorych
stoji takmer celd stcasnd fyzika a podstatna Casf matematiky.

Uloha & 1: Ako sa vdm pozdavaju pravidla Descartove] metody? Ktoré sa vam zda byf
najpodstatnejsie a ktoré najmenej podstatné? Aké pravidlo by ste pridali?

Uloha ¢&. 2: Vymyslite situdciu, v ktorej by sa oplatilo metodu pouzit, napriek tomu, Ze ju Iudia
v danej situdcii pouzivaju zriedkakedy.

Uloha ¢&. 3: Vymyslite situdciu, v ktorej by naozaj nebolo vhodné pouzif Descartovu metédu.

Uloha ¢&. 4: V ktorych vedach je fazké pouzivat Descartovu metédu? V ktorych sa bez toho neda
zaobist?

Uloha ¢&. 5: Ak mite narysované tsecky dizky 1, a a b, ako sa dé narysovaf tsecka, ktord ma

dizku a.b ? Vedeli by ste narysovat tsecku s diZkou % ?



2. kapitola
Obyvatelstvo kartézskej roviny

Spomedzi viacerych moznych spdsobov, ako sa dd urcif poloha bodu v rovine, sme si
vybrali kartézsku suradnicovd sustavu. S tou ste sa uZ niekolkokrét stretli. Je to presne ta
suradnicovd sustava, s ktorej pomocou ste napriklad kreslili grafy funkcii. Této kapitola bude teda
pojedndvaf o zndmych veciach. Napriek tomu si ju pozorne precitajte a vyrieSte zadané ulohy.
Pomdze to vyhnuf sa neskor§$im nedorozumeniam.

Kartézska suradnicovd sustava je ur¢end dvomi na seba kolmymi priamkami. Verni tradicii
ich budeme oznacCovaf ako os x, (td sa zvykne kreslif horizontélne) a os y (to je td druhd —
vertikalna). Ich priesecnik sa nazyva pociatok stradnicovej sustavy.

V rovine budeme pracovat s dvoma typmi objektov. Prvym z nich su body. Su to naSi stari
znami z geometrie, su z nich poskladané vsetky geometrické utvary. Polohu kazdého bodu budeme
urcovaf jeho suradnicami — dvojicou Cisel, ktoré ziskame tak, Ze z bodu spravime kolmice na obe
osi a odmeriame, ako daleko od pociatku suradnicovej sustavy boli osi prefaté. Na obrazku 3 to
vidite naznaCené pri bode A . Prvd (teda x-ova) suradnica bude vzdialenost priesecnika s osou x
od pociatku, pricom ak je priesecnik vlavo od pociatku, ddme stradnici znamienko minus a ak je
vpravo od pociatku, ddme znamienko plus. Druha suradnica (y-ovd) hovori o tom, ako daleko od
pociatku bola prefatd os y, pricom ak je priesecnik pod pociatkom, bude suradnica zadporna a ak je
nad pociatkom, bude kladnd. Obe suradnice zapiSeme do hranatych zatvoriek (podla nich budeme
rozliSovat, Ze sa jednd o bod) a medzi ne ddme bodkociarku (keby sme tam dali iba ciarku, plietla
by sa ndm s desatinnou ¢iarkou).

AY
¢ D [0;5]
e C[-72:3] ] R R TA [4:3]
| ! X
*F-6:0] 0[0;0] 4 "
L J
E [-7;-4] ® B[1,5;-45]
Obrézok 2: Body

Na obrdzku 3 mozete vidief viacero bodov spolu s ich sdradnicami. Pociatok (ktory ma
sdradnice [0;0]) je tradi¢ne oznaceny pismenom O .

Uloha 1: Ktory bod na obrazku 8 ma suradnice uvedené nespravne?

Vyhodou suradnic je to, Ze z nich je mozné zase naspif urcif, o aky bod ide. Ak niekto
potrebuje zistif, kde je bod so stradnicami [4;3], narysuje kolmicu na os x vo vzdialenosti 4 od
pociatku smerom doprava a kolmicu na os y vo vzdialenosti 3 od pociatku smerom nahor a tam,
kde sa mu tie kolmice pretnu, ndjde vysledny bod (prekvapivo bod A).



Uloha 2: Na obrdzku 2 zistite siradnice bodov W , X, Y a Z.Zakreslite do neho body P|4;2],
Q[-1;4], R[—2,5;-4,5] a S[V2+2;2m—10] . (Kalkulatka je povolena.)
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Obrézok 3: Uloha 2.

Druhym typom obyvatelov kartézskej roviny su vektory. Vektor si mozete predstavit ako
Sipku, na ktorej nie je dolezité, kde zacina, ale podstatné je iba to, akd je velkd a ktorym smerom
ukazuje. Na obrazku 4 mozete vidief ten isty vektor u zakresleny Siestimi rdznymi sposobmi.
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Obrazok 4: Vektor

Vektory sa tiez daju zapisaf s pomocou suradnic. Pri vektoroch vSak suradnice na rozdiel od
bodov neoznacuju polohu, pretoze td mdze byt fubovolnd. V tomto pripade hovoria o tom, o kolko
sa suradnice bodu, v ktorom vektor kondi liSia od suradnic bodu, v ktorom zacal. Tento rozdiel je
rovnaky, nech vektor umiestnite kamkolvek. Ked sa pozriete na obrazok 4, vidite, Ze koncovy bod
kazdého vektora je o 4 vpravo a o 2 hore od zac¢iato¢ného. Vektor i md teda sdradnice (4;2).
Suradnice vektorov piSeme do okruhlych zatvoriek, aby sme ich vedeli rozoznat od bodov.

KedZe je rozdiel medzi zaciatocnym a koncovym bodom vektora vzdy rovnaky a nezalezi na
tom, kam ho umiestnime, ni¢ ndm nebrdni zaciatok vektora umiestnif do pociatku suradnicovej
sustavy. A suradnice bodu, v ktorom bude vektor koncif, budud rovnaké, ako suradnice vektora (az
na tie zatvorky). Na obrazku 4 mdzete vidiet, Ze vektor u, ktory zacina v pociatku, kon¢i presne
v bode [4;2].

Pri bodoch urcovalo znamienko prvej suradnice, ¢i je bod vlavo alebo vpravo od osi x a
znamienko druhej stradnice hovorilo o tom, ¢i je bod pod osou y, alebo nad fiou. Aj pri vektoroch



to funguje podobne. Ak vektor konci vpravo od svojho zaciatku, prva suradnica bude kladna, ak
vlavo, bude zdpornd. Ak vektor konci nad svojim zaciatkom, druhd suradnica bude kladnd a ak pod
nim, bude zdpornd. Niekolko vektorov s ich suradnicami mdzete vidief na obrazku 5. Su vSetky
suradnice uvedené spravne?
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Obrdzok 5: Vektory a znamienka siradnic

Uloha 3: Na obrazku 6 zistite sdradnice vektorov a , b a ¢. Zakreslite do neho vektory
u(—2;-5), v(-4;6), w(52;-1,5) a 11(0;0).
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Obrézok 6: Uloha &. 3

Vektory a body spolu suvisia nasledujucim spdsobom. Ak k bodu pripoc¢itame vektor,
vysledok bude bod. A to konkrétne ten, v ktorom by pripocitavany vektor koncil, keby ste jeho
zaciatok umiestnili do bodu, ku ktorému vektor pripocitavate. Na obrazku 7 mdzete vidiet, ako to
bude vyzeraf, ked k bodu A[1;2] pripo&itame vektor V(6;2). Vysledkom bude bod B.
Zaujimavé na tom je, Ze na to, aby sme zistili suradnice bodu B, nie je vObec potrebné si obrazok
kreslif. Sta¢i k x-ovej suradnici bodu A pripocitaf x-ovu siradnicu vektora v a k y-ovej stradnici



bodu A pripo¢ital y-ovd sdradnicu vektora V. MoZete si overif, 7e bod B bude maf
stradnice [7;4].

Ak od zdpisu A+v=B od¢itame od oboch stran A, dostaneme zapis v=B—A. Ak
chceme teda opisaf vektor, ktory ide z bodu A do bodu B, mdzeme pouzif zapis B— A . Opif je

pekné, Ze to funguje aj po suradniciach. Keby sme nepoznali siradnice vektora v, mohli by sme
ich vypocitat ako |7;4|—[1;2]=(6;2).

AY

\E

Obrazok 7: Bod plus vektor

Uloha 4: Nech d, b a ¢ s vektory z tilohy 3. Co dostanete, ked’k bodu M|[—1;—2] pripoéitate
vektor @, k vysledku pripocitate vektor p a k tomu, ¢o vyjde, pripo&itate vektor ¢ ?
Aky objekt je vlastne vysledkom tejto ulohy? Bod, vektor, lomend ciara alebo
trojuholnik? (RieSenie tejto a nasledujucej ulohy si mozZete naértnuf do obrazka 7.)

Uloha 5: Aké si sdradnice vektora, ktory vedie z bodu P[—2;5| do bodu Q[5;—2]? Ked to
vypocitate, tak si to pofom aj nakreslite a overte, ¢i vam to vyslo spravne.

Vektory, okrem toho, Ze ich mdzete pripocitat k bodom, Ziji aj svojim vlastnym Zivotom.
Mbozete ich spolu séitavat, od¢itavat a moZete ich nasobif ¢islami.
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Obrazok 8: Sucet vektorov

Vektory sa sCitavaju tak, Ze tam, kde konCi prvy z nich, presuniete zaciatok druhého
a vysledny vektor pojde od zaCiatku prvého na koniec druhého. Ukdzku moZete vidiet na obrazku 8.
Opiit to funguje tak, Ze moZete s¢itavaf jednotlivé stiradnice a vyjde to. t(5;—2)+Vv(1;4)=(6;2)

Uloha 6: AKky je stcet vektorov d, p a ¢ z tlohy 3? Ako to mdZe zjednodusif rieSenie tlohy 4?
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Uloha 7: Co sa stane, ak budete s¢itavat vektory v opaénom poradi, teda ak zaciatok prvého vektora
pripojite na koniec druhého? Dostanete to isté, ako ked’ vektory scitate v povodnom
poradi? Alebo inak povedané — ak mate dva vektory u a v, bude vektor u+V taky isty,
ako vektor v+u ?

Ked vektor vynasobite &islom k, dostanete vektor, ktorého dizka bude k -ndsobok dizky
povodného vektora a ktorého smer bude bud rovnaky, ako smer povodného vektora (ak bolo k
kladné), alebo presne opacny (ak bolo k zaporné).

Ako mozete vidief na obrazku 9, opdf moZeme vypocitaf suradnice bez toho, aby sme si
museli kreslif obrazok. Stvorndsobok vektora 1i(2;1) je vektor (8;4).

A

\£

Obrazok 9: Nasobenie vektora ¢islom

Uloha 8: Z bodu [—3;2] sa potrebujete dostat do bodu [5;5], pricom sa mdZete pohybovat iba

v smere vektora (2;—1) alebo v smere vektora (1;3). Kolkondsobok prvého
a kolkondsobok druhého vektora musite k prvému bodu pripocitat, aby ste sa dostali do
druhého bodu? (Pokojne kreslite do obrazku 9.)

Uloha 9: Nijdite také &isla m a n, aby platilo [~3;2]+m(2;—1)+n(1;3)=[5;5]

Uloha 10: Co majii spolo¢né tiloha 8 a tiloha 9?

11



Priesecnik kolmice
$ 0S0U X
je vlavo od po&iatku ™ 7
vo vzdialenosti 7 ;,/ ~
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Obrazok 10: Obrazkové zhrnutie
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3. kapitola
Rally Monte Carlo

Rally Monte Carlo je automobilova sufaz, ktord kazdorocne v janudri poriada Monacky
automobilovy klub. Prvy ro¢nik sa uskutocnil v roku 1911. Touto sufazou je inSpirovana aj hra,
ktorej pravidl4 budu vysvetlené v tejto kapitole. Hra samozrejme stvisi s bodmi a vektormi (¢o jej
hraci nasfastie vacSinou vobec netuSia) a napriek svojim jednoduchym pravidldm do velkej miery
odriza fyzikdlnu realitu toho, €o sa pri automobilovych pretekoch deje.

Hra sa hrd na Stvor¢ekovom papieri. Hra¢ s najvacSim vytvarnym vkusom nafn nakresli
zavodnu drédhu, ktord by mala odrdzat povahu rally — mala by maf useky so zédkrutami aj rovnejSie
useky, Siroké cesty aj uzsie cestiCcky. Ak medzi hra¢mi nikto s vytvarnym vkusom nie je, je mozné
pouzif aj hraci plan z obrazku 27.

Hraci zacinaju v poradi od najmladSieho. Kazdy hra¢ si na Startovej Ciare zvoli polohu
svojho vozidla. Dve vozidl4 sa nemdzu sucasne nachddzaf na tom istom mieste. Kazdé vozidlo sa
po kazdom fahu hra¢a musi nachddzaf na mrezovom bode Stvorcekove;j siete.

Ako pravdepodobne viete, ked je auto v pohybe, mdzete menif jeho smer aj rychlost, ale iba
v istych medziach. Napriklad spomalif behom jednej sekundy z 90 km/h na nulu méze byt velmi
nezdravé. ESte nezdravSie by bolo, keby malo auto nadalej rychlost 90 km/h, ale pocas jedne;j
sekundy by zmenilo smer na opacny. Rychlost je totiz ur¢end vektorom. A ak bol ten vektor
povodne (90;0), po zmene smeru by bol (—90;0) . Auto by sice iSlo rychlosfou, ktord by bola
rovnako velkd, ako predtym, ale vektor rychlosti by sa zmenil o (—180;0) a takdto zmenu by
posadka prezivala dvakrat silnejSie, ako keby auto jednoducho naburalo, pretoze vtedy by sa vektor
rychlosti zmenil iba o (—90;0) .

Aj v hre Rally Monte Carlo bude rychlost auta dana vektorom. Tento vektor pdjde z bodu,
v ktorom sa auto nachddzalo v predoSlom fahu, do bodu, v ktorom sa nachddza teraz. Ked sa
pozriete na obrazok 11, vidite, Ze v poslednom fahu sa auto posunulo z bodu €. 5 do bodu €. 6, teda
rychlost bude (4;2). Vzhladom na to, Ze rychlost sa velmi menif nemoze, po dalsom fahu sa auto
bude nachadzat niekde blizko miesta, do ktorého sa dostanete, ked k aktudlnej polohe (teda k bodu
¢. 6) pripocitate vektor rychlosti. Po dalSom fahu by sa teda malo nachadzaf niekde blizko miesta,
ktoré je na obrdazku oznacené preruSovanou Sipkou.

XXX
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Obrézok 11: Dalsi tah

Rychlost sa ale naStastie trochu menif moze. (Keby to tak nebolo, auto by iSlo stile rovno
dopredu, az kym by nenarazilo.) Kazdu suradnicu vektora rychlosti mdézete vSak zmenif maximalne
o 1. MobZete (ale nemusite) zmenif obe siradnice naraz a kazdud z nich modZete zvicsit, zmensif alebo
nechat tak nezdvisle od druhej. To znamen4, Ze v dalSom fahu nemusite skoncif presne v tom bode,
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ktory dostanete, ked' k predoSlej pozicii pripocitate predosld rychlost, ale mdZete si vybraf niektory
z okolitych bodov. Na obrdzku 11, si miesta, do ktorych mdZe hra¢ potiahnut, oznacené krizikom.

Pocas hry treba dodrZiavat nasledujice pravidla:

Rychlost auta na $tarte je (0;0) — v prvom fahu sa teda hra¢i pohnt rovno alebo $ikmo iba
o jedno policko.

Hraci sa v fahoch striedaju, snazia sa nenarazif do iného auta, nevyletief z drdhy a pritom ¢o
najrychlejSie prejst ur€ent trasu.

Ak hrac¢ pocas svojho fahu havaruje — teda ak

o prejde cez hranicu drahy

o alebo prejde presne cez miesto, kde sa prave nachidza iné auto

o alebo na takom mieste, kde sa nachadza iné auto, skon¢i

musi si daf technicku prestavku na opravu, teda dva tahy vynechd. Potom pokracuje z miesta
havérie, alebo ak ku havérii nedo§lo v mreZovom bode, tak z mrezového bodu, ktory sa
nachddza na drdhe a ktory je k miestu havdrie najblizSie. Havarované auto znovu zacina
s nulovou rychlostou. Auto si nesmie havdriou drdhu skratit a preburaf sa z jednej Casti
drdhy do inej — znovu zacina vZdy na tej strane drdhy, na ktorej z nej vySlo. Autu, do
ktorého narazili, sa Ziadna Skoda nedeje. Ked auto skon¢i presne na hranici drdhy, ale
nepretne ju, nepokladd sa to za havariu. Sporné pripady riesi rozhodca.

Hra¢ moze prejst cez miesto, kde uz predtym niekto stdl, alebo na takom mieste zastavit, ak
je uz doty¢ny niekde inde.

Vitazom je ten hra¢, ktory prvy dorazi do cierla.

Jedno z moZnych zahdjeni hry moZe vyzerat takto:

~ ~ ~
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\

Obrazok 12: 1. tah Obrazok 13: 2. fah Obrazok 14: 3. tah
Na obrazku 12 umiestnil na Start svoje vozidlo prvy hrd¢ a na obrdzku 13 druhy hrac. Na

obrdzku 14 sa prvy hra¢ ide so svojim autom pohnit. KedZe jeho pociato&nd rychlost je (0,0),
mdZe sa pohnif iba niekam do okolia svojej aktudlnej pozicie. Miesta, ktoré pripadaji do uvahy st
oznacené kriZzikmi. Ak by sa ale pohol na dolny kriZik, havaroval by, lebo sa tam nachddza auto
druhého hrica. Prvy hrac sa rozhodol, Ze sa posunie dopredu.

~ ~ ~
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Obrazok 15: 4. fah Obrazok 16: 5. fah Obrazok 17: 6. fah
V Stvrtom fahu sa hybe druhy hra¢. KedZe ma nulovu rychlost, opif sa mdZe pohnit hocikde

do okolia svojej pozicie. Ak ale nechce havarovat, nemal by sa pohnif o vektor (1;1).

A opif je na fahu prvy hra¢. KedZe sa uz pohybuje, v dalSom fahu sa musi nachddzat niekde

na okoli bodu oznaeného malou preruSovanou S$ipkou, ktord predstavuje vektor jeho rychlosti
v predo§lom fahu. Hr4¢ chce jednak zrychlif, jednak zablokovat druhého hrdca a vytvorif si
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dostato¢ny ndbeh na vstup do zdkruty. Posunie sa teda o vektor (2;—1). (Jeho predosla rychlost
bola (1;0) a tito novd sa od nej v kazdej sdradnici 1isi prave o 1 — prvd stradnica sa zvicsila,
druha zmensila.)

Na obrazku 17 vidite dal$i fah druhého hraca. Musi sa posunuf do niektorého bodu
oznaceného krizikom a kedZe mu v priamom postupe brani prvy hra¢, uhne smerom nahor.
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Obrazok 19: 8. tah Obrazok 20: 9. tah

Obrz’lzoi 1>E<§: 7>< tah

Vo svojom dalSom fahu (obrazky 18 a 19) obaja hraci vyrovnaju smer a eSte zrychlia.

A opif je na tahu prvy hrac€. Jeho fah moZete vidief na obrazku 20. Zmeni smer, aby mohol
vojst do zdkruty, ale spravi chybu a nezniZi rychlost, ¢o v dalSom fahu trpko olutuje.
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Obrazok 21: 10. tah Obrazok 22: 11. tah Obrazok 23: 12. tah

Druhy hra¢ vo svojom dalSom fahu (obrdzok 21) zmeni smer aj spomali. Prvy hrd¢ havaruje
(obrdzok 16), pretoZe pri rychlosti, ktord m4, to uz nestihne ubrzdif. Miesto havdrie voli tak, aby
potom za¢inal ¢o najdalej. Na obrazku 15 prvy hra¢ voli rychlost (1;2), ¢o mdZe byt rizikové
vzhladom na sdradnicu y, ale pri troche $tastia sa mu mdze podarif zdkrutu zvladnut.
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Obrazok 24: 13. tah Obrazok 25: 14. tah Obrazok 26: 15. tah

Prvy hrac¢ prvykrat stoji, takze opif ide druhy. M4 jedind moZnost, na ktord mdZe potiahnut,
aby nevyletel z drdhy. Musi ale velmi zniZif rychlost. Prvy hrd¢ stoji druhykrit a znovu ide prvy.
Opidf ma len jednu moZnost. Napriek tomu, Ze ma stdle mald rychlost, zdkrutu tesne vybral a m4
dobry smer.

Konec¢ne je na tahu znova prvy hra€. Nevedia sa s druhym dohodnuit, ¢i je mreZovy bod, pri
ktorom vyletel z drdhy eSte sucasfou drahy, alebo mimo nej (obrdzok 22) a tak volaji rozhodcu,
ktory rozhodne, Ze bod je sice tesne, ale mimo drihy. Prvy hrd¢ teda zac¢ina na najbliZSom
mrezovom bode, ktory v drdhe je a kedZe predosld rychlost je (0;0), mdZe sa posunif iba do
okolia poc¢iato¢ného bodu.

Napriek havdrii si momentdlne obaja hraci priblizne rovnako daleko. Na fahu je ale druhy
hra¢ a prvy prisiel o pozi¢nu vyhodu.

Hra pokracuje, aZ kym sa niekto nedostane do ciela. Prajeme prijemnu zdbavu.

15



Obrazok 27: Rally Monte Carlo

16



4. kapitola
AKko sa veci hybu

V predoslej kapitole sme vektory pouzivali na vyjadrenie rychlosti. Na prvy pohlad sa méze
zdat, Ze ide len o hru. Rychlost bola predsa vzdy ¢islo — napriklad 53,5km/h alebo 12m/s —
akeby ste sa napriklad v policajnej spriave stretli so zdznamom, Ze auto iSlo rychlosfou
(45;40)km/h , asi by to posobilo zvlastnym dojmom.

V skutocnosti je ale to, Ze ste si zvykli na rychlosti, ktoré boli uréené iba jednym cCislom
dané tym, Ze vSetky tulohy, ktoré ste doteraz rieSili, sa zaoberali iba pohybom dopredu a dozadu.
V Rally Monte Carlo je vSak mozné pohybovaf sa viacerymi smermi. A na popis rychlosti zrazu
prestala jedna suradnica stacif.

S takouto vektorovou rychlostou sa déa pocitaf rovnako ako s klasickou ¢iselnou. Predstavte
si, Ze ste klingonsk4 hliadka®, ktord prave pozoruje prelet kozmickej lode Enterprise okolo vésho
stanovista. V Case t=0s bola poloha lode A,=[102500;1007500] (stradnice si udavané
v kilometroch) a rychlost v=(14700;—-23500)km/s. Lod letela s vypnutymi motormi,
¢o znamend, Ze jej rychlosf sa nemenila. Ked chcu Klingoni vypocitat, kde sa bude Enterprise
nachddzaf v Case t=15s, mozu si vypocitaf drahu, ktoru za tych 15 sekiind prejde podla klasického
vzorceka

s=v.t
Tato draha bude ale zase vektor, konkrétne

$=(14700;—23500).15=(220500 ;—352500)

Ak neverite, overte si to na kalkulacke. Ked tento vektor pripocitate k pociatocnej polohe
kozmickej lode, dostanete jej aktudlnu polohu

A=A tvit=
=[102500; 1007500 |+ (220500 ; —352500)=[323 000 ; 655000 |

Uloha 1: Akd bude poloha lode Enterprise v Case t=25s? Aké boli suradnice lode v cCase
t=—10s ? (Neratajte to na prstoch a pouzite kalkulacku, inak to za tych 25 sekund
vypocitaf nestihnete!)

4 Klingoni su zdkernd mimozemska rasa zo Star Treku.
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Podme sa teraz na rovnaku ulohu pozrief z geometrickej stranky. PouZijeme trochu mensie
&isla, aby sa to lepsie kreslilo a kvdli jednoduchosti nebudeme uvédzat dizkové miery, ale princip
ostane ten isty. Na obrazku 28 mate nakresleny bod A, , v ktorom sa kozmickd lod’ nachddza v Case
t=0s avektor v, ktory urCuje, ako rychlo sa pohybuje, teda o kolko sa zmeni jej poloha za jednu
sekundu.

Uloha 2: Do obrazku 1 dokreslite bod A, , v ktorom sa bude kozmicka lod’ nachadzaf v Case
t=2s, bod A,, v ktorom bude kozmickd lod v ¢ase t=1s, bod A_,, v ktorom bola
kozmickd lod v ¢ase t=—1s abody Az, Ay, Ags. Age a Ayy, ktoré opisuji jej
pohyb od tretej do siedmej desatiny sekundy s intervalom desatiny sekundy. (V tejto

s vr

ulohe mozete, ale nemusite pouZif kalkulacku. Ak suradnice nevyjdu celé Cisla, polohu
odhadnite.)

AY

<4

\£&

Obrazok 28: Pohybujtci sa bod

Ak vam dréha kozmickej lode, pripomina prvy Newtonov zdkon, ktory hovori nieo v tom
zmysle, Ze ak na teleso nepdsobi Ziadna sila, tak bud stoji, alebo sa pohybuje rovnomerne
priamociaro, nie je to ndhoda. Ak ste sa nepomylili, v§etky body drahy kozmickej lode, ktoré ste
prave nakreslili, by sa mali nachddzaf na jednej priamke.

Z ulohy 2 plynu dve poucenia. Prvé je to, Ze ak potrebujeme s pomocou suradnic zapisaf
priamku, mdZeme to spravif tak, Ze si vyberieme niektory jej bod a k nemu budeme pripocitavat
vSetky mozné ndsobky vektora, ktory ukazuje spravnym smerom. Matematicky spravne sa to zapiSe
takto:

p:A,+t.v; teR

Znamena to, Ze priamka p vznikne tak, Ze sa k bodu A, budu pripocitavat t-nasobky
vektora v. To telR sa ¢ita ,,t patri do R* a znamena to, Ze za t treba dosadif naozaj vsetky
reédlne cisla, aby ste dostali celd priamku, a nie len niektoré jej body, ako v ulohe 2. Tuto vec si
zatial ulozte do pamate, bude sa vam hodit, ked budeme hovorif o priamkach podrobnejSie.

Druhé poucenie, ktoré z ulohy 2 plynie je také, zZe ak chcete maf drdhu, ktora bude
zaujimavejsia, ako priamka, musite rychlost menif. A ako uz napovedal prvy Newtonov zdkon, ak
chcete, aby sa rychlost menila, musi na teleso posobif sila.
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Zacnime silou, s ktorou ma vicsina Iudi doverné skiisenosti — s gravitadciou. T4 mé ta peknu
vlastnost, Ze kazdu sekundu zmeni vektor rychlosti kazdého telesa, ktoré nie je nieCim podopreté o
vektor (0;—10)°. Je zvl4stne, Ze pri tom nezdleZi na tom, ¢i sa jednd o tenisovi lopticku alebo
o Cinku, vSetko zrychluje rovnako. Na tento zarazajici fakt priSiel Galileo Galilei. Galileo to
testoval tak, Ze zo Sikmej veze v Pise hddzal na zem rozlicné predmety a meral, ako dlho im bude
trvaf, kym dopadnu. KedZe vtedy eSte neboli hodiny, s pomocou ktorych by sa dali meraf kratke
¢asové useky, ako c¢asomieru pouzival vlastny tep. Nasledujuca tloha bude venovana prave jemu.
Skuste ju rieSif bez toho, aby ste si spominali na vzorce, ktoré vis ucili na fyzike a pouzif iba
vektory (podobne, ako rally Monte Carlo) a informdciu, ktoru ste o graviticii dostali v tomto
odstavci. Mdte tak Sancu jednak prist na to, ako boli fyzikalne vzorce, ktoré vés ucili, vymyslené,
jednak najst metddu, ktord sa bude daf pouzif aj v celkom inych situdciach, nez je ta z tlohy.

Uloha 3: Sikmé veZa v Pise je vysoka 55,8 metra, najvysSie poschodie so zvonmi je vSak uZSie
azjeho strechy nevidief kolmo na zem. Predpokladajme, Ze Galileo stil na
predposlednom poschodi a bol asi 50 metrov nad zemou. Ak z tejto vySky pustil dole
vajce, za aky Cas dopadlo na zem?

5 Ono to nie je tplne presne desaf. Na hladine mora na 45,5° zemepisnej 3irky je to asi 9,8. Cim vysiie idete, tym
bude graviticia (a tym pddom aj zmena rychlosti) slabSia. Na rovniku bude graviticia slabSia kvoli vicsej
odstredivej sile pri roticii Zeme. (Prave to je dovod, preco sa kozmodrémy stavaji ¢o najblizsie pri rovniku.)
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Jeden z moZnych pristupov k ulohe 3 je takyto: V kaZdej sekunde zistime najskor novi
rychlost, potom novid polohu vajca. A rychlost budeme menif podobnym spdsobom ako v rally
Monte Carlo. KedZe na zaciatku bola rychlost 0, po prvej sekunde bude 10 metrov za sekundu. Za
prvu sekundu vajce teda preleti 10 metrov (pozrite obrdzok 29). Po druhej sekunde bude rychlost 20
metrov za sekundu a vajce teda preleti dalSich 20 metrov (obrdzok 4). Po tretej sekunde bude
rychlost 30 metrov za sekundu. KedZe ma vajce ale preletief uz len 20 metrov, zaberie mu to z tej
poslednej sekundy len asi 0,7 s . Dohromady teda vajce poleti 2,7 sekundy.
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Obrazok 29: Pad — 1. sekunda Obrazok 30: Pad — 2. sekunda Obrazok 31: Pad — 3. sekunda

Predosly vypocet na prvy pohlad posobi celkom déveryhodnym dojmom. Funguje to velmi
podobne, ako rally Monte Carlo. Problém je ale v tom, Ze keby ste to vajce naozaj hodili
z patdesiatmetrovej vysky, tak poleti nie 2,7 sekundy, ale asi 3,2 sekundy. Na jednej strane —
pomylili sme sa len o pol sekundy a to je celkom dobry vysledok. Ale na druhd stranu, niekde tam
chyba byt musi.

Chyba je samozrejme v spdsobe, akym sme to pocitali. To, Ze vajce bude mat na konci prvej
sekundy rychlost 10 metrov za sekundu neznamend, Ze takito rychlost malo pocas celej prvej
sekundy. Na zaciatku prvej sekundy bola predsa rychlost nula. Skratka vicSinu Casu sme vajcu
pripisali vi&siu rychlost, neZ v skutoénosti malo. Ziaden div, Ze ndm vysiel krat$i ¢as, neZ mal.

Ako sa da naS vypocet vylepsit? St dve mozZnosti. Prva je, Ze sa skisime pomylif na druhd
stranu — v kazdej sekunde pripiSeme vajcu menSiu alebo rovnaki rychlost, nez ma v skuto¢nosti
a pozrieme sa, aky ¢as dostaneme v tomto pripade. Ak je teda rychlost na zaciatku prvej sekundy
nula, budeme pocitat, Ze sa vajce pocas tejto sekundy vdbec nepohlo. Na zaciatku druhej sekundy je
rychlost 10, vajce pocas nej teda preleti 10 metrov. Na zaciatku tretej sekundy je rychlost 20, vajce
preleti dal§ich 20 metrov. Na zaciatku stvrtej sekundy je rychlost 30, zvy$nych dvadsat metrov bude
vajcu trvaf asi 0,7 sekundy. Dohromady 3,7 sekundy.

ZarucCene teda vieme, Ze vajce padalo viac ako 2,7 sekundy (lebo vtedy sme rychlost
precenili), ale menej ako 3,7 sekundy (lebo pri tomto druhom spdsobe sme rychlost podhodnotili).
Spravna hodnota leZi zhodou okolnosti priblizne v strede tohto intervalu.

Druhd moznost, ako spresnif nds vysledok, je pocitaf s menSimi Casovymi dsekmi. Ak by
sme nepocitali aktudlnu rychlost a polohu kazdud sekundu, ale ¢astejSie, neurobili by sme takd velkd
chybu.
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Uloha 4: Vypocitajte dobu padu vajca, ak sa rychlost aj poloha menia kazdu pol sekundu.® Vzdy vo
dvojici jeden pocitajte sposobom ,,pocas danej polsekundy berieme do uvahy najvicsiu
dosiahnutu rychlost® a druhy spdosobom ,,pocas danej polsekundy berieme do uvahy
najmensiu dosiahnutu rychlost“. Ak potrebujete, mozete si kreslit do obrazkov 29 az 30
alebo pocitaf na prazdne miesto na tejto strdnke. Ak si niekto trifate, mozZete vypocitat,

ako vyjde doba padu vajca, ak sa nova rychlost a poloha bude pocitaf kazdu desatinu
sekundy.

6 Zaciatok vypoctu v pripade, Ze berieme do dvahy najvacsSiu dosiahnutd rychlost by mohol vyzeraf takto: Rychlost
vajca sa zmeni o vektor (0;—10) za sekundu, tym padom sa kazdd polsekundu zmeni o (0;-5). Po prvej polsekunde
bude teda rychlost 5 m/s. Ak vajce bude padat touto rychlosfou pol sekundy, preleti drdhu s =v.¢tr=5.0,5=2,5
metra. Po druhej polsekunde bude rychlost 10 m/s. PoCas druhej polsekundy vajce preleti drédhu s=v .t =10.0,5 =
5 metrov atd. Pocas prvej sekundy teda preletelo vajce dokopy 7,5 metra. Ked' sa takto dostanete cez 50 metrov,
vypocet ukoncite. Ak ste sa nezastavili presne na drovni zeme, kvoli viacSej presnosti vypocitajte, ako dlho z tej
poslednej polsekundy vajce este letelo.
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Kym sme sa pustili do rozprdvania o Galileovi a Sikmej vezi v Pise, slubovali sme, Zze budu
aj zaujimavejSie drahy ako priamky. No ale to vajce padalo kolmo nadol, teda opif po priamke — aj
ked aspol to uZz nebol rovnomerny priamociary pohyb. Nedalo by sa vymyslief aj nejaku
zaujimavejSiu drahu?

Dalo. Staci vajce vyhodif zo zeme Sikmo hore. Na obrazku 7 mate suradnicovu sustavu
s mriezkou po 10 metroch a v jej pociatku vajce, ktoré bolo vyhodené Sikmo hore rychlostou

(20;40)m/s . Akondhle sa odpiita od zeme, zacne jeho rychlost ovplyviiovaf gravitdcia — pocas
kazdej sekundy sa rychlost vajca zmeni o (0;—10)m/s. Dalej stadi postupovat rovnako, ako
v pripade Sikmej veze ¢i rally Monte Carlo.

Uloha 5: Dokreslite do obrizka 7 drahu hodeného vajca. Novu polohu a rychlost pocitajte raz za
sekundu. Ako dlho vajce poleti? Ako daleko dopadne?

Uloha 6: Ako sa zmenia vysledky, ak pre kazdu sekundu (vCitane prvej) vypocitate najprv novu

rychlost a az potom novu polohu? Po prvej sekunde sa teda vajce nebude nachddzaf na
sdradniciach [20;40], ale na stradniciach [20;30]".

Uloha 7: Ako by ste po vyrieSeni uloh 5 a 6 ¢o najlepsie vedeli odhadnuf presny vysledok?

Obrazok 32: Sikmy hod

7 'V bode [0;0] bola rychlost (20;40). Najprv sme ju zmenili — pripocitali sme k nej vektor (0;—10) — a vyslednd
rychlost (20;30) sme pripocitali k bodu [0;0].
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5. kapitola
Ako sa hybu planéty

Sposob, s pomocou ktorého sme v predoslej kapitole pocitali pohyb hodeného vajca sa da
pouzif aj v inych situdciach (ako naznacuje aj nadpis tejto kapitoly). Na to, aby sme ho mohli
uspesne pouzivat, sa ale musime eSte nejaké veci naucit.

Prvi vec, ktord budeme potrebovat, je urCovanie velkosti vektora. O aute je totiZz mozZné
tvrdif, Ze md rychlost (45;40)km/h , ale ak by sme chceli urcit jeho spotrebu po hodinovej jazde,
alebo by sme chceli zistit, ¢i prekro¢ilo maximalnu povolenu rychlost v obci, nepotrebujeme vediet,
aka je jeho rychlost v smere jednotlivych osi, ale akd je jeho rychlost smerom dopredu. Poznat
velkost vektora sa moze hodif aj vtedy, ked potrebujeme zistif, ako su nejaké dva body od seba
daleko alebo vtedy, ked potrebujeme vektor, ktory bude mat uréeny smer, ale velkost mu budeme
chcief upravit.

Na zisfovanie diZky vektora sa pouZiva stara dobrd Pytagorova veta. T4 hovori, Ze ked nad
stranami pravouhlého trojuholnika nakreslime Stvorce, tak obsah toho najvicSieho bude stuctom
obsahov tych dvoch menSich. Ak si oznaCime dve kratSie strany pri pravom uhle (odvesny) ako a
a b a dlhSiu stranu oproti pravému uhlu (preponu) ako c, Pytagorova veta sa da zapisaf aj vo
forme a*+b*=c*. Z vektora a jeho dvoch stiradnic v§ak mdéZeme vyrobif pravouhly trojuholnik
kedykolvek spdsobom, ktory vidite na obriazku 33 a to je presne to, ¢o na urlenie dizky
potrebujeme.

Na obrizku vidite vektor (5;2). Spolu s tse¢kou dizky 5 rovnobeZnou s osou x
a s tise¢kou dizky 2 rovnobeZnou s osou y tvoria pravouhly trojuholnik. Ak budeme di7ku vektora
v oznacovaf V|, potom podla Pytagorovej vety musi platif

[v[}=2°+5°=4+25=29

a teda

[v|=29~5,3851648 *

29

<}

}24

25

Obrézok 33: Dizka vektora

Rovnako sa d4 pre Tubovolny vektor Ti=(x;y) ukdazaf, 7e jeho dizka bude i]=Vx’+y*.

8 To = sa cita ,priblizne sa rovna“. Odmocnina z 29 m4 nekone¢ny desatinny rozvoj a keby sme ju chceli uviest
presne, vyplnila by zvySok tejto knihy a ani to by nestacilo, takZze uvddzame iba prvych sedem cifier za desatinnou
¢iarkou. Keby sme povedali ,,ten vektor je o kisok kratsi, ako péf a pol®, splnilo by to ucel tiez.
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Uloha 1: Zistite velkost vektorov ti=(—4;3), v=(3;—1) a w=(—2;-2). Zapiite to aj ako
odmocniny (to je uzitocné v situdciach, ked potrebujete pocitaf presne), aj vypocitajte,
kolko to je, na kalkulacke (to je uzito¢né vtedy, ked potrebujete vediet, kolko to je).

Uloha 2: Ak iglo auto rychlostou (45;40)km/h , i§lo rychlejsie, ako 50km/h ? I§lo rychlejsie ako
60km/h?

Predstavte si, Ze potrebujete ndjst vektor, ktory md rovnaky smer, ako vektor d=(4;7) , ale
mé dizku presne 10. Ako sa to dd spravif? Vektor @ ma dizku la|=+ 4%+ 7°=\/65 . Tak ho touto
di7kou vydefme. Vektor

1 G= 4 7
V65 |V65 V65
bude maf rovnaky smer a dizku 1. Ked tento vektor vyndsobime desiatimi, jeho smer sa stile
nezmeni, ale bude mat dizku 10. Hladany vektor je teda

10 ._[ 40 70
d=|-—= ;= |~(4,961389;8,682431
V65 (V65 JGS) ( )

Uloha 3: Nijdite taky nasobok vektora ¢=(2;1), ktory ma dizku 5. Ndjdite taky ndsobok vektora
H:(l; 1), ktory ma di7ku 1. Vysledky znova napiite aj v odmocninovom tvare, aj na
kalkulacke vypocitajte, kolko to priblizne bude.
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Dal3ia vec, ktord budete potrebovat vediet, je pouZivanie tabulkového kalkuldtora.’ Velmi
zjednodusene povedané, tabulkovy kalkulator je program, ktory md pracovnu plochu rozdelenu na
jednotlivé bunky, do ktorych mdzete zapisovat bud’ ¢isla, alebo vzorce, s pomocou ktorych sa Cisla
v bunkich vypocitaju. Na obrazku 34 mozete vidief ukazku takého kalkuldtora. Su v fiom zatial
vyplnené len dve bunky. V bunke Al je zapisand hodnota 1 a v bunke C1 hodnota 2. Bunka C1 je
momentélne aktivna, ¢o mdZete vidiet podla toho, e riadok 1 a stipec C si farebne vyznacené,
podla toho, Ze je okolo bunky Cierny ramik a nakoniec podla toho, Ze vlavo hore nad oblasfou
s bunkami je v roletovom menu napisané Cl. Hodnotu, ktord je v poli C1 moZete vidief aj
v Sirokom vstupnom riadku nad oblasfou s bunkami vpravo.

~ Untitled 21 - OpenOffice.org Calc
Subor Upravit Zobrazit VioiZit Format Nastroje Data Okno Pomocnik

> oE o |

- & e Z

‘_'l-"j'ﬂo»'

© §
»

B (1] (T

Liberation Sans E

v # E

B

- -

I 2I

s

m

F

-

3|

List1 .
Vychodzie 100% STD

Obrazok 34: Tabulkovy kalkulédtor

List1/3 * Celkom=2

Ak do niektorej bunky chceme nieco vlozZif, treba ju vybraf a zacaf pisaf. Ak do bunky
chceme vlozif vzorec, treba na zaciatku napisaf znak = a potom vzorec, s pomocou ktorého sa ma
obsah bunky vypocitat. Na obrazku 35 sme do bunky A2 nastavili, aby zobrazovala sucin buniek
Al a CI. (Hviezdi¢ka znamend ndsobenie, znakmi $ sa zatial nenechajte mylif, o chvilu sa ich
vyznam vyjasni.)

sUM

-

i, BV [=A1vECSHL

1

3

B | C

| D

1
=A1*ECH1

Obrazok 35: Vkladanie vzorca

2

Ked po vloZeni vzorca stlacite Enter, bunka zobrazi vysledok, ale vo vstupnom riadku sa
stdle bude zobrazovaf spdsob vypoctu (je to vidno na obrazku 36). Ak by ste teraz zmenili obsah
bunky A1l alebo C1, automaticky by sa zmenil aj obsah bunky A2.

A2

-

i L = |=ALMECSHL

B | C

| D

1

Obrazok 36: VloZeny vzorec

2

9 UkdZzky v tejto knihe st vytvorené s pomocou tabulkového kalkulatora OpenOffice.org Calc. Cely kanceldrsky balik
OpenOffice.org si mozete stiahnuf zadarmo a legdlne z adresy http://sk.openoffice.org/
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Teraz spravte maly pokus: Vyberte bunku A2, chyfte mySou ten maly Cierny Stvorcek
vpravo dole a potiahnite ho o Styri riadky nizSie. Vysledny efekt by mal byf rovnaky, ako mdzete
vidief na obrazku 37.

AZ:AB v g L = |=A1vCs1
B | C | D
1 1 2
4
8
16
3z
7|

Obrézok 37: Tahanie

Co sa vlastne udialo? Vzorec z bunky A2 sa zapisal aj do buniek pod nim. LenZe pritom sa
zmenil. Ako modzete vidief na obrdzku 38, vzorec v bunke A3 nehovori, aby sa vynasobili hodnoty
A1l a Cl, ale nasobi hodnoty A2 a C1. Ked sme sa posunuli so vzorcom o poli¢ko niZsie, o policko
nizSie sa posunul aj odkaz vo vzorci — namiesto Al je v iom A2.

Prec¢o sa ale neposunul aj odkaz na bunku C1? Preco sa policko A3 pocita ako A2 krat C1
anie ako A2 krat C2? Prave kvoli tym znakom $. Tie kalkulatoru hovoria, Ze ked sa so vzorcom
bude hybat, ddaje za znakom $ sa menif nemaji. Pozor! Jeden dolar musi byt pred jednou
sdradnicou a jeden pred druhou."

A3 v g L = |=A2c51

B | C | D
2

=

J

1
2
8

16

3z

O=d|on N | b

Obrézok 38: Zmeneny vzorec

TakZe v stipci A to momentilne funguje tak, 7e dal§ie policko dostaneme z predoslého
vyndsobenim bunkou CI, takZe v fiom médme prvych piar mocnin dvojky. Ak hodnotu v ClI
zmenime, zmeni sa aj obsah buniek v stlpci A, ako mozete vidief na obrazku 39.

c1 v m E =3
A B D
1 I 3|
2 3
3 9
4 27
5 81
6 243
7
Obrézok 39: Zmena hodnoty v C1

10 Vzhladom na to, Ze sme vzorec fahali iba dole, podstatny je len ten doldr pred Ciselnou stiradnicou (teda ten pred
jednotkou). Dolér pred sturadnicou C by bol potrebny, keby sme chceli zabezpecit, aby sa vzorec odkazoval stile na
to isté policko pri posune vpravo.
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Po tomto rychlokurze prace s tabulkovym kalkuldtorom sa mdzeme pustif do nebeskej
mechaniky.

Na to, aby sme mohli pocitaf pohyby telies vo vesmire, nam stacia dva relativne jednoduché
vzorce, s ktorymi ste sa uZ mali moznost stretnuf na fyzike. Prvy z nich
E
m

a=

hovori{ o tom, ako sa meni rychlost telesa, ked na neho pdsobi nejaka sila. Vo vzorci je a vektor,
o ktory sa rychlost telesa zmeni, F je vektor sily, ktord na teleso posobi a m je hmotnost telesa
(vSimnite si, Ze toto nie je vektor, ale ¢islo, ktorym sa bude vektor sily delif). Vzorec hovori to, Ze
¢im vicsia sila, tym vidcsSia zmena rychlosti a ¢im je teleso fazSie, tym je ndrocnejSie jeho rychlost
menif. Tento vzorec je uplne skvely. Sta¢i nam vedief, aka sila na teleso posobi a aku ma teleso
hmotnosf a z toho uz podobne ako v predoslej kapitole vieme vypocitat, aki rychlost ziska a kde sa
bude nachddzat. Mimochodom — tento skvely vzorec je druhy Newtonov pohybovy zdkon.

Druhy vzorec sa tiez vold podla Newtona — je to Newtonov gravitany zdkon. Hovori o tom,
akou silou na seba dve telesa vo vesmire pdsobia:

V tomto vzorci s m; a m, hmotnosti telies, r je ich vzdialenosf a k je nejakd konStanta —
konkrétne 0,000 000 000 066 74. Fyzici to radSej zapisujd v tvare 6,674 x 10", aby nemuseli pisaf
tolko ndl."' Do tabulkového kalkuldtora (a do niektorych kalkulaciek) sa takéto &islo zapisuje ako
6,674E-11. Tento vzorec hovori, Ze ¢im su telesd fazSie, tym je sila vicSia, ale Ze ta sila klesa
s druhou mocninou vzdialenosti telies. (To je dané tym, Ze Zijeme v trojrozmernom priestore. Keby
sme Zili v Stvorrozmernom, klesala by s trefou mocninou.)

VSimnite si, Ze nad pismenkom F v tomto pripade chyba Sipka. Newtonov gravitany
zékon ndm totiz prezradi, aka bude sila velkd, ale nepovie nam, ktorym smerom bude pdsobit.
Vektor sily ale bude smerovaf od jedného telesa k druhému'® a kedZe tym padom pozndme jeho
smer aj velkost, ni¢ ndm nebrédni vypocitat si ho spdsobom uvedenym na zaciatku tejto kapitoly.

Podme sa teraz venovat konkrétnemu pripadu — Mesiacu a jeho pohybu okolo Zeme. Kvoli
jednoduchosti budeme predpokladaf, e Zem stoji na mieste.” Na zaciatku pozndme rychlost Vv
Mesiaca a jeho polohu. Potrebujeme zistif, kam sa Mesiac presunie, kym uplynie Cas At.

Najprv podime zistif, ako sa za uréeny c¢as zmeni rychlost. Keby na Mesiac nep0Osobila
ziadna sila, Mesiac by mal stdle rychlost v a skritka by ndm uletel (na obrazku 40 by zmizol
niekde v smere patri¢nej $ipky). Nastastie na neho pdsobi gravitatna sila F, ktord jeho rychlost
zmeni kazdd sekundu o F/ m,,, kde to m, je hmotnost Mesiaca. Za ¢as At sa teda rychlost

zmeni o vektor (F/m,,).At . Nova rychlost teda bude

V,=V

F
TRE
My

At

11 Z toho zdpisu rovno vedia, Ze ta prva Sestka bude na jedendstom mieste za desatinnou Ciarkou.
skryva v trefom Newtonovom pohybovom zdkone, ktory hovori, Ze Ziadna sila sa nevyskytuje samostatne a Ze ked
jedno teleso pdsobi na druhé nejakou silou, tak to druhé pdsobi na prvé presne opacnou silou. TakZe aj v tomto
pripade pojde jeden vektor od prvého telesa k druhému a druhy vektor od druhého telesa k prvému.

13 Co nie je celkom pravda — rovnako, ako Zem vplyva na drahu Mesiaca, vplyva Mesiac na drdhu Zeme. Vypocet si
mdzZete neskor upravif tak, aby pocital aj so zmenou polohy Zeme.
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Obrazok 40: Pohyb Mesiaca okolo Zeme

Tato rychlost je na obrazku 40 naznacend preruSovanou Ciarou. Za as At sa Mesiac posunie touto
novou rychlostou o V,.At. Pozndme teda novi polohu Mesiaca aj jeho novi rychlost. A tplne
rovnakym spdsobom modzeme znovu vyrataf dalSiu novi rychlost a potom nova polohu Mesiaca
a potom znovu a znovu atd.

Rétaf takéto nieCo rucne alebo €o i len na kalkulacke je samozrejme praca pre vraha.
Nastastie mame tabulkovy kalkuldtor. Podime teda kalkulovat. Predtym si ale na internete' zistime
nejaké udaje, ktoré potrebujeme. V prvom rade potrebujeme vedief hmotnost Zeme
m,=5,9736 x10**kg a hmotnost Mesiaca m,,=7,3477x10”kg (vSimnite si, Ze Zem je vyrazne
fazSia). Ako pociato¢nu rychlost pouZijeme vektor (0,v), kde v=1022m/s je priemernd obeZnd
rychlost Mesiaca okolo Zeme, Zem didme do pociatku sdradnicovej sustavy a ako pociato¢nu
polohu Mesiaca pouzijeme bod [r;0], kde r=384399000m je priemerna vzdialenost Mesiaca od
Zeme.

&7 d&sEZ=[0
A B [ C | D
1 [Kappa: 6,67E-011
2 |m Zeme: 5,97E+024
3 |m Mesiaca: 735E+022
4 |Interval 86400
5
6 Cas  Rychlost ¥| Rychlost ¥ Foloha X Poloha Y
4] 4] 1022 384399000
8

Obrazok 41: Uvodné vdaje

Vsetky potrebné cisla si zapiSeme do tabulky, ako to moZete vidief na obrdazku 41. Na
poli¢ku B1 budeme mat gravita¢nd konstantu. (Zdpis 6 ,67E—-11 znamend 6,67X10 " . Ak tam
napiSete 6,674E-11, tabulkovy kalkulator zobrazi za desatinnou ¢iarkou iba dve miesta, ako je
vidief na obrazku, ale pamitaf si to bude presne. Ak chcete vidief viac desatinnych miest, da sa to
bunke nastavif.) Na policku B2 bude hmotnost Zeme a na policku B3 hmotnost Mesiaca. Na
policku B4 bude nastaveny Casovy interval, v akom budeme pocitaf novi polohu Mesiaca oproti
starej. Momentélne je nastaveny na 86400 sekund, ¢o je presne jeden den.

Uvedené Styri Cisla sa pocas celého vypoctu menif nebudu. Preto vZdy, ked budeme niektoré
z nich potrebovat pouzif, dime pred stradnice jeho bunky znaky $.

Okrem toho si ostatné zndme tidaje pripravime do jednotlivych stipcov. V stipci A budeme
maf uloZend informéciu o aktudlnom &ase. Udaj budeme zobrazovat v diioch, nech sa v tom dé
lepsie orientovaf. Stipce B a C budd uréovat vektor rychlosti Mesiaca a v stipcoch D a E budi
suradnice polohy Mesiaca. Skontrolujte si, ¢i vasSa praca vyzerd podobne, ako na obrazku 41.

14 Odporicana adresa je http://en.wikipedia.org
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Pryé vec, ktoru bude treba vypocitat, je aktudlna Vzdial/enosf Mesiaca od Zeme. Vyhradime
pre nu stlpec F (pozrite obrdzok 42). Vypocitame ju ako dlzku vektora, ktory vedie od Zeme
k Mesiacu, teda ako \/(x]\,I—O)ZwL(yM—O)2 , kde [x,;yy] st siradnice Mesiaca. (Ak by Zem
nebola v pociatku stradnicovej sustavy, tie nuly by bolo treba nahradif jej suradnicami.)

V tabulkovom kalkulatore sa \/ xlzw+ ylzw zapiSe ako =SQRT(D7"2+E7"2) (vSimnite si

vstupny riadok na obrazku 42). SQRT je funkcia pre vypocet druhej odmocniny, znak "2 znamend
umociovanie na druhd a v bunkdch D7 a E7 su uloZené suradnice Mesiaca. Po stlaceni kldvesy
Enter by situdcia mohla vyzeraf rovnako, ako na obrazku 42.

F7 v ai L = [=SQRT(D7~2+4E7"2)
A B [ C \ D [ E B

1 |Kappa: 6,67E-011
2 |m Zeme: 5,97E+024
3 |m Mesiaca: 7,35E+022
4 |interval 86400
5
[ Cas| Rychlost X  Rychlost Y Poloha X Poloha ¥ Vzdialenost

| 0 0 1022 384399000 o ssazs900q
2

Obrazok 42: Vzdialenost Mesiaca od Zeme

Dalsia vec, ktord bude treba vypocitat, je velkost gravitadnej sily. Tomuto ddaju bude
rezervovany stipec G (obrdzok 43). Pogitat budeme podla Newtonovho gravitainého zikona, to
znamend, Ze vynasobime hmotnosti Mesiaca a Zeme a gravita¢nu konStantu a vysledok vydelime
druhou mocninou vzdialenosti. Do G7 teda napiSeme = $BS1 * $B$2 * $BS3 / F772.

VSimnite si, Ze pri odkaze na bunku F7, v ktorej je uloZzena aktudlna vzdialenost Mesiaca od
Zeme sme nepouZili znaky $. Ak totiz budeme potrebovat vypocitaf o riadok nizsie gravitaénd silu,
ktorou na seba budu obe telesa posobif o 24 hodin, vzdialenost medzi nimi uzZ bude ind a budeme
teda potrebovat udaj z bunky F8 a nie z bunky F7. Poloha ostatnych buniek v pouzitom vzorci vSak
musi zostat zachovana.

G7 v g L = [=$BBl*$B2*$BE3/F7 2
A B [ [ [ D [ E F B
1 |Kappa: 5,67E-011
2 |m Zeme: 5 97E+024
3 |m Mesiaca: T35E+022
4 [Interval 86400
5
[ Cas  Rychlost X Rychlost' Y Poloha X Poloha ¥| Vzdialenost Sila
! 0 0 1022 384399000 0 384399000 1.98E+020|
2
Obrazok 43: Gravitacn4 sila
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Ked sme zistili velkost sily (mimochodom - vSimnite si, aké obrovské Cislo to je),
potrebujeme eSte vyrataf jej vektor. Ten bude smerovaf od Mesiaca k Zemi, bude teda nasobkom
vektora (0—x,,;0—y,)=(=x,;—y,) . Treba iba zariadif, aby mal takd velkosf, akd sme
vypocitali v stipci G. Na to ale sta&{ vydelit ho jeho velkosfou (ti uz mame vypocitanid v stipci F)
a vyndsobif tidajom zo stipca G.

Vektor sily ulozime v stfpcoch H a I. V bunke H7 bude vzorec = (-D7 / F7) * G7
a v bunke I7 bude vzorec= (-E7 / F7) * G7.Vysledok mozete vidief na obrazku 44.

7 v g L = [sU-ET/FT)*GT
A B [ C \ D [ E F G H B
1 [Kappa: 5,67E-011
2 _|m Zeme: 5,97E+024
3 |m Mesiaca: 7,35E+022
4 [Interval 86400
5
] Cas Rychlost X Rychlost' Y Poloha X Poloha ¥ Vzdialenost Sila Sila X Sila Y
I o] o] 1022 384399000 0 384399000 198E+020 -19BE+020
Obrazok 44: Vektor sily

Vsetky potrebné informécie o stustave Zem — Mesiac v Case 0 sme teda vypocitali a prvy
riadok méme uplny. Prejdime na druhy riadok. V fiom budeme musief vypocitat nova rychlost a
novu polohu z udajov, ktoré su o riadok vysSie. Sta¢i ndm vyplnif teda bunky A8 az E8. Recept na
pocitanie ostatnych buniek je uz uloZeny v siedmom riadku. Nebudeme ich musief znovu pocitat,
bude stacif, ked bunky F7 az I7 vyberieme a potiahneme nadol ¢ierny Stvorc¢ek v pravom dolnom
rohu vyberu. Podme ale najprv vyplnif zostdvajuce bunky.

Hodnotu v bunke A8 vypocitame tak, Ze k bunke A7 pripoc¢itame udaj z B4 vydeleny 86400,
pretoZe v B4 sa nachadza interval v sekunddch, my chceme mat v stipci A Sasovy udaj v ditoch
a dent ma 86400 sekund. Patriény vzorec mozete vidief vo vstupnom riadku na obrazku 45. V bunke
A8 sa zobrazi hodnota 1. Keby sme ale kvoli spresneniu vypoctu zmenili interval na 43200 sekund
(o je pol diia), bola by tam hodnota 0,5.

AB v ai L = [=A7 +($B%4/86400)
B [ C [ D [ E F G H

1 |Kappa 5,67E-011

2 |m Zeme: 597E+024

3 m Mesiaca: 7 35E+022

4 |Interval 86400

5

6 Cas| Rychlost X Rychlost Y Poloha X Poloha ¥| Vzdialenost Sila Sila X Sila ¥
7 0 0 1022 384399000 0 384399000 198E+020 -1,98E+020 0

—
Q pa
Obrazok 45: Cas v diioch

Teraz potrebujeme vypocitaf novu rychlosf. Vektor rychlosti sa kazdu sekundu zmeni
o F/m,,. Prva stradnica rychlosti sa teda za Sas At uvedeny v bunke B4 zmeni o (xz/m,).At.

Do bunky B8 treba teda napisat = B7 + (H7 / $B$3) * $BS$4 (obrdzok 46). Rovnako je to
s druhou sdradnicou. V bunke C8 bude teda= C7 + (I7 / S$SBS3) * SBS4.

BS v s L = [=87+(H7/5B%3) * $Bs4
A C [ D [ E F G H
1 |Kappa: G6,67E-011
2 _|m Zeme: 597E+024
3 |m Mesiaca: 7,35E+022
4 |Interval 86400
5
] Cas| Rychlost X Rychlost Y Paoloha X FPoloha ¥| Vzdialenost Sila Sila X Sila Y
7 o] 4] 1022 384399000 0 384399000 198E+020 -198E+020 0
| i 23319 1022
Obrazok 46: Nova rychlost
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Ked pozname novu rychlost, staci uz len vypocitat novi polohu. Bude to predosla poloha
plus nova rychlost krat ¢as. Do bunky D8 teda napiSeme vzorec = D7 + (B8 * $BS$4)
(obrazok 47) a v bunke E8 bude vzorec = E7 + (C8 * S$BS$S4).

D8 v i L = |=D7+(Ba*$B%4)
A B [ [ E F G H
1 |Kappa: 5,67E-011
2 _|m Zeme: 5.97E+024
3 |m Mesiaca: 7.35E+022
4 |interval 86400
g
[ Cas  Rychlost X| Rychlost' ¥ Poloha X Poloha ¥| Vzdialenost Sila Sila X Sila Y
7 0 0 1022 384399000 0 384399000 198E+020 -1,98E+020 0
| 1 233,12 1022] 364257800,60] 88300800
s}
Obrézok 47: Nova poloha

Bunky v stipcoch F a I (vzdialenost Mesiaca od Zeme a sila, ktorou Zem na Mesiac pdsobi)
sa pocitaju z buniek A az E toho ist€ho riadku. Spdsob ich vypoctu sme uz zadali v siedmom
riadku. Teraz sta¢i vybraf bunky F7 az I7 (napriklad tak, Ze kliknete do bunky F7 a kliknete so
stlacenou klavesou Shift do bunky I7), chytif mySou maly Cierny Stvoréek vpravo dole a potiahnut
o riadok niZzSie (obrazok 48). Patri¢ne upravené vzorce sa prepiSu aj do dsmeho riadku.

F7:13 - g & = [=U-E7/F7)*GT
A B [ [ [ D E [
1 |Kappa: G,67E-011
2 |mZeme: 5 97E+024
3 |m Mesiaca: 735E+022
4 |Interval 86400
&
[ Cas| Rychlost X Rychlost Y Paoloha X Poloha¥  Vzdialenost Sila Sila X Sila Y
0 0 1022 3843599000 0 384399000 198E+020 -198E+020
| 1 -233,12 1022 364257800,69 88300800| 374807652,86) 2,09E+020 -2 03E+020 -4.91E+019.
qQ
Obrazok 48: Opakovanie vypoctu pre novi polohu Mesiaca

Skvelé. V 6smom riadku médme teraz kazdd bunku vypocitani s pomocou buniek
z predoslého riadku alebo s pomocou buniek z toho istého riadku. Ak podobne ako v predoslom
kroku aktivujeme cely 6smy riadok — teda bunky A8 aZz I8 a budeme fahaf nadol, tabulkovy
kalkuldtor nam bude pocitat ddaje (z ktorych nds zvlast zaujima poloha v stipcoch D a E) pre
jednotlivé Casy. Nebojte sa potiahnuf Cierny Stvorcek nadol o niekolko desiatok riadkov.

A8:110 ~ s L = |=(-EB/FB)*G8

1 [Kappa: 6,67E-011

2 |m Zeme: 5 97TE+0D24

3 |m Mesiaca: 7 35E+022

4 |Interval 86400

5

[ Cas| Rychlost X Rychlost Y Poloha X Poloha ¥ Vzdialenost’ Sila Sila X Sila 'y

7 0 0 1022 384399000 0 384399000 1,98E+020 -198E+020 0
1 -233,12 1022| 364257800,69 88300800 37480765286 2,09E+020 -2,03E+020] -4,91E+019]
2 471,41 964,23 32352769222 17161058225 3662244661  2,18E+020 -193E+020 -1,02E+020

! 3 -6983 843,89 26310473352 244522316,28 350252878,78  2.27E+020, -166E+020 -154E+020,
11

Obrézok 49: Pohyb Mesiaca
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Tabulkové kalkulatory maju eSte jednu vyhodu — z vypocitanych hodndt vedia robif grafy.
Na to staci vybraf hodnoty, ktoré chcete pre graf pouZzif (v naSom pripade bunky D7 az E36)
a stlagif ikonu L . Ked sa potom preklikdte nejakymi dialégovymi oknami (ako typ grafu v tomto
pripade treba zvolif XY), dostanete graf podobny tomu, ktory mdzete vidief na obrazku 49.

400000000
300000000 - el - o
200000000 // AN
100000000 \
/ !
a
| i
-100000000 } ’
-200000000 \ /
3 /
-300000000
~ /
400000000 ™~ — -
’ T — /
-500000000
-600000000  -400000000  -200000000 0 200000000 400000000  GOOODOOO
Obrdzok 50: Pohyb Mesiaca okolo Zeme

A na zaver ulohy:

Uloha 4: Kolko dni trvalo Mesiacu vo va§om vypocte, kym obehol okolo Zeme?

Uloha 5: Ak najmensiu a aku najvacsiu vzdialenost mal Mesiac od Zeme? Porovnajte tieto udaje
s nameranymi udajmi, ktoré ndjdete na internete. Aku chybu vykazuje naSa metdda?

Uloha 6: Ako sa bude metéda spravaf, ked budete polohu pocitaf raz za dvanast hodin? (Staci
patricne zmenif bunku B4.) Ako vyjde minimdlna a maximdlna vzdialenost a obeZna
doba? Aka bude chyba? Ako to bude vyzeraf, ked budete novi polohu pocitaf raz za
hodinu?

Uloha 7: Ako by vyzerala drdha Mesiaca, keby pociatocna rychlost nebola 1022 m/s, ale 800 m/s?
A keby bola 500 m/s? Alebo 1200 m/s? Alebo 1500 m/s? VyskuSajte menif hodnoty
v bunke C7 a pozorujte na grafe, ¢o to robi s drdhou Mesiaca.

Uloha 8: Ako by vyzerala drdha Mesiaca, keby jeho pociato¢nd vzdialenosf bola jeden a polkrat
vicsia? A keby bola dvakrat vacsia?

Uloha 9: Ako by vyzerala draha Mesiaca, keby bol dvakrat fazsi? Keby bol desatkrat tazsi?

Uloha 10: Pouzite vytvorenu tabulku na vypocet pohybu Marsu okolo Slnka. Hmotnost Slnka je

1,9891x10* kg , hmotnost Marsu je 6,4185x10%kg , strednd vzdialenost od Slnka je
227939100000m a priemerna rychlost obehu je 24077 m/s .

15 OpenOffice.org mé viaceré schémy ikon, takZze je moZné, Ze u vas bude ikona vyzeraf trochu inak.
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VSsetky predoslé ulohy sa daju riesif tak, Ze v tabulke, ktort sme vytvorili, zmenime jednu az
Styri bunky. Nasledujtice tlohy st ndro¢nejsie. Kazda z nich stoji na vztahu g=F/m, ktory sme
pouzili aj na sustavu Zem — Mesiac. Treba ale prerobif spdsob vypoctu a zistif si potrebné udaje.
Preto ulohy nazveme honosne ,,projekty*. Rieste ich v skupinéch po troch az Styroch Iudoch.

Projekt 1: Upravte vypocet, aby sa brala do tvahy aj sila, ktorou pdsobi Mesiac na Zem a aby sa
tym padom nemenila len poloha Mesiaca, ale aj poloha Zeme. Su vysledky presnejSie
v porovnani s predoSlym pristupom, alebo sme iba do vypoctu pridali dalSie chyby?
(Porovnajte napr. minimdlnu a maximalnu vzdialenost s redlne nameranymi hodnotami.)
Skuste v tomto pripade vyriesif ulohy 7, 8 a 9 z tejto kapitoly.

Projekt 2: Nech je poloha Zeme na sdradniciach [0;0] a poloha Mesiaca [384399000;0] .
Velitelsky a lunarny modul misie Apollo 11 — dohromady vézia 46769 kg — vyrazaju
z obeznej drihy okolo Zeme na cestu k Mesiacu. Vzdialenost od povrchu je 100,2
namornej mile, teda v prepocte na metre a pripocitani polomeru Zeme zacina misia cestu
z bodu [6564106;0]. Akou rychlostou a ktorym smerom treba Apollo 11 vypustit, aby sa
po prilete k Mesiacu ustalilo na obeznej drahe s polomerom asi 1 900 kilometrov (Co je
asi 88 ndmornych mil nad povrchom Mesiaca)? Cestou na fiu posobi aj graviticia Zeme aj
gravitdcia Mesiaca, takZe zapocitajte pri zmene rychlosti obidve tieto sily. V tabulkovom
kalkuldtore vytvorte tabulku, ktord vam to bude pocitaf a experimentujte s rdznymi
pociatoénymi smermi a rychlostami. Aky najlepsi vysledok sa vam podari dosiahnut? (Ak
dosiahnete obeznd drdhu pod povrchom Mesiaca, nie je to dobry vysledok. Ak vidm
sonda uleti do volného vesmiru, tieZ to nie je dobry vysledok. Chybajice tdaje si zistite,
ako viete.)

Vv,

Projekt 3: Vypocitajte drahy Styroch najvicsich Jupiterovych mesiacov okolo Jupitera. Zistite, ako
dosiahnuf, aby sa vSetky zobrazili v jednom grafe. Skuste zvazif, ako by sa na kazdé
teleso dal vzdy vypocitat vplyv ostatnych Styroch telies.

Projekt 4: Vo vypoctoch v predoslej kapitole sme zanedbavali odpor vzduchu. Sila, ktorou posobi
vzduch na letiacu gulu je 1_5=—0,195|V ’r*v, kde [V| je velkost rychlosti, r je polomer
gule a ¥ je vektor, ktory md rovnaky smer ako Vv, ale dizku m4 1. To, akd zmenu
rychlosti spdsobi tito sila, samozrejme zavisi od hmotnosti telesa. Zistite, aka drahu opiSe
tenisova lopticka (r=3,35cm, m=56¢g) ak ju vystrelite z kanona rychlosfou
v=300m/s pod uhlom 45°. Akd drihu opiSe rovnako velkd Zeleznd gula? (Hustota
Zeleza je 7874kg/m’.) Porovnajte obe drdhy so situdciou, ked sme odpor vzduchu

zanedbali.

16 Ak chcete vediet, ako to funguje pri inych telesich, nez guliach, pozrite si ¢lanok
http://en.wikipedia.org/wiki/Drag_(physics)
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6. kapitola
Sir Isaac

V predoslej kapitole bol niekolkokrat spomenuty Sir Isaac
Newton. Vzhladom na to, Ze to bol velmi zaujimavy clovek —
pramene ho oznacujui ako matematika, fyzika, astronéma, ekonéma,
teoldga a alchymistu, v sufazi ,,Najviacsi Brit* obsadil Sieste miesto
(Lennon bol az 6smy) a je pokladany za jedného z najvplyvnejSich
Tudi v histérii ludstva — venujeme mu samostatnu kapitolu.

Isaac sa narodil v Anglicku v roku 1643. Jeho otec — farmér
— zomrel tri mesiace pred jeho narodenim. Isaac sa narodil
predCasne, bol maly (jeho matka Hannah tvrdila, Ze sa voSiel do
Stvrpintového kréaha — asi 1,13 litra — a eSte zostalo miesto) a bolo
prekvapenim, Ze vObec prezil. Ked mal tri roky, matka sa vydala za
postarSieho bohatého anglikdnskeho duchovného, odiSla s nim
a Isaac ostal na krku strykovi. Na dokreslenie celkovo chmurneho
obrazu eSte treba povedaf, Ze v rokoch 1642-51 zirila v Anglicku
obcianska vojna medzi parlamentaristami a royalistami (to je ta, Obrézok 51: Isaac Newton
z ktorej vysiel ako vitaz Oliver Cromwell, ktory sa neskor stal (Portrétoval Godirey Knellervr. 1689)
lordom protektorom a eSte neskOr desiatym najvacSim Britom). Skratka skvelé podnetné prostredie
pre buduceho genidlneho vedca.

Pocas svojich Skolskych rokov bol skor utiahnuty, jeho véasiou vSak boli r6zne mechanické
hracky — hodiny (okrem mechanickych aj slnecné), vodné mlynceky a Sarkany. (Celkom sa mu
podarilo vystraSif miestnych, ked' raz v noci vypustil Sarkana, na ktorého zavesil lampu.) Chodil do
lokdlnych $kol a potom do kralovskej Skoly v Ganthame (kde dodnes ukazuju jeho podpis vyryty do
parapetu okna v kniZnici). Ked mal 17 rokov, jeho matka, ktord medzitym znova ovdovela,
ho povolala, aby sa iSiel staraf o rodinny statok vo Woolsthorpe-by-Colsterworth. Isaac vSak v tejto
oblasti nemal Ziadne nadanie ani zaujem.

Nevie sa, kto presne mdze za to, Ze Newton neskoncil ako sedliak. Ci to bol stryko, alebo
niektory z ucitelov, alebo — ako tvrdia niektori Zivotopisci — nezndmy cudzinec, ktory Isaaca naSiel,
ako si ¢ita na kope sena. V kazdom pripade sa Newton vrétil do Skoly a v roku 1661 odisSiel
Studovaf na Cambridge. Jeho rodina mu to mala za zI€ aZ do konca jeho Zivota.

To, Ze z Newtona bude matematik alebo fyzik vobec nebolo od zaciatku zreymé. Pévodne
zacal Studovaf prdvo. Ale v roku 1663 si na trhu kupil knihu o astroldgii, v ktorej sa nieco
o matematike spominalo a zistil, Ze matematike nerozumie. Tak sa do veci pustil, naStudoval
Euklidove Zaklady, Descartovu Geometriu, Algebru a analyticki geometriu od Vieta a prepadol
tomu natolko, Ze pocas Siestich nasledujtcich rokov sa vypracoval na $éfa katedry matematiky. A to
eSte v roku 1665 univerzitu na dva roky zavreli kvoli morovej epidémii.

Uvedené dva roky boli dolezité. Newton ich strdvil na statku vo Woolsthorpe. Pocas nich
urobil mnoZstvo skvelych objavov. Uvedomil si, Ze sila nesposobuje rychlost, ale zmenu rychlosti.
Objavil gravita¢ny zdkon. Podla legendy mu malo na hlavu padnif jablko."” V skuto¢nosti &ital
Keplerove prace a uvedomil si, Ze keby existovala neviditelna sila, ktorou sa dve telesd prifahuju
a ktord by klesala s druhou mocninou vzdialenosti, daji sa z toho a z niektorych jednoduchych
predpokladov Keplerove zakony pohybu planét odvodif. Na to, aby to mohol odvodif, vymyslel
veci ako derivdcie a integrdly — teda ti Cast matematiky, ktord je dnes zndma, ako matematicka

17 Autorom tejto legendy je pravdepodobne Voltaire.
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analyza. Okrem toho robil eSte optické experimenty — priSiel na to, Ze biele svetlo je vlastne
zloZzenim svetiel rozli¢nych farieb a Ze pomocou hranola sa dé na jednotlivé farby rozlozif. Vdaka
tomu neskor vymyslel novy typ dalekohladu, v ktorom nepouZil SoSovky (pretoze pri prechode cez
ne sa svetlo ldme a vznik4 farebn4 chyba), ale parabolické zrkadlo."

Aj ked sa Newton stal Séfom katedry, ako prednéSatel bol mizerny. Na predndSky mu
chodilo mdlo Tudi a z toho maéla len mélo rozumelo, o ¢om predndSa. Ako vedec sa vSak Cinil.
Pokracoval vo vyskume v optike a po tom, ¢o kralovskej vedeckej spolo¢nosti venoval svoj novy
teleskop, sa stal jej ¢lenom.

Vzfahy Newtona s Tudmi boli komplikované. Na jednej strane mal rad svoj pokoj, Tudi
sa stranil a bol prehnane citlivy na kritiku, na druhej strane tizil po sldve. Jeho prvy vedecky ¢lanok
sa tykal optiky. Ked' mu v§ak Huygens a prezident kralovskej spolo¢nosti Hooke vytkli, Ze tvrdenie,
Ze svetlo je prendSané Casticami, nijako experimentdlne nepodloZil, velmi ho to rozladilo a snazil sa
Hooka verejne zosmieSnif. Opitovné ochladnutie vztahov medzi Newtonom a Hookom nastalo, ked
Hook tvrdil, Ze si Newton privlastnil niektoré jeho vysledky. Svoju knihu o optike vydal Newton
az po Hookovej smrti.

Edmond Halley (to je ten, podla ktorého sa nazyva Halleyova kométa) presvedcil Newtona,
aby napisal suhrn svojich fyzikélnych tedrii s dorazom na astrondmiu. A tak Newton v roku 1687
vyddva knihu Philosophiae naturalis principia mathematica, ktord je pokladand
za najdolezitejSiu vedecku knihu, ktord bola kedy vydand. Newton v nej analyzuje pohyb telies
v prostrediach, ktoré odpor nekladu, aj v prostrediach, ktoré ho kladu, svoje vysledky aplikuje na
pohyb planét, striel, kyvadiel a volny pad pri povrchu Zeme. Odvodil Keplerove zdkony, vysvetlil
velku excentricitu drdhy komét, vysvetlil, preCo zemska os meni smer a objasnil vplyv graviticie
Slnka na drahu Mesiaca. Kniha definitivne uzavrela spor medzi heliocentrickym a geocentrickym
systémom. "’

V roku 1693 zavesil Newton vedu na klinec. Trpel depresiami, ktoré mohli byt sposobené
jeho alchymistickymi experimentami (pri vyskume jeho kostrovych pozostatkov sa zistilo, Ze
obsahuju extrémne mnozstvo ortuti), ale mohli maf aj iné pri¢iny. Svoju poziciu si ale na
Cambridge podrzal az do roku 1701, kedy sa stal spravcom kralovskej mincovne. Této pozicia sa
pokladala za prijemné teplé miestecko, Newton sa jej vSak zhostil zodpovedne. Po tom, ¢o odhalil,
ze 20% minci, ktoré mincoviiu opusfaju, neobsahuje predpisané mnozstvo drahého kovu, skoncili
nejaki Iudia na popravisku. Pocas jeho spravy presla libra na zlaty Standard (dovtedy boli libry
strieborné). Miesto bolo velmi vynosné a Newton sa stal zimoZnym clovekom.

Po tom, ¢o Hooke zomrel, bol Newton zvoleny za prezidenta krdlovskej spolo¢nosti a potom
bol do tejto pozicie kazdorocne zvoleny az do smrti. V roku 1705 ho kralovnd Anna pasovala za
rytiera. Bol to prvy vedec v historii vobec, ktory bol povysSeny do rytierskeho stavu.

Newtonove posledné roky boli poznamenané sporom s Leibnizom. Totiz — Newton aj
Leibniz vymysleli nezédvisle na sebe veci dnes zndme ako matematickd analyza. Newton ich
vymyslel skor. Ale publikoval ich az dvadsat rokov po Leibnizovi. Napriek tomu obvinil Leibniza
z plagidtorstva. Zostavil ,,nezavisli* komisiu, ktord to mala preSetrif, napisal jej zdverecnu spravu
a pre istotu eSte pod cudzim menom napisal na td spravu recenziu do odborného ¢asopisu. Aby sa
vSak Leibnizovi dostalo historickej spravodlivosti, zapis, ktory vymyslel, je krajsi, ako Newtonov
a fyzici a ¢iastocne aj matematici ho pouzivaju dodnes.

Sir Isaac Newton zomrel v Londyne 31. marca 1727 a je pochovany vo Westminsterskom
opdtstve.

Uloha 1: Zoberte si poucenie, aké uznate za vhodné.

18 Takmer vsetky sicasné teleskopy pouZivané na vedeckd pracu st tohto typu.
19 Aj ked Galileo Galilei sa toho uz nedozil — zomrel rok predtym, ako sa Newton narodil.
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7. kapitola
Uhol pohfadu

V tejto krétkej kapitole si ukdzeme, ako sa dd vypocitaf uhol dvoch vektorov. Akukolvek
ulohu o uhloch, s ktorou sa mozete v kartézskej rovine stretnuf, mdzete previest na vypocet uhla
dvoch vektorov a preto je vzorec, ktory odvodime, celkom uzito¢ny. Pri vypocte nam sice chvilu
budu vychddzaf dosf Skaredé vyrazy, ale nebojte sa, odolné povahy budu odmenené sladkym
uspechom.

Na to, aby sme mohli vypocitat uhol dvoch vektorov, budeme potrebovat kosinusovu vetu.
T4 hovori, Ze pre kaZdy trojuholnik so stranami a, b a ¢ auhlom y oproti strane ¢ plati

c’=a’+b*—2abcosy

Kosinusovd veta je mimo iného dobrd na to, e ak poznime dizky stran trojuholnika,
mozZeme z nich pocitaf uhly. Z kosinusovej vety si m6Zeme vyjadrif cosy :

2abcos y=a’+b*—c’
a teda
a+b*—c?
2ab

A ked uz pozname kosinus uhla, s pomocou kalkulacky nie je fazké zistif samotny uhol.
Podme sa teraz pozrief, ako to bude vyzeraf v pripade vektorov.

cosy=

AY
u-v
u
o v X
>
Obrazok 52: Uhol dvoch vektorov

Uloha 1: V nasledujicom odvodzovani vzorca sa dopustime jednej zdvaznej chyby (naSfastie ju
hned’ v dalSom kroku opravime, takZe vysledok bude spravne). Najdite ju a opravte celé
odvodenie tak, aby to bolo v poriadku. Pokojne piSte priamo do textu.

Na obriazku 52 vidite vektor # so stiradnicami® (x,;y,) a vektor V so stradnicami
(x,;¥,) . Aby sme tam mali trojuholnik, doplnili sme tam este vektor &i—V , ktory m4 stiradnice
(x,—x,; Y,—Y,) . Ked teraz chceme vypocitat uhol «, pouZijeme kosinusovii vetu a namiesto
di7ok stran pouZijeme diZky vektorov a dostaneme

20 Ano, vektor # ma sdradnice (2;7), budeme to ale pocitat vSeobecne, vysledok tak bude mat lepSie pouZzitie. Kto
velmi chce, mdZe vypocty kontrolovat s pouZitim konkrétnych hodnot z obrazka.
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o NPT
21a[

Upravime Citatel zlomku. Velkosti vektorov vieme pocitat z Pytagorovej vety. To, Ze tam
méime samé druhé mocniny je prijemné, pretoZe ak napriklad velkost”' vektora Ui vyjde \/ xi+ yi ,

tak |g> bude (\/Xi+yi

Citatela zlomku v poslednej rovnosti dosadime jednotlivé sturadnice vektorov, dostaneme

(xe+ya)+(xo+yo)—((x,— %)+ (y,—y,))
2|ul|v|

2 v pe . P W P .
=xi+ yi , takZe ndm tam zmizne ta Skaredda odmocnina. Ked teda do

CoOSx =

Teraz umocnime dvojcleny na druhu

(xg+ o) +(xp+ yo) —(xa—2%, X, + X+ Yiu— 2, Y+ Vo)
2|u||v|

cosx =

zbavime sa zatvoriek

2 2 2 2 2 2 2 2
Xu+yu+xv+yv_xu_2xuxv+xv+yu_2Yva+yv

cosx = T
2[al|v]
zruSime veci, ktoré sa navzdjom zlikviduju
_2xX.x,+2y.y,
COSX ="
2|ul[v]
a vykratime dvojku
— Xu Xv+ yu yv
COSKX=—7F775—""
|l |V]

Vyraz, ktory v itateli zostal, sa nazyva skalarny sacin vektorov t a v a zapisuje sa u.V .
Skaldrny sa nazyva preto, lebo existuju dva rozne suciny vektorov. Ten druhy sa nazyva vektorovy,
stretnete sa s nim pri stradniciach v priestore a jeho vysledkom bude vektor. Vysledkom skaldrneho
sucinu ale nie je vektor, ale ¢islo. Vypocitate ho tak, Ze vyndsobite prvé suradnice vektorov,
vynasobite druhé suradnice vektorov a vysledky scitate. Skaldarny sucin eSte zohrd nejednu
zaujimavu ulohu. Zatial ho pouZijeme iba na to, aby sme vzfah na vypocet uhla dvoch vektorov
doviedli do definitivnej podoby:

<
<i

COSxX =

=

V tejto podobe sa vzorec dobre pamitd, pretoze v Citateli je skalarny suc¢in a v menovateli sicin
dizok vektorov.

Podme teraz vypocitat uhol tych dvoch vektorov z obrdzka 52. Prvy vektor m4 suradnice
(2;7), druhy ma sdradnice (6;3). Skaldrny sicin tychto vektorov bude 2.6+7.3=12+21=33.
Kosinus ich uhla teda bude

=i

33 __ 33
V224 726 +3° V53.V45

cosx = ~0,675725

a teda

«~0,828849rad ~47,49°

21 Pripomertime, Ze velkost vektora i sa znadi |i| . Ako sa velkost vektora pocita, sme hovorili v piatej kapitole.
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Nasledujuce ulohy rieSte postupne jednu po druhej, pretoze rieSenie jednej z nich je
v niektorych pripadoch klicom k nasledujicej. Asponl prvé dve ulohy vyrieSte podla prave
odvodeného vzorca.

Uloha 2: Zistite uhol vektorov ii=(5;2) a v=(—4;1).

Uloha 3: Zistite uhol vektorov i=(1;4) a v=(—4;1).

Uloha 4: Ako sa dé jednoducho zistif, ¢i su vektory na seba kolmé?

Uloha 5: Ndjdite vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1).

Uloha 6: Nijdite iny vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1).

Uloha 7: Nijdite este jeden dalii vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1).

Uloha 8: Stojite meter a pol od okna, ktoré ma Sirku dva metre. Aky je vas uhol pohladu (¢o sa
Sirky tyka), ak stojite v strede okna? Aky je vaS uhol pohladu, ak stojite zarovno
s okrajom okna? Viete to vypocitaf aj inak, ako cez vektory? Ak ano, ktory spdsob je pre
vas jednoduchsi?
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8. kapitola
Problémy s priamkou

Téato kapitola je ndzornym prikladom toho, Ze ni¢ nie je dokonalé. P6jde totiZ o to, ako ¢o
najlepsie zapisaf v suradnicovej rovine priamku. Povieme si o vSetkych beznych spoésoboch, ako to
urobif a zistime, Ze kazdy z nich ma isté prednosti ale Ziaden z nich nie je bez chyby.

O jednom spdsobe zdpisu priamky sme sa zmienili uzZ na zaciatku Stvrtej kapitoly. ISlo o to,
Ze sme mali dany bod, v ktorom sa nachddzala kozmickd lod’ a smer, ktorym sa pohybovala. Ked
sme pocitali, kde sa v jednotlivych ¢asoch nachadzala, dostavali sme body priamKky.

Tento trik mdéZeme pouzif aj vtedy, ked chceme zapisaf priamku, ktord prechddza dvoma
dopredu uréenymi bodmi. Majme napriklad bod A[—1;—1] abod B|1;3] a chceli by sme zapisat
priamku, ktord nimi prechadza. Vektor, ktory ide z A do B (teda vektor B— A ) ma suradnice
(2;4) . Ked teda budeme k bodu A pripocitavaf vSetky moZné ndsobky tohto vektora, dostaneme
vSetky body hladanej priamky. Zdpis nasej priamky teda bude vyzeraf takto:

p:l|—1;—-1]+k(2;4) keR
kde to p je meno priamky a to k€IR znamen4, Ze za k mate dosadif vSetky realne ¢isla, ak chcete

dostat vietky body priamky.”? Cislo k sa nazyva parameter (lebo za neho dosadzujeme rozne
reélne Cisla) a uvedeny zépis priamky sa nazyva parametricky.

AY

\

Obrazok 53: Parametrické vyjadrenie priamky

Vyhoda parametrického zépisu je, Ze ddva o priamke pomerne dobru predstavu. Je z neho
jasné, ktorym bodom priamka prechddza a ktorym smerom ide. Ked mate priamku zadanu tymto
sposobom, nie je problém si ju nakreslif. Zaujimavy je aj fyzikdlny zmysel tohto zdpisu. Ak
parameter urcuje ¢as, parametricky zdpis vyjadruje rovnomerny priamociary pohyb (spomerite si na
Stvrtu kapitolu). A ako bonus, ked nechcete, nemusite zapisovaf celi priamku. Keby ste chceli
zapisaf iba usecku AB, mohli by ste napisat

p:l—1;-1]+k(2;4) ke(0;1)
Ak totiz dosadime za k nulu, dostaneme bod A . Ak dosadime za k jednotku, dostaneme bod B .

(Skontrolujte, Ze ¢1 naozaj.) Ak teda budeme dosadzovat za k Cisla od 0 do 1, budi nam vychadzat
iba tie body, ktoré sa nachddzaju na usecke AB.

-----
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Nevyhody parametrického zdpisu priamky za¢nu byt zrejmé z nasledujticej ulohy.

Uloha 1: Kolko roznych priamok je zapisanych v nasledujicom zozname?

° a'[ 2;1]+k(6;2) keR
o b:[1;2]+k(—3;-1) keR
o c:[4;2]+k(12;4) keR
e d:[-5;0/+k(3;1) keR
o e:[1;1]+k(=3;-1) keR
o f:[—2;0]+k(1;3) keR
o g:[34;13]+k(9;3) keR
AY

\

Obrazok 54: Obrazok na kreslenie

Je jasné, v Com je problém. Kazda priamka mdze byf v parametrickom tvare zapisana
mnozstvom spdsobov. MdZzeme ju zapisaf s pomocou ktoréhokolvek jej bodu a ktoréhokolvek
nasobku jej smerového vektora. A potom sa zle rozoznava, ¢i dva zdpisy reprezentuju ta istd
priamku, alebo nie.

Dal3iu nevyhodu parametrického vyjadrenia si dovolime ilustrovat na oblibenej hracke
patriacej dnes do matematického folkloru.

D

Obrézok 56: Obdiznik

Obrazok 55: Stvorec

Na obrizku 56 vidite obdiZnik s rozmermi 13X5 $tvoréekov, ktory sme rozrezali na $tyri
Casti. Z tych Casti sme potom poskladali Stvorec s rozmermi 8 X8 Stvorcekov, ktory mozete vidiet
na obrazku 55. VSetko vyzerd byt v poriadku, jediny problém je v tom, Ze 13X5=65 a 8X8=64 .
Jeden Stvorcek zmizol.
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Citatel pravdepodobne nebude chcief riesif problém svetového odpadu lisovanim do
obdiZnikovych foriem a zbavovanim sa jednej Sestdesiatpitiny pihym preskladanim (aj ked autor
bol svedkom opa¢ného procesu — Stvorcovéd ¢okoldda bola nakrdjana na uvedené tvary v snahe jej
objem zvi&sit poskladanim do obdiZnika). V kazdom pripade sa pokiste vyriesit nasledujicu dlohu
predtym, nez budete Citaf dale;.

Uloha 2: Kde sa ten $tvoréek stratil?
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Mozno ste prisli na to, Ze problém sa moze skryvat v hrubych ¢iarach, ktoré sme pouZili pri
kresleni obdlznika. Ak si umiestnime pociatok suradnicovej sustavy do Tavého dolného rohu
obdlznika, tak uhlopriecka sa d4 v parametrickom tvare zapisat ako

u:[0;0]+k(13;5) k€R
Vrchol trojuholnika D mé sdradnice [8;3]. Na obrazku 56 sa zd4, Ze na uhlopriecke leZi.
Uloha 3: Overte vypoctom, €1 je to naozaj tak.

A sme pri druhom probléme parametrického tvaru — aj ked pravdepodobne ste nafi narazili
uz pri ulohe 2. Ak mate zadanu priamku v parametrickom tvare, a okrem nej nejaky bod, zistuje sa
celkom komplikovane, ¢i bod na tej priamke lezi, alebo nie (a to eSte v ulohe 3 zjednoduSuje
situéciu, Ze ta priamka prechddza pociatkom suradnicovej sustavy).

Bolo by fajn, keby sme mali k dispozicii nejaky rozhodovaci mechanizmus, s pomocou
ktorého by sme vedeli hned rozhodnuf, Ze nejaky bod na zadanej priamke lezi alebo nelezi. Taky
mechanizmus sa da vymysliet. Je ale dolezité, aby ste predtym vyrieSili vSetky ulohy z konca
predoslej kapitoly. Ak ste to eSte nespravili, urobte to teraz.

Totiz — v tych ulohéch ste mohli objavif jednu podstatnu vlastnost skaldrneho stcinu a to tu,
Ze ak su dva vektory na seba kolmé, tak ich skalarny sucin je nula. A prave tato vlastnost bude hraf
kTac¢ovu ulohu v naSich dalSich uvahach.

AY
C

Z
Y
)

Obrazok 57: VSeobecné vyjadrenie priamky

Na obrazku 57 moéZete vidief prekresleny obrdzok 53. Ako novinku v fiom mozZete vidief
vektor n, ktory je kolmy (inak povedané normdlovy, preto to pismenko 1) na nasu priamku
prechadzajucu bodmi A a B. Vyrobime si ho tak, Ze vezmeme smerovy vektor priamky (teda
vektor (2;4)) a najdeme taky vektor, ktory bude maf skaldrny sicin so smerovym rovny nule.
Vyhovuje napriklad vektor (—4;2) ale existuji aj iné*.

No a teraz prichadza pointa. Ako zistime, ¢i bod C lezi na naSej priamke? Predsa tak, ze ak
je vektor C—A (to je vektor, ktory ide z A do C) kolmy na vektor 7, tak lezi a ak vektory
kolmé nie su, tak neleZi.

23 Vyrobili sme ho tak, Ze sme vymenili stiradnice a jednej z nich zmenili znamienko. SkutoCne potom plati
(2;4).(=4;2)=2.(~4)+4.2=—-8+8=0
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Rozpi§me si to po stradniciach. Ak bod C m4 stiradnice [x;y]|, tak vektor C—A ma
siradnice [x;y|—[—1;—1]=(x—(—1); y—(—1))=(x+1;y+1). Aby bol tento vektor kolmy na
normdlovy, musi platif

(x+1; y+1).(—4;2)=0
(x+1).(—4)+(y+1).2=0

—4x—4+2y+2=0

a teda

—4x+2y—2=0

To, k ¢omu sme prisli, je vztah, ktory sa nazyva vSeobecné vyjadrenie priamky. Robi presne
to, ¢o od neho chceme — overuje, ¢i sa nejaky bod na priamke nachadza, alebo nenachadza. Ak do
neho dosadime napriklad bod X[1;5], dostaneme —4.1+2.5—2=0 ateda 4=0, ¢o samozrejme
neplati, tak’e bod X na naSej priamke nelezi. Ak vyskiSame bod Y|[3;7], zistime, Ze

—4.3+2.7—2=0, Co je pravda, takze bod Y na tej priamke leZzi.
Vseobecné vyjadrenie priamky ma vzdy tvar
ax+by+c=0
kde (a;b) je normalovy vektor priamky (v§imnite si pri odvodzovani, ako sa tam tie sdradnice
normalového vektora dostali).

Ked uz toto vSetko vieme, mdZzeme vSeobecnu rovnicu k danej priamke ziskaf aj rychlejsSim
spdsobom. O naSej priamke vieme, Ze md normalovy vektor (—4;2). Tym padom vieme, Ze jej
rovnica bude maft tvar

—4x+2y+c=0

Jediny problém je zistif to c. Vyberieme si nejaky bod, o ktorom je isté, Ze na tej priamke lezi
(napriklad bod B|[1;3]). Pre tento bod musi byt rovnost pravdiva. Mus{ teda platit, Ze

—4.1+23+c=0
A z toho uZ je vidiet, Ze ¢ musi byt —2 a teda Ze rovnica priamky bude
—4x+2y—2=0

Je to td istd rovnica, ako predtym, len sme k nej dospeli jednoduchsie.

Vrafme sa teraz k ulohe 3. Vieme, 7e priamka u méd smerovy vektor (13;5). Za
normélovy vektor moZeme zobraf (—5;13) . VSeobecnd rovnica teda bude

—5x+13y+c¢=0
Vieme v3ak, Ze priamka prechddza cez bod [0; 0], takze ked ho tam dosadime, musime dostat
pravdivy vyrok. Z toho plynie, Ze ¢ musi byt 0 a rovnica uhloprie¢ky obdiZnika je teda
—5x+13y=0

Ked chceme zistit, ¢i na tej priamke lezi bod [8;3 ], dosadime a dostaneme —5.8+13.3=0
a teda —1=0. Neplati to, aj ked tesne. Bod [8;3]| teda na uhloprieCke neleZi a obrdzok 56 je
zavadzajuci. Na obrdazku 58 mozete vidief, ako to vyzerd, ked jednotlivé tutvary zanesieme do
obdiZnika presne. St¢asne je z neho zrejmé, kam sa podel ten jeden strateny $tvorcek.
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Obrazok 58: Utvary v obdiZniku — presny obrdzok

Na parametrickom tvare vyjadrenia priamky nam vadili dve veci. Prvé bola ta, Ze sa zle
zistovalo, ¢1 na priamke nejaky bod lezi, alebo nie. V tomto ma vSeobecny tvar jednoznacne
vyhodu. Druhd vec, ktord nam vadila, bola, Ze ked bola t4 istd priamka zapisand dvoma r6znymi
sposobmi, nedalo sa na prvy pohlad vidiet, Ze je to t4 ista priamka. Ako je na tom z tohto hladiska
vSeobecné vyjadrenie?

Prvy problém je, Ze ked dopocitavame hodnotu c, vyberieme si vzdy nejaky ndhodny bod
na priamke. Zatial sme ale nijako nedokdazali, Ze pre dva rozne body tej istej priamky dostaneme to
isté ¢ . Nasfastie to tak je.”* Zaujemcovia si mo6Zu nastudovat, Ze preco.

Druhy problém je, Ze kazdd priamka ma mnoZstvo rdoznych normalovych vektorov.
Napriklad normalovy vektor priamky z obrdzku 57 nemusi byt nutne (—4;2). Pokojne moZete
pouzif aj (8;—4) . Rovnica priamky potom bude

8x—4y +c=0

a ked tam dosadime bod B[1;3], ktory na tej priamke leZi, vyjde ndm, Ze aby to sedelo, ¢ musi
byt 4, takze vSeobecné vyjadrenie priamky v tomto pripade bude

8x—4y +4=0

To je nieco trochu iné, ako vyjadrenie tej istej priamky, ktoré sme vypocitali pred chvilou a ktoré
bolo

—4x+2y—2=0

Ked sa na to ale pozriete lepSie, zistite, Ze ked prva rovnost vydelite —2 , dostanete druhu. Takze
ked nejaky bod spiiia prvy vztah, zarucene bude spiiiat aj druhy a naopak.

24 Aby sme ukazali, Ze ¢ vyjde vzdy rovnako, nech pouZijeme ktorykolvek bod priamky, budeme musief opustit
konkrétne priklady a pocitaf v§eobecne. Majme priamku, ktord ma normdlovy vektor (a;b) . Smerovy vektor tejto
priamky tym padom bude (—kb;ka), kde k je redlne &islo. Ak si zoberieme nejaky bod [x,; y,] , ktory leZi na
priamke, dostaneme, Ze musi platit

ax,+by,+c=0
a teda
c=—(ax,+by,)
Ak si zoberieme ktorykolvek iny bod na tej istej priamke, zaruCene ho vieme ziskaf tak, Ze k bodu [x,; y,]
pripocitame nejaky ndsobok smerového vektora. Tento druhy bod bude matf teda stradnice
(X5 Yol+1(—kb ; ka)=[x,—Ikb; y,+lka]| . Ked ho pouZijeme na vypocet c , dostaneme
a(x,—Ikb)+b(y,+1lka)+c=0
ax,—ablk+by,+ablk+c=0
ax,+by,+c=0
a teda
c=—(ax,+by,)
takZe ¢ vyslo rovnako, ako predtym.
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Situédcia pri vSeobecnom vyjadreni je teda lepSia, ako pri parametrickom vyjadreni. Ak
mame dva rOzne zdpisy jednej priamky, tak jeden bude ndsobkom druhého a to sa da rozoznaft
celkom dobre. Stéle to vSak nie je uplne idedlne, pretoze tych roznych zdpisov je verla.

Nevyhoda vSeobecného zapisu priamky oproti parametrickému je td, Ze z neho nie je rovno
vidief, kde t4 priamka vlastne je. Je sice vidno normdalovy vektor, z ktorého si viete vypocitat
smerovy. Musime ale ziskaf asponl jeden bod, ktory na tej priamke lezi. To sa vécSinou spravi tak,
Ze si jednu suradnicu zvolite (najlepSie rovnu nule, aby sa to dobre pocitalo) a druhu dopocitate tak,
aby t4 rovnica fungovala.

Majme napriklad priamku

x—3y—2=0

Jej normalovy vektor je (1;—3) a smerovy moZe teda byt (3;1) — alebo hociktory jeho ndsobok.
Aby sme nasli nejaky bod, ktory na tej priamke lezi, m6zeme si zvolif y=0 . Potom plati x—2=0
ateda x=2.Bod [2;0] je teda bodom priamky a jej parametrické vyjadrenie bude

p:[2;0]+k(3;1) keR
Nakreslif tito priamku je uz celkom jednoduché.

Uloha 4: PrepiSte priamky z ulohy 1 do v§eobecného tvaru a znovu sa pozrite, ktoré zapisy opisuju
tu istd priamku.

Uloha 5: Do obriazku 59 nakreslite priamky p:x—y+2=0, q:3x+2y—6=0 a
r:—2x+3y+3=0

AY

Obrazok 59: Obrazok na kreslenie
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Podme pokracovaf v hladani optimalneho zapisu priamky. Existuje jeden zapis, ktory je
takmer dokonaly. Pre kazdu priamku existuje iba jeden taky zdpis a priamka sa podla neho aj
celkom dobre kresli. UZ ste sa s nim stretli, ked’ vas ucili o funkciach. Totiz — vezmeme vSeobecné
vyjadrenie priamky a vypoclitame z neho y . Napriklad ak vezmeme vSeobecnu rovnicu naSej
priamky z obrazkov 53 a 57, dopadne to takto:

—4x+2y—2=0

2y =4x+2

y=2x+1

Tento GZzasny zdpis sa nazyva smernicovy tvar priamky. Vo vSeobecnosti ma tvar y=kx+q
kde to ¢islo k sa nazyva smernica a ¢islo g sa nazyva kvocient. (V pripade naSej priamky je teda
smernica 2 a kvocient 1.

Aky je smerovy vektor priamky s rovnicou y=kx+q ? Ked si priamku prepiSeme do
vSeobecného tvaru, dostaneme

kx—y+q=0

Normadlovy vektor tejto priamky je (k;—1) a smerovy teda bude (1;k). Smernica preto hovori,
o kolko sa na priamke zmeni suradnica y, ked suradnicu x zvacsime o 1. Na obrazku 54 mozete
vidiet, ako to vyzerd v pripade naSej priamky. (Pre fajnSmekrov: smernica je tangens uhla, ktory
zviera priamka s osou x . Z toho obrdzka to je vidief.)

Vyznam kvocientu uvidite, ked do smernicového vyjadrenia y=kx+q dosadite za x nulu.
Vyjde y=q z ¢oho je vidno, Ze bod [0; q| leZi na naSej priamke. Kvocient teda urcuje, v ktorom
bode pretne priamka os y .

Z toho, aky vyznam md smernica a kvocient je zrejmé, Ze jedna priamka nemo6Ze maft dve
rozne smernice alebo dva r6zne kvocienty.

Obrézok 60: Smernicové vyjadrenie priamky

Skvelé. Smernicovy tvar je jednoznaény a priamka sa podla neho dobre kresli. Preco si
neponechat iba ten a na predoslé dva zabudnit? Ano, pretoZe aj tento tvar ma svoju slabinu.
Vezmime si napriklad priamku

u:[3;1]+k(0;2) keR

Jej normdlovy vektor je (2;0) a vSeobecnd rovnica (po dopocitani ¢ ) vyjde 2x+0y—6=0 &o po
vypusteni nulového ¢lena bude 2x—6=0. A problém je na svete. Z tohto vzfahu sa totiz zle pocita
y, pretoZe tam vobec nie je. Ked si priamku nakreslite, problém je eSte o¢ividnejsi — je totiZ kolméa
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naos x a prechddza cez bod [3;0]. A keby sme ju mali zapisaf ako funkciu, musela by t4 funkcia
mat pre trojku nekonec¢ne vela hodnot.

Skratka, smernicovy zapis je sice UZasny, ale na rozdiel od predoslych tvarov sa v nom
nedaju zapisaf Uplne vSetky priamky. TakZe si nakoniec ponechame vSetky tri zdpisy a budeme
pouzivaf ten, ktory sa nim prave najviac hodi.

Uloha 6: Priamky z ulohy 4 prepiSte do smernicového tvaru.

Uloha 7: Do obrézku 61 dokreslite priamky y=%x+%, y=—2x+3 a y=—zx——

AY

Obrazok 61: Obrazok na kreslenie
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9. kapitola
Kde sa to pretne

Ked ¢lovek riesi geometricku tlohu geometricky, md to jednoduché. Ked sa ho spytaju, kde
sa nejaké dve priamky pretnu, narysuje si to a ukaze ,,tu“. Problém nastane iba v tom pripade, ked
sa mu pretnud rovnobezky. Vtedy mu vynadaju, Ze zle rysoval. Ked’ ale rieSime geometrické ulohy
cez pocitanie, tak zistif, kde sa dve priamky pretni mdze byf trochu naroc¢nejsie. Prvé problémy
naznacuje nasledujuca tuloha. Najprv ju vyrieSte a potom porovnajte svoje rieSenie s rieSenim
v knizke.

Uloha 1: Han Solo sa md stretnif s princeznou Leiou. Obaja maju pokazené rakety, ktoré
momentédlne nevedia menif smer ani zrychlovaft a vedia iba brzdif (Chewbacca ma
horucku a nemdzZe to opravif a Leia nema skrutkoval) a ked rakety nezabrzdia na
sprdvnom mieste, tak sa nestretnd a bude to maf katastrofdlne dosledky pre Alianciu.
Han Solo sa prave nachddza na sdradniciach [0;3] kpc (Udaje st v kiloparsekoch, jeden
kiloparsek je asi 3261,6 svetelného roka.) a pohybuje sa rychlostou (4;—1) kpc/h
(fyzikdlne vzdelané publikum odpusti ...). Leia sa v tom istom momente nachddza na
sdiradniciach [1;0] kpc a pohybuje sa rychlostou (3;4) kpc/h. Kde maji zabrzdit
rakety, aby sa stretli? Kto z nich tam bude skor?

AY

Obrazok 62: Obrazok na kreslenie

Ak si situdciu nakreslite, budete priblizne vedief, kde sa maju stretnif. Poznaf priblizny
odhad spravneho vysledku je niekedy velmi dolezité. Ale vedeli by ste zistif, kde presne to bude?
Predsa len — pri tych vzdialenostiach sa kazda nepresnost moze osudne vypomstif.
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Jedno z moZnych rieSeni je takéto: Han Solo sa pohybuje po priamke h:[0;3]+s(4;—1)
ateda sa v ¢ase s nachddza na sdradniciach [0+4s;3+(—1)s|=[4s;3—s|. Princeznd Leia sa
pohybuje po priamke [:[1;0]+t(3;4) a v Case t sa bude nachddzaf na stradniciach
[143t;0+4t]|=[1+3t;4t|. Potrebujeme teda najst taky bod, ktory sa bude daf zapisaf aj ako
|4s;3—s]| aj ako [1+3t;4t].Znamend to, Ze musime ndjst také ¢isla s a t, aby boli jednotlivé
suradnice rovnaké, teda aby platilo

4s = 1+3t
3—s = 4t

To ale znamend vyrieSif sustavu rovnic. To nasfastie vieme. Najprv si premenné upraceme na jednu
stranu a konStanty na druhu:

453t = 1
—s—4t = -3
Druhu rovnicu vyndsobime Styrmi
4s—-3t = 1
—4s—16t = —12
a obe rovnice sCitame. Dostaneme
—19t=-11
a teda
(=11
19
To m6zZeme dosadif napriklad do druhej z pdvodnych rovnic a dostaneme
—s—4 U__ 3
19
44
19

19 19 19 19

. N . . . 2 . A
Dobre. Vieme teda, Ze Han Solo pride na miesto stretnutia o Ir) hodiny neskor, ako

princeznd Leia, stile ale eSte nevieme, kde sa vlastne maju stretnuf. Na to ale staci vypocitané s
dosadif do Hanovej priamky, alebo vypocitané ¢ dosadif do Leinej priamky. Pocitali sme to predsa
tak, aby to v jednom aj v druhom pripade vyslo rovnako. KedZe ale ddmy maju prednost, pouZijeme
na vypocet Leinu priamku I: [1;0]+t(3;4) a dostaneme, Ze sa maju stretnif v bode

1:0]+1L(3:4) 33441152 44
19 19 19 19 19

[1;0]+

Uloha 2: Overte, & naozaj ten isty bod vyjde aj z Han Solovej priamky. Ak nevysiel, kde je chyba?

Uloha 3: Zistite, kde sa pretnd priamky

p:17,6 ;10]+t(1;2) teR
q:[-1,9; —2]+t(3;-1) teR
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Ked médme zistif, kde sa pretnu dve priamky dané parametricky, treba spravif nieco také, ako
ste mohli vidief pred chvilou. Je to sice trochu zlozité, ale ako bonus dostaneme informaciu o Case,
ktord je sucastou fyzikdlneho popisu situdcie. Ked mdme vSeobecné rovnice priamok, Ziadna fyzika
sa nedeje, ale zato celd situdcia je ovela jednoduchsSia. Predstavte si, Ze mate dve priamky:

p:2x—y—5=0
q:x+3y—6=0

Najst bod, ktory lezi na oboch priamkach znamena ndjsf také x a y, ktoré vyhovuje obom
rovniciam a teda znovu nejde o ni¢ iné, nez o rieSenie sustavy.

Uloha 4: Nijdite ten spoloény bod.

Co sa priesecnikov tyka, smernicovy tvar priamky neprindSa oproti vSeobecnému ni¢ nové.
Pocita sa to uplne rovnako.

Uloha 5: Kde sa pretnu priamky y=2x—-7 a y=—3x+8

Ostava nam teda uz iba poslednd moznost. A to, Ze niekto zdkerny zadd jednu priamku
parametricky a druhu vSeobecne (alebo smernicovo). Napodiv tito moznost je najjednoduchsia,
pretoZe nebude treba riesif sustavu a v rovnici budeme maf iba jednu neznamu. Nech su tie priamky
napriklad

p:|3;1]+t(2;5) teR

q:4x—y+7=0

V3etky body priamky p si mdZeme napisaf ako [3+2t;1+45t] t€IR. A z nich mdme vybraf ten,
ktory lezi na priamke q . Tak to do rovnice priamky g dosadime a zistime z toho spravne ¢.

4(3+2t)—(1+5t)+7=0
12+8t—1-5t+7=0
3t+18=0

t=—6
Bod, ktory hladdme, je teda [3;1]—6(2;5)=[3;1]—(12;30)=[-9;—29].

Uloha 6: Overte, & ten bod naozaj lezi na priamke q . Ak neleZzi, kde je chyba?
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S tym, €o ste sa naucili poCas poslednych dvoch lekcii sa daju vypocitat aj celkom seriézne
veci. VyrieSte napriklad nasledujucu ulohu.

Uloha 7: V trojuholniku ABC, kde sdradnice vrcholov si A[5;2], B[—1;4] a C[-3;—4]
vypocitajte suradnice faZiska (bod T), suradnice stredu opisanej kruznice (bod O)

a stradnice priese¢niku vysok (bod V). Je vektor OV ndsobok vektora OT ? Ak 4no,
tak kolkondsobok?
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10. kapitola
Noli tangere circulos meos

Ako nadpis tejto kapitoly nam sluzia posledné Archimedove slova. Je otdzne, ¢i ich povedal
po grécky (pretoze po grécky hovorili vzdelanci tej doby) alebo po latinsky (aby mu ten rimsky
vojak, ktory sa na neho hnal s me¢om, rozumel), v kazdom pripade sa pokusSal naznacit, zZe kruhy,
ktoré si kreslil do piesku, maju byf nechané na pokoji.

To ndm pripomina, Ze grécka geometria — a s fiou aj nasa — pri rysovani pouZzivala okrem
priamok aj kruznice. A ked md analytickd geometria popisovat ten isty svet, ako klasicka
geometria, patrilo by sa, aby sme s pomocou suradnic vedeli zapisovaf aj kruZnice.

Napodiv jednoduchsie bude tentokrat vyrobif zdpis kruznice, ktory zodpovedd vSeobecnému
zapisu priamky — taky zapis, do ktorého dosadime suradnice nejakého bodu a zapis nam povie, Ci
bod na nasSej kruZznici lezi, alebo neleZzi.

AY

Y.

Obrazok 63: Kruznica

Pointa je jednoduchd. Majme napriklad kruZnicu so stredom S[2;1] a s polomerom r=5,
ktora mozete vidief na obrazku 63. Ktoré body na nej lezia? Predsa tie, ktoré maju od stredu
vzdialenost presne 5. No a vzdialenost bodu [x; y| od bodu [2;1] pocitat vieme. TakZe rovnicu
kruznice by sme mohli pisaf

V(x=2P+(y—1)’=5

Aby sme sa ale zbavili tej odmocniny, méZeme obe strany rovnice umocnif na druhu, takze
dostaneme

(x—2P+(y—1)’=25

Ked teraz chceme zistif, ¢i na tej kruznici lezi napriklad bod |—1;-3], dosadime x a y do
rovnice, dostaneme

(—1—-2)*+(-3-1)=25

9+16=25
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To je pravda, takZe bod [—1;—3] na naSej kruZnici leZi.
Keby sme tento isty postup nerobili s konkrétnymi hodnotami, ale chceli by sme zapisat
kruznicu, ktora ma stred v bode [XO s yo] a polomer r, dostali by sme rovnicu

(X_X0)2+(Y_YO)2=r2

S rovnicou kruznice nie su Ziadne véznejSie problémy. Jedind komplikécia, ktorda moze
nastat je to, Ze niekto moze vzfah

(x—=2P+(y—1)’=25
upravif na vztah
X'—4x+4+y’—2y+1=25
a teda
x2—4x+y2—2 y—20=0

Problém je v tom, Ze z tohto tvaru nie je na prvy pohlad vidno, kde t4 kruznica ma stred, ani aky méa
polomer, takZe ked’ vdm niekto zada kruznicu takto, bude to vyzadovat eSte nejaku précu.
Majme napriklad rovnicu kruznice

x2+6x+y2—8y +17=0
Boli by sme radi, keby bola v tvare

(x=xo)+(y—y,)*=r
pretoZe z tohto tvaru vidno stred aj polomer kruznice. Najprv sa pokusime urcit X, a Y, . Venujme
sa najprv premennej x . Vo vieobecnej rovnici mame ¢len (x—x,)° . Ked to umocnime, dostaneme
x*—2xx,+x¢ . VSimnite si, Ze koeficient pri ¢lene x je —2X,. Teraz sa pozrite na rovnicu, ktord
ste dostali zadanu. Koeficient pri ¢lene x je 6.Z toho vyplyva, Ze aby oba zapisy opisovali ti ista
kruznicu, —2x, musi byt 6 ateda X,=—3. Podobne ked si umocnime &len (y— y0)2 , dostaneme
y*—2yy,+ye . Porovnanim koeficientu pri ¢lene y dostaneme, 7e —2y,=—8 ateda y,=4.

Teraz uZ vieme, Ze kruZnica ma stred v bode [—3;4]|. Ostdva iba zistif polomer. Dosadme
si X, a Y, do vSeobecnej rovnice. Dostaneme

(x—(=3))+(y—4)=r"
(x+3)°+(y—4)=r
x2+6x+9+y2—8y+16=r2

x2+6x+y2—8y +25—r*=0

Ked to porovndme so zadanou rovnicou, vidime, 7e 25— r’=17 ateda r’=8 ateda r= J8=22.
KruZnica m4 teda stred [—3;4| a polomer /8.
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Uloha 1: Zistite, ktoré body vyhovuju rovnici
a) x’+84x+y’—94y+3972=0

b) x2+6x+y2+10y+35=0

Vseobecny zdpis kruznice md rovnaké vyhody a nevyhody, ako vSeobecny zdpis priamky.
Ziskame z neho celkom dobru predstavu o tom, kde t4 kruznica je a aky md polomer a o kazdom
bode vieme rychlo overif, ¢i na tej kruznici lezi, alebo nie. Nevyhoda sa prejavi, ked potrebujeme
vela bodov, ktoré na tej kruznici lezia alebo ked potrebujeme opisat pohyb nejakého objektu po
kruznici.

AY

Y.

Obrdzok 64: Parametrické vyjadrenie kruZnice

S pouzitim trocha goniometrie si ale lahko pomo6Zeme. Ak budeme menif uhol « na
obrazku 64, budi stradnice prisluinych bodov kruznice [x,+r.cosc;y,+r.sinx]. Ak chceme
zapisaf celd kruZnicu, zoberieme vSetky hodnoty «o€(0;2m) (pripadne mdZeme zobraf aj
x€(—o0;), ale vtedy obehneme kruznicu dookola viackrat), ak by sme chceli napriklad len
hornd polkruznicu, zoberieme x€(0; ) .
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Nasledujuce tri tlohy najprv vyrieSte ¢iselne a potom si k nim nakreslite obrazok:

Uloha 2: Néjdite vietky spoloné body kruznice (x—1/+(y—3)*=5 a priamky 2x—y+1=0
Uloha 3: Néjdite vietky spolo¢né body kruznice (x—1}+(y—3)*=5 a priamky 2x—y—4=0

Uloha 4: Nijdite vietky spolo¢né body kruznice (x—1/+(y—3)’=5 a priamky 2x—y—6=0

Obrazok 65: Obrazok na kreslenie

Ako suvisi pocet rieSeni kvadratickej rovnice s geometrickou strankou uloh?

Uloha 5: N4gjdite vSetky priamky, ktoré su rovnobezné s priamkou 3x—2y+7=0 a dotykaju sa
kruznice (x+1f+(y—2)°=13

Uloha 6: Aky polomer musi maf kruZnica so stredom v bode [4;2], aby sa dotykala priamky
3x—y+1=07?
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11. kapitola
Aby bolo z ¢oho pisat pisomku

Této kapitola obsahuje nejaké ulohy, ktoré sa daji vyrieSif s pomocou toho, ¢o uz viete.
Obcas je to fadna drina, ale je to dolezité kvoli tomu, aby ste si boli isti, Ze naozaj viete, o ¢om bola
v predoslych kapitolach rec.

Uloha 1: N4jdite rovnicu priamky, ktord prechddza bodom A|3;1] a je kolm4 na priamku urend
bodmi B[—1;2] a C[1;-3].

Uloha 2: Priamka p prechidza bodmi O[4;6] a P[1;?]. Zistite druhd siradnicu bodu P, ak
viete, Ze smernica priamky p je —12.

Uloha 3: Zistite uhol vektorov i(2;1) a v(3;-1).

Uloha 4: Stvoruholnik ABCD je rovnobeznik. Ngjdite suradnice bodu D, ak poznate stradnice
A[13;-22], B[35;—11] a C[64;58].

Uloha 5: V trojuholniku ABC, kde A[3;1], B[—1;2] a CJ[1;—3] néjdite parametrické
vyjadrenie faZnice na stranu c .

Uloha 6: Napiste rovnicu kruznice k so stredom S[2;2] as polomerom r=+/8.
Uloha 7: Zistite vzajomnu polohu kruznice z ulohy 6 a priamky x—y+4=0.
Uloha 8: Zistite vzajomni polohu priamok p:[2;3]+t(4;1) a q:4x+y—11=0.
Uloha 9: N4jdite smernicu priamky 4x+2y—11=0

Uloha 10: Najdite smerovy vektor priamky y=3x+5

Uloha 11: Nijdite priese¢nik priamok k:[3;2]+t(—2;9) a [:18x+4y—15=0
Uloha 12: Vypocitajte uhol priamok g:2x + 3y+4=0 a h:x—5y+9=0

Uloha 13: N4jdite smernicové vyjadrenie osi UseCky AB, ak stradnice bodov si A[3;7] a
B[7;5]

Uloha 14: Aky je stred a polomer kruZnice x*—8x+ y2+2y+ 8=0 ? Pretina kruznica os x?
Pretinaos y?

Uloha 15: Pretni sa priamky a:3x—y—2=0, b:5x—2y—3=0 a c:—4x+3y+6=0 v jednom
bode?

Uloha 16: N4jdite rovnicu priamky, ktord je rovnobeind s priamkou p:[3;1]+t(1;-2) a
prechddza bodom N[4;-1].
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12. kapitola
Ako je to daleko?

Predstavte si, Ze po havdrii s asteroidom ste sa katapultovali na siradniciach [42;47]
v zachrannom module, ktory dokédze dosiahnuf najviac polovi¢nu rychlost svetla (aké tripne).
Viete, Ze najblizSia transgalaktickd dialnica mé rovnicu 3x—4y+62=0 a Ze jednotky pouzité
v stradnicovej sustave su svetelné roky. Samozrejme si to namierite najkratSou cestou maximalnou
rychlostou priamo k dialnici, pretoze dufate, Ze tam nieco stopnete. Otdzka ale je, na aky dlhy cas sa
mate ulozif do hiberna¢ného spanku. Nechcete predsa stravif roky Zivota zizanim na vesmirne
prazdno. A na to potrebujete zistit, ako je to od vasej momentdlnej pozicie k tej dialnici daleko.

Uloha tohto typu sa dd riesif mnohymi spésobmi. Raz ste ju uz dokonca riesili. Uloha 6
z 10. kapitoly totiz odpoveda presne na naSu otdzku. Iné mozné rieSenie je zistif si rovnicu priamky,
ktord je kolmd na dialnicu a prechddza vasou aktudlnou poziciou (mimochodom — je to priamka
4x +3y —309=0 ) a potom zistif jej priesecnik s dialnicou.

KedZe nas caka niekolko rokov hibernacného spianku, mdézeme eSte predtym venovaf pér
chvil tomu, aby sme to nepocitali s konkrétnymi ¢islami, ale vSeobecne, pre pripad, Ze by sa ndm
este niekedy podobnd nehoda stala. Mdme teda miesto havarie [x,;Y,] a rovnicu najbliziej
dialnice ax+by+c=0 a chceli by sme zistif, ako je to k tej dialnici daleko. A td vzdialenost vyjde

lax,+by,+c|
Va*+b?

V tejto kapitole sme obratili zauzivany postup — doteraz sme vzdy najprv pocitali a potom sa
pochvilili nejakym novym vzfahom. Tentokrat sme vzfah najprv zverejnili, ale zatial vObec nie je
jasné, ako sme k nemu prisli. Preco to funguje tak, Ze do rovnice priamky dosadime bod, ktorého
vzdialenost zistujeme a pre¢o potom treba vysledok este vydelit di7kou normélového vektora tej
priamky. Jediny zmysel tam dava iba t4 absolutna hodnota — bolo by zvlistne, keby vzdialenost
vysla zaporna.

Keby sme problém riesili ktorymkolvek navrhovanym postupom, museli by sme sa prehryzt
mnozstvom divych vyrazov a Uprav a nakoniec by ndm sice uvedeny vztah vySiel, ale neboli by sme
z toho ovela miidrej§i. Nedozvedeli by sme sa, ¢o tam hlad4 ta dizka vektora a preco je tam t4
rovnica priamky. Iba by to skratka vyslo.

Preto sa v tejto kapitole pokusime o odvodenie inym sposobom — takym, aby z neho bolo
aspon trochu vidiet, preco to tak vySlo. Popritom odvodime eSte jeden vzfah, ktory sa m6ze ukazaft
ako uzitocny.

Najprv teda k tomu inému uZitoénému vztahu. Predstavte si, Ze méte dany bod a dva vektory
u(x,;y,) a v=(x,;Y,), ktoré z tohto bodu vychddzaji. Aky je obsah trojuholnika uréeny tymito
dvoma vektormi?
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Obrézok 66: Trojuholnik

Ak by sme nepracovali v stradnicovej sdstave, ale v klasickej geometrii, obsah trojuholnika
mdZeme lahko vypocitat s pomocou dvoch stran a uhla medzi nimi. Ak by bolo znacenie rovnaké,
ako na obrdzku 66, vzfah pre vypocet obsahu je

=bcsino<
2

V nafom pripade hodnoty b a ¢ predstavujii dizky vektorov. To vypogitat vieme. Problém nam
robi iba ten sinus. S pomocou vektorov vieme pocitaf iba kosinusy. Dal by sa sice pouZif vzfah
sinax=v1—cos’« » ale to by ndm tam vnieslo odmocniny, ¢omu by sme sa zatial chceli vyhnt.

S

Namiesto toho siahneme po inej finte. Plati totiZ, Ze sin x=cos(90°—«) .

Obrazok 67: Obsah trojuholnika

Pozrite sa na obrdzok 67. St na lom vektory i a v a trojuholnik, ktorého obsah chceme
vypocitat. Vieme, Ze jeho obsah je
|t|[v]sin o
2

Vytvorime si vektor w, ktory bude kolmy na v . Ak boli siradnice vektora v(x,;y,), stradnice
vektora w budd (y,;—x,) . Overte si to na obrdzku. Vieme, Ze plati

4

<y

ja||wl

sinx=cos (90°— )=
pretoze 90°— je uhol medzi vektormi @i a w . Obsah nasho trojuholnika teda bude
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__lallwl
2

Vieme viak, Ze vektory v a w maji rovnaki dizku. Preto sa vietky dizky, ktoré v tom vzfahu
vystupuju, vykrdtia a obsah trojuholnika méZeme zapisat ako
u.w

2

Ked7e sdradnice vektora i sd (X,;y,) a sdradnice vektora w sme si vypo&itali zo stradnic
vektora v ako (y,;—x,), dostdvame, Ze trojuholnik uréeny vektormi i a v m4 obsah

Xuyv_xvyu
2

Uloha 1: Pri odvodzovani sme sa dopustili malej nepresnosti. Viete ju odhalit? Viete zistif, kde a
ako presne vznikla? Ako by ste vylepSili vysledny vzfah? (Ndpoveda: Skuste vypocitat
obsah trojuholnika daného vektormi i(1;3) a v(3;2).)

Vrafme sa teraz k problému vzdialenosti bodu od priamky. Uvahy sledujte na obrazku 68.
Chceme zistif, ako daleko je bod A od priamky p (vzdialenost si oznac¢ime v ). Na priamke p si
zvolime dva body P a Q tak, aby ich vzdialenost bola 2. VSimnite si trojuholnik PQA . Jeho
zakladiia PQ ma velkost 2 a jeho vySka na tuto zdkladnu je v . Jeho obsah teda bude

2v_
2
Vzdialenosf bodu A od priamky p teda bude rovnakd, ako obsah trojuholnika APQ. A obsah

trojuholnika APQ vypocitame s pomocou vektorov 17(3 a PA a vzfahu, ktory sme odvodili pred
chvilou.

1%

AY

>

/
Obrazok 68: Vzdialenost bodu od priamky

Podme sa pozrief, o to spravi, ked to rozpiSeme po suradniciach. Nech bod A ma
suradnice [XA;yA], priamka p md rovnicu ax+by+c=0 a bod P ma suradnice [xp;yp],
pricom si budeme pamitat, Ze hodnoty X, a y, vyhovuju rovnici priamky p, pretoze bod P na
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nej lezi. Zistif stradnice vektora PA je jednoduché. Je to (X,—Xp;Ya—Yp) . Vektor I—_’é zistime
tak, 7e smerovému vektoru priamky p upravime dizku tak, aby bola presne 2. Normdlovy vektor
priamky p je

(a;b)
takZe smerovy vektor bude
(=b;a)

Je/ho dizka je \/m , Co je to isté ako \/m , takZe vektor, ktory ma ten isty smer, ale
dlzku 1, bude mat sdradnice

-b  a
Va’+b* Va*+ b’
Vektor PQ ma maf dizku 2, takZe jeho stiradnice budi

—2b  2a
Va*+b* Va’+b?

Mimochodom — v§imli ste si, Z¢ obe stradnice maji v menovateli ti zahadnd diZku normalového
vektora? Presne povedané, nebola to dizka normalového, ale smerového vektora, ibaZze rovnako
velkého.

Oba vektory mame vypocitané, moZeme rétaf obsah trojuholnika APQ . Ten by mal podla
pred chvilou odvodeného vzfahu byt

2a

—2b

(Xa—xp) —(Ya—¥»p)

2

(Ano, t4 absoliitna hodnota je presne to, o naSmu vzfahu chybalo a na &o ste mali prist v dlohe 1.)
Obsah mdzeme dalej upravif na

(x,—xp)2a+(y,—y,)2b| _|ax,+by,—ax,—by,|
2\ @+ b’ Va*+b’
A v tomto momente si spomenieme, Ze bod P lezi na priamke p. To znamend, Ze pre jeho
suradnice plati

axp,+by,+c=0
a teda
c=—ax,—by,

To znamend, Ze vo vzfahu pre obsah trojuholnika mdéZeme nahradif vyraz —ax,—by, vyrazom c .
Obsah trojuholnika (a tym pddom aj vzdialenost bodu A od priamky p ) bude tym padom

lax ,+by ,+c|
Vi + b2

Co je presne to, o sme potrebovali.

Fajn. Vzdialenost pocitaf vieme, podme sa teraz pozrief na nejaké ulohy.
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Uloha 2: VyrieSte znovu ulohu 6 z kapitoly 10.

Uloha 3: Ngjdite vSetky body, ktoré maju rovnaku vzdialenost od priamky y+%=0 a od bodu

[0;—].

4
Uloha 4: St dané 3tyri priamky a:x+y=0, b:x—y=0, c:x+y—4=0 a d:x—y—4=0.
N4jdite vsetky body, ktoré majui td vlastnost, Ze sucin vzdialenosti k priamkam a a b je

rovnaky, ako sucin vzdialenosti k priamkam c¢ a d. (Pamitite sa eSte na Pappov
problém, ktory riesil Descartes? Toto je jeho Specidlny pripad.)

Uloha 5: Akii dlhd dobu strvite v hibernaénom spanku?

61



13. kapitola
AKko sa s tym pracuje?

V piatej kapitole sme sa stretli s niektorymi zaujimavymi aplikdciami analytickej geometrie,
ktoré boli fyzikdlneho charakteru. Ulohou tejto kapitoly je ukézat niekolko dal$ich aplikécii. Tieto
budu vSak iného typu. Pojde v nich o to, prelozif s pomocou analytickej geometrie geometricku
ulohu do jazyka algebry, tam ju vyrieSif a znovu interpretovaf v jazyku geometrie. RieSenie je
uvedené vzdpiti po zadani. Ak si to chcete najprv vyskusat sami, rieSenie si pozrite aZ potom.

Uloha ¢&. 1: N4jdite vSetky body, ktoré maji od bodu [0;0] Styrikrdt vicSiu vzdialenost, nez od
bodu [15;0].

Ak tato ulohu nechcete rieSif sami, pokuste sa asponi odhadnuf, aky geometricky utvar
uvedené body vytvdraju.

Podme teda riesif. Majme bod [x;y], ktory uvedend podmienku spiiia. Pre vzdialenosti od
oboch bodov plati

Vx4 y? =4y (x—15)"+y?

(Uistite sa, Ze rozumiete, preco to plati.)
Obe strany rovnice umocnime na druhu. KedZe su oba vyrazy kladné, je to ekvivalentna
uprava:

x*+y*=16((x—15)*+ y*)
a upravime

x*+ y*=16(x*—30x +225+ y°)
x4 y*=16x"—480x + 3600 + 16y°
15x* —480x +3600+ 15y°=0
x*—32x+240+ y*=0
(x—16)°+ y*—16=0

(x—16)°+ y*=16

Hradané body teda tvoria kruZnicu, so stredom v bode [16;0] a s polomerom 4 .
Zaujemcovia modZu rovnakym sposobom dokazaf vSeobecnejSie tvrdenie. Ak su dané body
A a B akladné redlne Cislo k rdzne od 1, tak mnoZina vSetkych bodov C, pre ktoré plati

|AC|=k|BC]|
je kruznica. Pri dokaze vSeobecného tvrdenia je vhodné zvolif si suradnicovu sustavu tak, aby bod
A bol pociatkom suradnicovej sustavy a bod B lezal na priamke x .

Uvedend kruznica sa nazyva Apoldniova kruznica. Mimochodom — aky geometricky utvar
dostanete,ak zvolite k=1 ?
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Dal3ia tloha pochadza z americkej matematickej sifaze USA Mathematical talent research:

Uloha 2: Je dany konvexny pifuholnik ABCDE s dizkami strén 1, 2, 3, 4 a 5 (dizky za sebou
nemusia nasledovaf v tomto poradi). Nech F, G, H a I su po rade stredy strdin AB,
BC, CD a DE. Dalej nech X je stred tisecky FH a Y je stred tse¢ky GI. Dizka
tsecky XY je celé &islo. Zistite dizku strany AE .

Obrazok 69: Nakreslite si ho sami
Zvolime suradnicovu sustavu tak, aby jej pociatok bol v bode A a bod B lezal na osi x.
Stradnice jednotlivych vrcholov potom budd A[0;0], B[x,;0], Clxc;ycl, Dlxp;yp] a
Elxg;yg|. Stradnice stredov prvych $tyroch strdn si méZeme vypocitat ako aritmeticky priemer

+ + +
suradnic krajnych bodov. Budu teda F ﬁ;0 , G Xe Xc;& ; Xe xD;yC Jp
2 2 2 2
+ +
I L 2XE ; Yo Ve . Suradnice bodu X preto budu
XgtXctX, Yot Yp
4 T4
a suradnice bodu Y budu
XgtXctXpt+Xg Yt Ypt Vg
4 ’ 4
Vzdialenosf bodov X a Y bude
2 2
\/ XpTXc+Xpt+Xp Xpt+Xc+Xp n YctYpTYe Yct Yo =\/ X+ Vi — VXt Y

4 4 4 4 16 4

Vieme, Ze dizka strany AE je jedno z &isel 1, 2, 3, 4 alebo 5. Ked' si tito dizku vyjadrime zo
suradnic, dostaneme \/ x§+ yé . Vidime, Ze usecka XY ma Stvrtinu tejto dfiky a vieme, Ze to ma
byt celé &islo. Dizka strany AE preto musi byt delitefna $tyrmi. Z diZok, ktoré pripadajii do tvahy,
ma tuto vlastnost ale iba jedna. DlZka strany AE preto musi byt 4.
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Dalsia tloha ukazuje jednak silu, jednak tdskalia pouZitia analytickej geometrie. Sila je

v tom, Ze pri rieSeni dlohy stadi namiesto myslenia upravovat vyrazy. Uskalia pozostévajii z toho,

Ze tie vyrazy su velké a je to vela roboty. V rieSeni ulohy nie je kazdy krok popisany tplne detailne.
Uistite sa, Ze naozaj rozumiete, ¢o sa kedy deje.

Uloha 3: V jednej tretine strany AB trojuholnika ABC bliz§ie k bodu B lezi bod C,, v jednej

tretine strany BC blizSie k bodu C lezi bod A, a v jednej tretine strany CA blizsie

kbodu A lezi bod B,.Priamky AA,, BB, a CC, ohranicuji trojuholnik. Vypocitajte,
aku cast z obsahu trojuholnika ABC tento trojuholnik zabera.

C

A,

B,

A / C,
Obrazok 70: Uloha 3

Nech st stiradnice vrcholov trojuholnika A[0;0], B[XB;O] a C[xc;yc] .Bod A, bude

2XctXxp 2Yc bod B {ﬁﬁ 2Xxg
b) ’ 1 3: 3

mat sdradnice a bod Cl{T;O

. Priamka AA, ma4 smerovy

vektor (2x.+x5;2y.) —kvéli jednoduchosti sme jeho dizku trikrat zvi¢sili — a priamka prechddza
pociatkom suradnicovej sustavy. Jej vSeobecna rovnica preto bude

2yex—(2x.+x5)y=0

Priamka BB; ma smerovy vektor (xc—3xp;yc), takze jej vSeobecna rovnica bude mat
tvar

YeXx+(3x3—x.)y+c=0
KonStantu ¢ ur¢ime podla toho, Ze bod B musi vyhovovat rovnici priamky. Musi teda platit
YeXp+(3x3—x.)0+c=0
a teda
C=—XgYc
Rovnica priamky BB, teda bude
YeX+(3x5—Xc) y—x5yc=0

Priamka CC,; ma smerovy vektor (3xc—2x5;3yc) . Jej vSeobecna rovnica preto bude mat
tvar

3yex+(2x,—3x.)y+c=0

Hodnotu ¢ vypocitame podla bodu C, :

2x
3YCTB+(2 x3—3x.)0+c=0
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C=—2XgYc
Rovnica priamky CC, teda bude
3ycXx+(2x5=3X¢c)y—2x5y.=0

Podme teraz vypoditat prieseénik priamky AA, a BB,. Tento bod musi spliiaf obe
nasledujtice rovnice

2yex—(2x.+x5)y=0

YeX+(3x3=Xc) y—x5y:=0

Z prvej rovnice si vyjadrime x a dosadime do druhe;.

=(2XC+XB)y
2yc
(2x.+x,)y
yC%_{—(BXB_XC)y_XByC:O
C
Vypocitame y

2X-+Xx

y %+(3XB_XC) =XgYc

Y(2xo+x5+6x5—2X)=2X5Y,

y(7XB)=2XByC

— 2yc
=77
a dosadime do vztahu pre vypocet x:
2yc
= (2XC+XB)7 _ 22Xt Xy
2yc 7

Priamky AA, a BB, sateda pretni v bode -
Podobne vypocitame prieseénik priamok AA; a CC, . Ich rovnice si

2X-tXp . 2ycl

2y:.x—(2x.+x,)y=0

3ycx+(2x5=3X¢c)y—2x5y.=0
Z prvej rovnice vyjadrime x a dosadime do druhe;.
(2xc+x5)y
2yc

(2XC+XB)y

+(2x,—3x.)y—2x,y.=0
2yc B (o) BJ C

3ye
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Vypocitame y
3(2x.+x3)

5 +(2x,—3x.)|=2x, Y,

y
y(3(2 XC+XB)+2 (2 XB_BXC))=4XByC

y(7XB)=4XByC

- 4yc
=7
A znovu dopocitame x :
4yc
X=(2xc+xl3)7= Ax.+2x,
2y, 7

Priamky AA, a CC, sateda pretnd v bode

4x-+2xg4 . 4y,
b 7 *
Ostdava nam vypocitaf priesecnik poslednej dvojice priamok. Priamky BB, a CC,; maju
rovnice:

YeX+(3x5—Xc) y—x5yc=0
3YcXx+(2x5=3Xc)y—2X5y=0
Prvu rovnicu vyndsobime —3 a pripocitame k druhej. Dostaneme
(=7Xp) y+X5yc=0
a teda

_Ye

7

Ked to dosadime do rovnice prvej priamky, dostaneme
Yc _
VX +(3xB—xC)7—xByC—O

z ¢oho zistime x

7YcX+3XpYe—XcYe—7XpYc=0

7YcX=4Xg Yt X Ye

X=4XB+XC
7
4xp,+Xx
Priamky BB, a CC, sa teda pretnd v bode #;él.

Dve strany trojuholnika ABC tvoria vektory (0;x5) a (x.;Yc). Jeho obsah je teda
2X-tXxg 2Yc 4x-+2x5 4y. 4dxpt+X- Yo
. , R a |———;—|.
7 T 7 7 7 7 7

-4 . Vrcholy sivého trojuholnika su
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+2 2
Z prvého bodu do druhého bodu vedie vektor M; ;/C) , Z prvého bodu do tretiecho bodu
3Xg—Xc —Yc o .
vektor ; . Obsah sivého trojuholnika preto bude

(XB+2XC) (_yc)_(2yc) (‘?’XB_XC) ‘_XByC_2xcyc_6XByc+2xcyc
7 7 7 7 49
2 2
— 7XByC=XByC
2.49 14

Obsah sivého trojuholnika je teda sedmina obsahu trojuholnika ABC .

Ak ste rieSenie docitali az do konca a skutocne ste mu porozumeli, mdzete byt na seba hrdi.
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14. kapitola
Iné suradnice

V predoslych kapitolach sme sa zaoberali kartezidnskym suradnicovym systémom. Ten sa
da vyuzivat (a aj sa vyuziva) v rO6znych situdciach, pocnuc pocitatovou grafikou, cez
zememeracstvo az po fyzikdlne vypocty. Su ale situdcie, kedy je vhodnejSie siahnuf po inych
suradniciach. Takou situdciou je napriklad radarovd stanica. Radar je zariadenie, ktoré vam
neoznami, zZe lietadlo je od osi x daleko 5 kilometrov a od osi y 12 kilometrov. Namiesto toho
mozZete z neho ziskaf informaciu o tom, ktorym smerom od radaru sa lietadlo nachddza (vac¢sinou sa
uddva azimut) a ako je od radaru daleko.

Suradnice, s ktorymi sa stretneme v tejto kapitole, pracuji na podobnom principe.
Predstavte si, Ze sme radarovu stanicu umiestnili do pociatku suradnicovej sustavy. Ked chceme
urcif polohu nejakého bodu, tak si vytvorime vektor, ktory pdjde z pociatku do toho bodu a polohu
bodu zapiSeme ako dvojicu &isel, pri¢om prvé z nich bude diZka vektora a druhé bude uhol, ktory
vektor zviera s vektorom (1;0) .

Y.

<
|

Obrazok 71: Polarne stiradnice

Na obrazku 71 mozete vidief tri body. Bod A mdzeme v tychto suradniciach suradniciach
zapisaf ako r=3,¢ =% (uhol budeme uvadzaf v oblukovej miere, znalci vedia, Ze v tomto pripade

51

je to to isté, ako 60°.Bod B mi sdradnice '= 6,<P=? :

Uloha 1: Zistite uhol a vzdialenost pre bod C. Dokreslite do obrazka body D:r=2 J2_,<p=3TTr a
™
E:r=4,p=——
P=7%

Rovnako ako pri kartezidanskych suradniciach, tak aj pri tychto novych suradniciach
(nazyvaju sa polarne suradnice) vieme zo suradnic bodu presne zistif, kde ten bod lezi. Jednoducho
z pociatku suradnicovej sustavy narysujeme polpriamku spradvnym smerom (ktory je ten spravny
smer nam prezradi hodnota ¢ ) a na nej bude vo vzdialenosti ur€enej hodnotou r lezat hladany
bod. Kartezidnske suradnice mali aj opacnu vlastnost — ku kazdému bodu sme vedeli najst prave
jedny suradnice, ktoré mu zodpovedali. Tuto vlastnost polarne suradnice nemaju. Napriklad bod C

3 . .
mdZeme zapisaf ako r=5,p =7Tr , ale rovnako dobre ho moZeme zapisaf aj ako r=5, <p=—% aj
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ako r=5,<p=77n. A dokonca pri pociatku suradnicovej sustavy staCi povedaf, ze r=0 a ¢ si

mozete zvolif uplne [ubovolne.

Téato drobnd nevyhoda je vyvaZzovanad viacerymi vyhodami. Predstavte si napriklad, Ze
chcete v polarnych suradniciach zapisat kruznicu s polomerom 5. Nie je ni¢ jednoduchSie.
Parametrické vyjadrenie s pomocou parametra t bude r=5,¢p=t pricom t€(0;27). Vzhladom
na to, ze v kazdom smere od pociatku sa nachddza iba jeden bod kruznice, méZeme parameter

vynechaf a kruZnicu zapisaf ako r=5; ¢

€(0;2m) .

Z uvedeného prikladu je jasné, Ze polarne suradnice su vhodné na zdpis utvarov, ktoré su
nejakym spdosobom rovnomerne rozloZené okolo pociatku sdradnicovej sustavy. VSimnite si
napriklad dtvar na obrazku 72. V polarnych sdradniciach sa d4 jednoducho zapisat ako r€(3;5);
pe(0; ) . Zapisaf tento dtvar s pomocou Kartezidnskych stradnic je ovela naro¢nejsie.

AY

T T

/ N\

4

\

Obrazok 72: Cast medzikruZia

Uloha 2: ZapiSte utvar z obrazka 72 s pomocou kartezidnskych suradnic.

Ako ale zapisaf utvary, ktoré okolo pociatku rovhomerne rozlozené nie su? Ide to vobec?
Ako by sme napriklad zapisali v polarnych suradniciach priamku, ktora md v kartezidnskych
suradniciach zdpis p:x—3=0 ? (To je priamka, ktord je rovnobeznd s osou y a ktord prechidza

bodom [3;0].)

AY

Obrazok 73: Priamka

Prva vec, ktoru potrebujeme urcit, je, aké ¢ moZeme dostaf, ak prejdeme vSetky body
priamky p — inymi slovami — ktorymi smermi moZeme z pociatku suradnicovej ststavy narysovat
polpriamku tak, aby sa s priamkou p vdbec pretla.

Ked sa pozriete na obrazok 73, mozete vidief, Ze hrani¢né pripady, v ktorych bude

. 9 . s s I
polpriamka s naSou priamkou rovnobeznd, su @ =—-—

2
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a priamka samozrejme nepretni. Ale ak naS radar v pociatku suradnicovej sustavy namierime
Tubovolnym smerom medzi tymito hodnotami, tak niektory z bodov priamky p zachyti. Pre vSetky

body priamky p teda uhol ¢ patri do otvoreného intervalu —%;%) .
Druhou ulohou pri zapise priamky p v polarnych suradniciach bude vypocitaf vzdialenost
od pociatku suradnicovej sustavy, ked uz sme si raz zvolili nejaky konkrétny uhol ¢ . Z obrazka 73

je zrejmé, Ze plati

3
cosp=—
r
z toho vypocitame r :
_ 3
cos @
Priamka p bude maf teda v polarnych suradniciach zdpis P € —%; %), r= 0sp Nie je

to také elegantné, ako x—3=0, ale stale je to relativne prijatelny zapis.

DalSou vyhodou poldrnych sdradnic je, 7¢ ak potrebujeme celd situdciu otoit okolo
pociatku sturadnicovej sustavy, dd sa to spravif s pomocou nie prili§ ndro¢nych trikov. Predstavte si
napriklad, Ze v polarnych stradniciach potrebujete zapisaf priamku q , ktort dostanete z priamky

p oto¢enim o 45° (teda o % ) proti smeru hodinovych ruciciek okolo pociatku. Situdciu mozZete

vidief na obrazku 74.

AY
r
87 \¢ X
~>»>
Obrazok 74: Otodend priamka

Keby sme priamku g nepotrebovali zapisat s pomocou uhla ¢, ale s pomocou uhla 6,
situdcia by bola uplne rovnakd, ako pri zdpise priamky p. Uhol 6 modze nadobudaf hodnoty

z intervalu |—— ; Tl a r=i . Z obrazka 74 vidno, Ze medzi uhlami ¢ a 0 je vzfah
2°2 cos o
™
=0+—
Py
S pomocou tohto vztahu moéZeme vyjadrenie priamky g s pomocou uhla 6 prepisaf na vyjadrenie

T T . LS
— do = auhol ¢ jeo —- Vicsi, tak

s pomocou uhla ¢ . Ak sa uhol 6 meni v intervale od — 5 5 4
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uhol ¢ bude nadobudaf hodnoty z intervalu - 3—”) Zo vzfahu <p=9+% vyjadrime

4’ 4

T . . : . .
0= (p—z . KedZe vieme, ze r= - , Jednoduchym nahradenim dostaneme

0s 0
3
r=
cos|p—T-
P73
. . . .. L ™ 3T 3

Priamka g bude maf v poldrnych suradniciach teda zapis @€ 1 ;T ; rI=—————
cos(p— %)

Uloha 3: Aky utvar je v polarnych sdradniciach uréeny zdpisom (p€<—%;%>; r=2cosq ?

Aby ste to zistili, najprv si pre aspon pif roznych uhlov vypocitajte, v akej vzdialenosti sa
urenym smerom nachddza bod utvaru a jednotlivé body si nakreslite. Z tychto bodov sa
pokuste uhddnut, o aky tutvar sa jedna. (Ak si nie ste isti, vypocitajte si dalSie body.) Ked
uhddnete o €o ide, pokuste sa dokazat, Ze sa jedna prdave o ten utvar, ktory ste uhadli.

Uloha 4: ZapiSte v polarnych suradniciach utvar, ktory dostanete z utvaru z ulohy 3, ked ho otocite

0 % (to je 60°) v smere hodinovych ruciciek. (Mohli sme rovno povedat ,,0 —% “)

Uloha 5: Nech pre niektory bod poznate jeho polarne stradnice, teda uhol ¢ a vzdialenost r.
Vedeli by ste s pomocou tychto hodnot vypocitaf jeho kartezianske suradnice x a y ?
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15. kapitola
Matrix

Vo svete analytickej geometrie sme momentdlne schopni robif viacero zaujimavych veci.
Jednak vieme popisat pohyb telesa, ak vieme, aké je fazké a aké sily na neho pdsobia. Tym sme sa
celkom tspesne naudili riedit nejaké fyzikalne problémy. Dalej vieme prakticky celd rovinni
geometriu popisovat s pomocou algebraickych metéd. S pomocou analytickej geometrie tak vieme
rieSit ulohy, ktoré boli predtym vysostnou doménou klasickej geometrie. V nasledujucich
kapitolach sa budeme venovaf aplikdciam analytickej geometrie, ktoré maju suvis s dalSou
v kone¢nom désledku celkom praktickou ¢asfou fudského snaZenia — s pocitatovou grafikou™. Veci
ale budeme rozoberaf najmé z matematickej stranky a pripadné programatorské pokusy nechame na
laskavého cCitatela.

Kym sa ale pustime do veci, zozndmme sa najprv s novym objektom, ktory budeme hojne
vyuzivaf — s maticou. Matica (po anglicky matrix — odtial nazov tejto kapitoly aj rovnomenného
sldvneho filmu) je obdiZnikov4 tabulka &isel. Aj vektory (v tej podobe, v akej sme sa s nimi doteraz
stretdvali) st v podstate matice s rozmermi 1X2 — teda s jednym riadkom a dvoma stipcami.
Matice m6zu samozrejme mat aj iné rozmery. Priklady dalSich matic (aj s uvedenymi rozmermi)
mozete vidief tu:

1 0 0 1
01 0 1 2 3 4 -2
0 0 153 , 4 3 2 1)y , 0/3x1 , (42 47)1x2

Matice sa scitavaju a odcitavaju rovnako, ako vektory — po jednotlivych zlozkach. Musia
maf ale rovnaké rozmery. Maticu s rozmermi 2X2 teda nemdZeme pripocitat k matici s rozmermi
3X3, aj keby sme ju do nej umiestnif vedeli. Zato nasledujice matice sa s¢itaju jednoducho:

1 7 0 -7

-2 5| +| 2 -4 =
4 _13><2 -3 13><2

[ = R
o = O

3X2

Uloha 1: Scitajte nasledujuice matice:

4 98 -—17 47

17 —7 38 44
s 143 51 64 0

25 49 4 —2)
2X4

Matice ale mézeme medzi sebou nie len s¢itaf a od¢itat, méZeme ich aj ndsobif. Nasobenie
matic je ale operdcia relativne naro¢nd na psychiku nasobiaceho. V prvom rade musia maf matice
spravnu velkost. ,,Spravna‘“ velkosf v tomto pripade neznamend, Ze je to velkosf rovnakd. Pri
nasobeni matic je ale nutné, aby bol druhy rozmer prvej matice rovnaky, ako prvy rozmer druhej
matice. Teda mdZeme napriklad vynasobif maticu s rozmermi 4X2 s maticou 2X3 , pretoze prva
matica ma dva stipce a druhd dva riadky, ale nemdZeme vyndsobif maticu s rozmermi 5X2
s maticou 5X2 , pretoZe prvd md dva stipce a druha pif riadkov.

VSimnite si, Ze uz zaciatok tohto popisu vyzera zvlaStne. Znamend to napriklad to, Ze
modzeme vyndsobif maticu 4X2 s maticou 2X3, ale nemdZeme vyndsobif maticu 2X3 s maticou
4 X2 . Pritom nasobime rovnaké matice, len v opaénom poradi. Skrdtka matice sa v tomto liSia od

25 Aplikdcie sa tiahnu naprie¢ mnohymi oblastami od architektdry, strojarstva, cez moédne ndvrharstvo aZz po
pocitacové hry.
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¢isel. Pri Cislach nezdlezi, v akom poradi ich ndsobime. 7.2 Bude rovnako vela, ako 2.7 . Pri
maticiach na poradi zalezi a dokonca sa mdze staf, ze ked poradie vymenite, nemusia sa matice dat
vynasobif.

Ked uz vieme, kedy sa matice daju nasobif, patrilo by sa povedaf, ako sa to vlastne robi.
V prvom rade treba urcif rozmery vyslednej matice. Vyslednd matica bude mat pocet riadkov
rovnaky, ako prvd matica a poet stipcov rovnaky, ako druhd matica. TakZe ak nasobite maticu
srozmermi 2X3 maticou 3X4, vyslednd matica bude maf rozmery 2X4 . Ako presne to s tymi
rozmermi funguje, moZzete vidief na obrdzku nizsie.

2 4 -3 -1
0o 2 1 3] = ( )
2x4

(142 _
>8 11 2 0 g,

-1 3 2

Teraz uz ,,iba* zostdva vypocitat jednotlivé hodnoty vo vyslednej matici. To ale naSfastie nie
je velmi zloZité. Predstavte si, Ze potrebujete vypocitat hodnotu v druhom riadku a v tretom
stipci. Spravite to tak, Ze z prvej matice vezmete druhy riadok, z druhej treti stipec a vypocitate
ich skalarny sucin.

1 4 2 2 4 mg -1 I .
1 3 9 - |0 2 1 -3 = 6
2X3 1 _2 0 13><4 «/2X4

(—1;3;2).(=3;1;0) = (—=1).(=3)+3.14+20 = 6

To, ze skaldrny sucin sa vObec dd pocitat, je zaru¢ené tym, Ze aj v riadku prvej matice, aj
v stlpci druhej matice je rovnako verla ¢isel — v tomto pripade tri.
Rovnako vypocitame aj vSetky ostatné prvky. Vysledkom bude matica

4 8 1 -1
0 2 6 _6 2X4

Uloha 2: Ktoré &islo je vo vyslednej matici v predoSlom priklade uvedené nespravne?

Uloha 3: Nech A a B sd matice uréené nasledovne:

2 2
o153 o -
0 5

Vypocitajte A.B a BA.
Uloha 4: Vymyslite také matice C a D, aby sa C.D dalo vypogitata D.C sa nedalo vypocitaf.
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Dobre. Naucili sme sa teda s maticami robif nejaki prapodivnu operdciu nazvanu ndsobenie.
Je najvyssi Cas povedaf, na ¢o mozu byf také matice dobré. Predstavte si, Ze méte suradnicovu
sustavu a v nej nakresleny domcek, presne taky, ako moZete vidief na obrdzku 75. Vrcholy

Ay

Obrazok 75: Domcek

dom¢eka maju siradnice [0;0], [0;2], [2;0], [2;2] a [1;3].Zoberme si nejaki maticu 2Xx2 ,

napriklad

_é) a podime sa pozriet, ¢o to s dom¢ekom urobi, ked vSetky jeho body vyndsobime

touto maticou.

Za¢nime napriklad s bodom [1;3] (to je ten $pic strechy). V prvom rade mdme problémy
-1

3

druhd iba jeden riadok. To sa déd rieSif dvoma spdsobmi. Jedna moZnosf je vymenif poradie
nasobenia. Druhd moZnost je zapisaf bod [1;3] ako stipcovi maticu. Je v podstate jedno, pre ktori
moznost sa rozhodneme, rovnaké veci sa daju dosiahnuf oboma spdsobmi. VicSinou sa vSak
pouziva druhd moznost, budeme sa jej preto drzaf aj v tomto texte.

Ked teda kazdy bod zobrazime s pomocou uvedenej matice, dostaneme

s rozmermi. Ak sa totiZ pokusime vyndsobif (i )(1 3), tak prvd matica md dva stipce a

2 -1 [1)_(-1
1 313/ 110
2 —1|(o|_[0 2 -1 [2)_[4
1 300/ o 1 300/ (2
2 -1} [0)_[-2 2 -1 [2)_2
1 3/12)71 6 1 302/ (8

Domdek sa teda zobrazi na také ¢udo, ktoré moZete vidief na obrazku 76. Holt matrix.?

26 Citatelia, ktorf si uZ pri &itanf tejto knihy zvykli na rozne skryté problémy, ktoré neskor vyplavaji na povrch, mozu
teraz oprdvnene namietaf, Ze to, Ze sa bod [0;0] zobrazi na [0;0] a bod [2;0] sa zobrazi na [4;2], eSte
neznamend, Ze body, ktoré leZia na tusecke urcenej bodmi [0;0] a [2;0] sa musi zobrazif na diseCku urcent
bodmi [0;0] a [4;2]. Pokojne by sa mohlo stat, Ze by sa zobrazili na nejaku krivi ¢iaru, ktord len zacina a konci
v spravnych bodoch. Nastastie matice funguju tak, Ze tsecCku skutocne na usecku zobrazia. Je to sposobené tym, Ze
ak A jematicaa i a v s stipcové vektory, tak vzdy plati, Ze A.(kii)=k. Al a A(G+v)=AG+AV . (Ak tomu
neverite, rozpiSte si to po sdradniciach a uvidite, Ze to skutocne funguje.) Teraz staci napisaf si parametrické
vyjadrenie dsecky. A ked jej body vyndsobite maticou A , s pomocou predoslych dvoch rovnosti sa d4 ukdzat, Ze
to, ¢o dostanete, bude znovu usecka.
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Obrazok 76: Matrix

Uloha 5: Kym sa pustime do dalSej prace, je dolezité, aby ste ziskali predstavu o tom, ¢o vSetko sa
dda s pomocou matic dosiahnuf. Preto vyskuSajte zobrazif domcek s pomocou
nasledujucich matic:

AY A7
(2 0 (1 —1
0 2 x 11 1 X
> >
A7 A7
10 ( 1 —1)
0 -1 x o X
> >
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Uloha 6: N4ajdite maticu, ktord zobrazi domcéek na domcek, ktory je dvakrét Sir$i a nachadza sa
z druhej strany osi y tak, ako mdzete vidief na obrazku 77.

Ay

Obrazok 77: Novy domcek

Ak ste vyrieSili predo§lé ulohy, mohli ste urobif niekolko zaujimavych pozorovani. (Ak ste
ich ani rieSif nezacali, tak neSvindlujte a vyrieSte asponl ulohu €. 5. Inak pre vds nemd zmysel Citaf
dalej.) Prvé z nich sa tyka bodu [0;0]. TotiZ — nech tento bod zobrazite pomocou Tubovolnej
matice, vzdy znovu dostanete bod [0;0]. Vyslednd podoba domceka teda zostane zviazand
s pociatkom stradnicovej sustavy.

Dalej ste si mohli v§imniif, e matice maji na dom&ek rozne ucinky. Dom&ek sa moZe
zviacsit, natoCif ¢1 preklopif bez straty tvaru, moZe tvar vyrazne zmenif (ako ste mohli vidief na
obrdzku 76), alebo m6Ze vyzeraf, akoby mu matrix vzal jeden jeho rozmer.

Bolo by zaujimavé zistif, ako to zariadif, aby sme nad maticami ziskali istd moc — aby sme si
vedeli rychlo predstavif, o dand matica robi a naopak, ak by sme potrebovali domcek otocif o 30
stupniov alebo preklopif okolo osi y=x, ako vymyslief maticu, ktord by to urobila. KIi¢om
k tomuto poznaniu a tejto moci budd dva vektory, konkrétne vektor (1;0) a vektor (0;1) . Tieto
vektory totiz istym spOsobom urcuju naSu suradnicovi sustavu a bude zaujimavé sledovat, o
s nimi matica urobi.

Vrafme sa na chvilu k prvej matici, s ktorou sme zacali robif experimenty — k matici

(i _é) . Ked touto maticou vynasobime vektor (1;0) , dostaneme
2 —1)(1]_(2
1 3/10/ \1

Ked si to skutoéne vyskisate vyndsobif, budete vidiet, pre¢o sme dostali prave prvy stipec matice.
Podobne, ked naSou maticou vyndsobime vektor (0;1) , dostaneme

2 —1)(0|_(-1
1 3)\1 3
&o je pre zmenu druhy stipec nagej matice.

Teraz si nakreslime tieto nové vektory do obrazka 76. Vysledok modzete vidief na obrazku

78.
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Obrazok 78: Nové siradnice

Na nové vektory sa mdzeme pozeraf ako na zdklad novej stradnicovej sustavy. Na obrazku
je vyznaCend Ciarkovanymi Ciarami. No a ked nakreslime domcek so sdradnicami [0;0], [0;2],
[2;0], [2;2] a [1;3] v tejto novej stiradnicovej ststave, dostaneme presne to, ¢o s doméekom
-1

1 3/
Vdaka tomuto principu modzeme celkom dobre povedaf, ¢o napriklad spravi matica
1 0
0 -1

spravila matica

— to je tretia z tych matic z dlohy & 5. Prvy stipec je . Nova suradnicova sustava

uréend touto maticou bude mat teda rovnaki os x, ako stard. Druhy stipec je , takZe nova

suradnicovd sustava bude maf os y otocenu dole. Ked teda v tejto novej suradnicovej sustave
nakreslime domcek, bude zrkadlovym odrazom podvodného, rovnako, ako keby sa odrédzal
v rybniku. Ako vam to vyslo, ked ste robili ulohu &. 5?

Uloha 7: Eite raz sa vritte k dlohe 5, pozrite sa, o vim vySlo a pozrite sa na vase vysledky tymto
novym spdsobom.

Podobne, ked potrebujeme ndjst maticu, ktord domcek dvakrat rozsiri a prehodi cez os y,
ako sme to chceli v ulohe 6, staci sa na to pozriet tak, Ze domcek kreslime v stradnicovej sustave,
ktord ma os x dant vektorom (—2;0) a os y dani vektorom (0;1). TakZe matica, ktori sme
hladali, bude

-2 0
0 1

Uloha 8: Vymyslite maticu, ktora oto¢i doméek o 45° proti smeru hodinovych ruciciek.
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Uloha 8 za&ina naznaCovat, aky je prakticky vyznam veci, ktoré sme uviedli v tejto kapitole.
Predstavte si graficky pocitacovy program, ktory vie vykreslif nejaki scénu — napriklad hru, ktora
vykresluje, o postava vidi. (N4S domcek je extrémne jednoduchym prikladom takejto scény.) Ked
sa postava obzrie, vykreslovanu scénu treba otocif. A grafické programy to robia tak, Ze namiesto
toho, aby menili suradnice vSetkého, o je prave na scéne, pri vykreslovani vSetky body, ktoré
zobrazuju, vyndsobia maticou otocenia. Grafické karty vedia robif rychlo vela operdcii a nasobit
matice, takZe to ide plynule.

Ked uZ sme pri tom otdcani, bolo by vhodné vyriesif ulohu 8 vSeobecne, aby sme vedeli
scénu otoCif o akykolvek uhol. To je celkom jednoduché, ale treba pouZzif troSku goniometrie.
Vektory, ktoré uréuji novii siradnicovi sdstavu, musia mat dizku 1 a musia byt na seba kolmé. Ak
by niektort z tychto poZiadaviek nespliiali, scénu by to deformovalo. Ked teda chceme scénu otodit
o uhol ¢, vektory novej suradnicovej sustavy budu vyzeraf tak, ako na obrazku 5.

AY

} cos @ X

¢ sin @

— 7

cos @

Obrazok 79: OtocCenie

Kruznica na obrazku ma polomer 1. Prvy vektor, ktory urcuje os x' md stradnice
(cos;sin¢) adruhy vektor, ktory urCuje os y', md suradnice (—sin;cos ). Matica otofenia
o uhol ¢ okolo pociatku suradnicovej sustavy bude teda

cos@ —sing
singp  cos

Specidlne riesenim tlohy 8 bude matica

—\2
2|_(0,707 —0,707
V2| 10,707 0,707

cos 45° —sin45°
sin45°  cos45°

slisiolis

2
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Pre Cloveka, ktory programuje nejaku pocitacova grafiku, maju matice eSte jednu peknu
vlastnost. Ked s domcekom (alebo s celou scénou) potrebujete urobif niekolko za sebou iducich
transformdcii, moZete si maticu vyslednej transformécie vypocitat ako suc¢in matic jednotlivych
transformdcii. Predstavte si napriklad, Ze potrebujete domcek (scénu) zobrazif v osove] sumernosti
podla osi, ktord prechadza cez pociatok suradnicovej osi a zviera s osou x uhol 30°. Vidief ju
mozete na obrazku 80.

e

\

Obrazok 80: Osova sumernost

MobzZeme to spravif tak, Ze celu situdciu oto¢ime o —30°, takZe ndm os sumernosti splynie
sosou x (na tuto transformdciu vieme maticu urobif), potom ju preklopime okolo osi x (aj na to
mdame maticu) a potom to zase celé oto¢ime o 30° (aj takito maticu nie je problém vyrobif).
S domcekom sa teda udeje to, co mdzete vidiet na nasledujicich obrdzkoch:

y y A

A A

\i
Y

Obrazok 81: Otogenie o —30° Obrazok 82: Osova stimernost
podla x Obrézok 83: Ototenie 0 30°

Podme sa teraz pozriet, ako to bude vyzeraf z maticového pohladu. Matica na otocenie
domceka o —30° bude

cos(—30°) —sin(—30°)
sin(—30°)  cos(—30°)

cos30° sin30°
—sin30° cos30°

Matica na osovu sumernost podla osi x bude

0 -1

¥

(Pamaétate sa eSte na piaty priklad?) A matica otoCenia o 30° bude
piaty p
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cos30° —sin30°
sin30°  cos 30°

Vezmime si teraz napriklad strechu doméeka — bod [1;3]| a podme sa pozrief, o s nim
tieto matice urobia”’. Prvd z nich prehodi bod [1;3] do bodu

cos30° sin30°
—sin30° cos 30°

1
3

Vsimnite si, Ze tito transformécia je prva z tych, ktoré budeme s bodom [1;3]. Preto bude tdto
matica v dal§ich vypoctoch pri bode [1;3] najblizsie. Ddvajte si na to pozor. Pamiitajte, Ze pri
maticiach velmi zaleZi na tom, v akom poradi ich nésobite.

Vysledny bod teraz preklopime cez os x . Vysledok, ktory takto dostaneme, bude

cos30° sin30°
—sin30° cos 30°

1 0
0 —1

1
3

Druhu a tretiu maticu sme teraz uZ mohli maf vyndsobenu. Vyraz v predoSlom riadku by bol
menej mitici. Neurobili sme tak jednak s istej lenivosti a jednak kvoli tomu, Ze sa ndm to bude
hodif v dalSom vyklade.

Dobre. Mdme vypocitany dalsi bod. Teraz ho ideme otocif o 3(Q° , aby sme dostali vysledok.
Vysledny bod teda bude

)
3

No a teraz sa ukdze, Ze istd lenivost sa ndm vyplatila. Obraz kazdého bodu v naSej osovej
sumernosti by sme mohli pocitaf tak, Ze bod vZdy vyndsobime tymito troma maticami. Ked je ale
tych bodov vela, je ovela vyhodnejSie vyndsobif tie matice medzi sebou a body potom nasobif uz
len vyslednou maticou. Podime teda nasobit:

cos30° sin30°
—sin30° cos30°

cos30° —sin30°

1 0
sin30°  cos30°

0 -1

cos 30° sin 30°
sin30° —cos 30°

cos30° —sin30°
sin30° cos30°

1 0
0 -1

cos’30°—sin®30°  2sin30°cos30°
2sin30°cos30° sin’30°—cos’ 30°

cos 30° sin 30°
—sin30° cos30°

cos 30° sin 30°
sin30° —cos30°

Znalci, ktori poznaju suctové vzorce pre sinus a kosinus vedia, Ze poslednd matica sa da napisaf ako

cos60° sin 60°
sin60° —cos60°

0,5 0,866
0,866 —0,5

~

Ak chceme teda domcek zobrazif v osovej sumernosti z obrazku 80, mdZeme pouZzif tito maticu.
Napriklad bod [1;3] sa v nej zobrazi na bod

0,5 0,866|(1
0,866 —0,5/13

_[ 3,098
—0,643

Overte si (napriklad na obrazku 79), Ze to vySlo spravne.

Uloha 9: N4gjdite maticu osovej sumernosti, podla osi, ktord prechadza pociatkom suradnicove;j
sustavy a zviera s osou x uhol 45°. (MozZete to skusif prave opisanym sposobom, ale

27 Je to samozrejme iba priklad. Rovnako by to fungovalo s ktorymkolvek bodom v rovine.
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nemusite. V tejto kapitole bol opisany sposob, ktorym sa to pre tento konkrétny uhol da
spravif jednoduchsie.)

Uloha 10: N4ajdite maticu osovej sumernosti, podla osi, ktord prechadza pociatkom stradnicovej
sustavy a zviera s osou x uhol ¢ .
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16. kapitola
Matrix 2 — projektivna rovina

V predoslej kapitole sme sa zoznamili s maticami a ukézali sme si, ako s ich pomocou
zmanipulovaf celd rovinu véitane doméekov, stromcéekov, hroznych priSer, smrtiacich pasci a inych
veci, ktoré sa na nej nachddzaju. Vieme s pouzitim matic vSetky veci niekolkokrit zvacsit, otocit
okolo pociatku suradnicovej sustavy alebo preklopif s pomocou osovej simernosti cez priamku,
ktord pociatkom prechddza.

Celé to ma ale elte jednu velki slabinu. Tou slabinou je bod [0;0]. Ten moZete ndsobit
Tubovolnou maticou, z miesta ho nedostanete. A ked Clovek programuje nejakd hru, pri ktorej
napriklad potrebuje pobiehat po nejakom bludisku, nestaci, Ze bude scénou iba otacat, potrebuje sa
aj dostat z miesta. Skritka — chce to cez matice nejako vyrobif posunutie a s tym pristupom, ktory
sme zaviedli v predoSlej kapitole to nie sme schopni urobif, pretoze bod [0; 0] sa vzdy dostane
zase len do bodu [0; 0] .

Z hladiska programdtorov sa jednd o pomerne velky nedostatok. Aby sme tento nedostatok
odstranili, je treba zasiahnuf do Struktury samotného suradnicového systému. A ten zdsah bude
taky, Ze pridime jednu suradnicu.

Aby nedoslo k omylu: Aj ked priddme jednu suradnicu, neodideme do trojrozmerného sveta
a stile budeme zapisovaf iba body v rovine. Tretia suradnica bude len technicky doplnok,
s pomocou ktorého budeme vedief robif veci, ktoré sme doteraz nevedeli.”

Tento novy suradnicovy systém bude mat ale jednu nevyhodu — kazdy bod sa v iom bude
daf zapfsaf nekone¢nym mnoZstvom spdsobov. Vezmime si napriklad bod [3;7]. Do novych
suradnic ho dostaneme najjednoduchsie tak, Ze ako poslednu suradnicu priddme jednotku, takze
jeho zédpis moze byt [3;7;1]. Keby sme ale zobrali Tubovolni trojicu ¢isel, ktord dostaneme
vynasobenim uvedenej trojice redlnym ¢islom, stale bude vyjadrovaf ten isty bod. TakZe zdpisom
bodu [3;7] v novych sdradniciach by bol aj bod [—6;—14;—2] ajbod [3/2; 7/2 ; 1/2].

Ak by sme chceli previest nejaky bod z novych siradnic do pdvodnych, spravi sa to opacne.
Trojica Cisel sa vyndsobi (alebo vydeli) takym cislom, aby bola posledna stradnica jednotka, a
potom sa zoberd prvé dve stiradnice. Bod [—3;12;—3] bude teda bod [1;—4].

Uloha 1: Prevedte do novych siiradnic body [—1;3], [42;47] a [0;0]. Prevedte z novych
siradnic do starych body [1;2;3], [3;2;1] a [2;1,0].

Ako ste mohli zistif (ak ste skutocne riesili tlohu 1), niektoré body z novej suradnicovej
sistavy robia problémy. Napriklad bod [2;1;0]. Jeho sdiradnice mdZete nésobif &i delif ¢im
chcete, jednotku na konci nevyrobite. Takyto bod sa do naSich starych sturadnic skritka previest
nedd. Nové suradnice teda obsahuji nejaké body naviac — tie, ktoré maji na poslednom mieste
nulu.

Ak sa niekto z vas uz stretol s rozSirenou euklidovskou rovinou v tej podobe, v akej je
pouzivand v deskriptivnej geometrii, vie, Ze sa tam niekedy spominaju nevlastné body. To su také
body, ktoré su kdesi daleko v nekonecne ale napriek tomu sa pokladaju za sucast roviny. Su to tie

28 Podobn4 finta, akd ukdZeme tu, sa da spravit, aj ked sa analytickd geometria robi v priestore. Tam potom budeme
mat namiesto troch stradnic Styri.
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body, v ktorych sa pretinaji rovnobezky.” A prave tieto body sa zapisuji s pomocou tych trojic,
ktoré maji na konci nulu. Napriklad ten bod [2;1;0] je bod v nekone¢ne, ktory leZi tym smerom,
ktorym ukazuje vektor (2;1).

Kvdli takym podivnym javom, ako su nevlastné body, sme vSak naSe nové stradnice
(mimochodom, nazyvaju sa projektivne siradnice a rovina ku ktorej sa pridaji body v nekonecne
sa nazyva projektivna rovina) nezavadzali. Chceli sme rozsirif moZznosti, ktoré s pomocou matic
modzZeme dosiahnuf. Zatial ale ani nevieme, ¢i s nimi dokdZeme asponl to, ¢o sme dokdazali
v obycajnej rovine. Podime sa na to teraz pozrief.

Matica otoCenia 0 90° sa v obyCajnej rovine zapisovala

0 -1
1 0
abodu [x;y]| priradila bod
0 —1\[x|_[—Yy
1 0/ly X

V projektivnej rovine teda potrebujeme takd maticu, ktord by bodu |[x;y;1]| priradila bod
|—y;x;1] . Td si ale jednoducho moZeme vyrobif z pdvodnej matice tak, Ze priddime vpravo a dole
riadok a stipec, pricom vsade ddme samé nuly a iba vpravo dole dame jednotku. A skutoéne

0 -1 0l/x| [~y
1 0 OflylFl x
0 0 1/\1 1

Ked si vyskuSate vynasobif to, budete vidief, preCco sme dostali ten isty bod, ako v klasickych
suradniciach aj preco sa zachovala t4 jednotka na spodku.

Vo vSeobecnosti matica otoCenia o uhol ¢ okolo pociatku bude v projektivnych
suradniciach vyzerat

cosqp —singp 0
sing cosp O
0 0 1

Uloha 2: Je predoslé tvrdenie pravdivé?

dvojndsobne. VyskuSajte si na bode [1;3], & to naozaj funguje. (Prevedte ho do
projektivnych suradnic, vynédsobte vaSou maticou a znovu prevedte naspdt. Mali by ste
dostat bod [2;6].)

Y

29 Vsetci vieme, Ze rovnobeZky sa nepretnd. Ale vysvetlujte to deskriptivarom.
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Vyskusali sme si, Zze v projektivnych suradniciach dokdZeme s maticami spravif podobné
veci, ako sme vedeli spravif v povodnych suradniciach. Podine sa teraz venoval novym
moznostiam, ktoré ndm tento suradnicovy systém pontika. NajdolezitejSou novinkou je prave to
posunutie. Dajme tomu, Ze chceme domcek posunif o vektor (3;—1). Matica, ktord ndm to
zabezpeci, bude

1 0 3
01 -1
0 0 1

Takato matica md na uhlopriecke jednotky a v poslednom stipci na hornych dvoch poziciach
vektor o ktory chceme posuvat. Skusme teraz pomocou tejto matice zobrazif ndS domcek.

1 0 3}/0 3 1 0 3|2 5)
0 1 —-1|{0)F—1 0 1 —-1|{0)F|—1
0 0 1/\1 1 0 0 1/\1 1
1 0 3|0} [3 1 0 3|[2] |5
0 1 —1}|12|F|1 0 1 —1})|2|=F|1
0 0 1/i1) 11 0 0 1/i1/ 1
1 0 3|1} |4
0 1 —1||3F|2
0 0 1/i1) |1

Prvy zaznamenany udspech je vypocet vlavo hore. Bod [0;0] sa ndm podarilo pohnut
z miesta. A to dokonca presne o tolko, o kolko sme potrebovali. Ak si to vyndsobite sami, uvidite,
aku klucovu ulohu v tom hrala td jednotka, ktord sme pridali ako poslednu suradnicu. Cely
vysledok ndSho snazenia mozete vidief na obrazku 84.

AY

\‘\A_>

Obrazok 84: Posunutie

Funkcénost celého mechanizmu si mdZeme overif tak, Ze s pomocou uvedene] matice
zobrazime bod [x;y| a pozrieme sa, ¢o vySlo.

Uloha 4: Zobrazte s pomocou uvedenej matice bod [x;y]. Co vyslo? Co to méd spoloéné
s posunutim?
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Posuvaf teda vieme. Na posunutie o vektor (u;v) ndm bude slizif matica

1 0 u
0 1 v
0 0 1

Existuju ale aj iné bezné ulohy, ktoré treba riesif, ked’ ¢lovek programuje pohyb po nejakom
prostredi. Ak sa napriklad hrd¢ v nejakej hre chce poobzeraf, je treba otacaf scénu. A ak sa chce
poobzeraf vo chvili, ked uz nestoji v pociatku suradnicovej sustavy, je treba scénu otoCif okolo
iného bodu, nez je pociatok suradnicovej sustavy. Ako to spravit?

Pointa je podobnd, ako pri hladani matice osovej sumernosti na konci predoslej kapitoly.
Dajme tomu, Ze chceme néjst maticu otoenia 0 90° okolo bodu [3;2]. Na otofenie 0 90° okolo
pociatku uz maticu mame — stretli sme sa s fiou na zaciatku tejto kapitoly. Cely problém vyrieSime
tak, e celd scénu posunieme, aby sa bod [3;2] ocitol v pociatku sdradnicovej ststavy, scénu
oto¢ime pomocou ndm zndmej matice a potom scénu posunieme naspdf. Matica, ktord ndm bod
[3;2] presunie do pociatku bude

1 0 -3

0 1 -2

0 0 1
Otocenie okolo pociatku o 90° ma maticu

0 -1 0

1 00

0 01

A posunutie naspif uskutocnime s pomocou matice

1 0 3
0 1 2
0 01
Ked teda toto vietko chceme aplikovat na bod [x; y|, musime vyndsobif
1 0 3|0 =1 0|1 0 —-3|/«x
0 1 2{|1 0 0}|0 1 2]y
0 0 1/10 0 1/l10 0 1|1

VSimnite si poradie, v akom matice za sebou nasleduju. Matica posunutia o vektor
(—3,—2) sa ma vykonaf ako prva a preto musi byt k bodu [x; y| najblizsie.
Ked vSetky tri matice vynasobime medzi sebou, dostaneme maticu

0 -1 5
1 0 -1
0 0 1

ktor4 je hfadanou maticou otogenia o 90° okolo bodu [3;2] .
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Uloha 5: Zobrazte s pomocou tejto matice domdcek.

Uloha 6: Néjdite maticu oto¢enia 0 —90° okolo bodu [2;—1] a s jej pomocou zobrazte domcek.
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Zaver

Ak ste sa Sfastne docitali na koniec tejto knizky a nespdsobilo vam to Ziadnu psychicku
ujmu, prijmite moje uprimné blahoZelanie. Ak ste okrem toho ziskali pribliznu predstavu, na ¢o
moze byf analytickd geometria dobrd, zmysel tejto knizky bol naplneny a naSa robota nevySsla
nazmar.

Ak si Citate zdver eSte predtym, nez by ste sa pustili do prace a naStudovali, Co sa v knizke
skryva, tak to pravdepodobne robite preto, aby ste ziskali predstavu, ¢i vam to vObec stoji za tu
namahu. V tom pripade vdm aspon vyzradime, ¢o sa kde nachddza, nech sa mozete kvalifikovane
rozhodnut.

Prvé dve kapitoly predstavuju vSeobecny tvod. Cez druhu kapitolu je nutné sa prehryzf bez
ohladu na to, ktoru Cast knihy budete potom dalej ¢itaf. Kapitoly 3 az 6 sa venuju fyzikdlnemu
pouzitiu analytickej geometrie. Ak chcete mat do ¢inenia s fyzikou, urcite si ich pozrite. Zaujimavé
fyziku, aby vyzerala dostatoCne realisticky, aj pre matematikov, ktori z nich m6zu ziskaf prvé
skusenosti s postupmi, ktoré neskor vedu k derivaciam alebo integralom.

Kapitoly 7 az 13 popisuju s pomocou metdd analytickej geometrie klasicku grécku rovinnu
geometriu. Ak sa niekto zaujima iba o tuto cCast analytickej geometrie, mdZe pokojne fyzikdlne
kapitoly okrem jednej vynimky presko¢it. Tou vynimkou je spdsob, akym sa d4 zistif di7ka vektora
a ndjdete ho na zaciatku piatej kapitoly.

Kapitola 14 predstavuje jemny tvod do polarnych suradnic. Niektoré ulohy z tejto kapitoly
predpokladaju sice istu zbehlost v analytickej geometrii kartézskej suradnicovej sustavy a cela
kapitola predpoklada istu psychicku odolnost, ktora moZete ziskaf pri ¢itani predoslych lekcii, tito
kapitolu je ale mozné Studovat aj samostatne.

Kapitoly 15 a 16 pojedndvaji o maticiach a ukazuju, akym spésobom sa s nimi pracuje.
Tieto kapitoly su uréené najma tym, ktori sa chcu zaoberaf pocitacovou grafikou a programovanim
2D alebo 3D aplikécii. Systém matic pouzivaju kniznice OpenGL ¢i DirectX, ktoré su v oblasti
pocitacovej grafiky Standardom. Na citanie tychto kapitol potrebujete poznaf skaldrny sucin.
Dozviete sa o iom v kapitole 7.

Cela knizka sa sice zaoberd analytickou geometriou v rovine, mnohé pristupy sa vSak daju
pouzif rovnako dobre aj v priestore jednoduchym pridanim jednej suradnice. Plati to o takmer tplne
o lekciach 1 az 6, 15 a 16 a aj zo zvySnych kapitol sa daji mnohé pristupy prebrat. Pracu v tejto
oblasti, ¢i hladanie inych zdrojov ale nechdme na ldskavého Citatela.

Na zdver by som chcel podakovat v§etkym, ktori umoznili vznik tejto knizky. V prvom rade
Studentom sexty na Skole pre mimoriadne nadané deti a gymnaziu, na ktorych bola tito knizka
v Skolskom roku 2008/09 vyskuSana a ktori navrhli viacero uZzitocnych zmien. Bez nich by toto
dielko pravdepodobne nikdy neuzrelo svetlo sveta. Velmi som povdaény aj mojej Zene Zuzke a
defom Tomimu, MiSke a Danikovi, ktori mali so mnou trpezlivost, ked som bol zaSity za pocitacom
a pisal.

A samozrejme dakujem Vam, mili Citatelia, za trpezlivost, ktoru ste pri Citani tejto knihy
preukdzali.

Anino Belan
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