15. kapitola
Matrix 2 — projektivna rovina

V predoslej kapitole sme sa zozndmili s maticami a ukdzali sme si, ako s ich pomocou
zmanipulovat celd rovinu v¢itane domcéekov, stroméekov, hroznych priSer, smrtiacich pasci a inych
veci, ktoré sa na nej nachddzaji. Vieme s pouZitim matic vSetky veci niekolkokrit zvacsit, otocit
okolo pociatku sdradnicovej ststavy alebo preklopif s pomocou osovej simernosti cez priamku,
ktora pociatkom prechadza.

Celé to m4 ale eSte jednu velku slabinu. Tou slabinou je bod [0;0]. Ten moZete ndsobif
Tubovolnou maticou, z miesta ho nedostanete. A ked Clovek programuje nejakd hru, pri ktorej
napriklad potrebuje pobiehaf po nejakom bludisku, nestaci, Ze bude scénou iba otacat, potrebuje sa
aj dostaf z miesta. Skrdtka — chce to cez matice nejako vyrobif posunutie a s tym pristupom, ktory
sme zaviedli v predoslej kapitole to nie sme schopni urobif, pretoze bod [0;0] sa vzdy dostane
zase len do bodu [0;0].

Z hladiska programdtorov sa jedna o pomerne velky nedostatok. Aby sme tento nedostatok
odstranili, je treba zasiahnuf do Struktiry samotného stiradnicového systému. A ten zdsah bude
taky, Ze priddme jednu sdradnicu.

Aby nedoslo k omylu: Aj ked priddme jednu suradnicu, neodideme do trojrozmerného sveta
a stile budeme zapisovaf iba body v rovine. Tretia suradnica bude len technicky doplnok,
s pomocou ktorého budeme vedief robif veci, ktoré sme doteraz nevedeli.'

Tento novy suradnicovy systém bude mat ale jednu nevyhodu — kazdy bod sa v iom bude
daf zapisaf nekone¢nym mnoZstvom spdsobov. Vezmime si napriklad bod [3;7]. Do novych
suradnic ho dostaneme najjednoduchsie tak, Ze ako posledni stradnicu priddme jednotku, takZze
jeho zdpis moze byt [3;7;1]. Keby sme ale zobrali fubovolnd trojicu &isel, ktord dostaneme
vyndsobenim uvedenej trojice redlnym ¢islom, stdle bude vyjadrovaf ten isty bod. TakZe zdpisom
bodu [3;7] v novych sdradniciach by bol aj bod [—6;—14;—2] ajbod [3/2; 7/2; 1/2].

Ak by sme chceli previest nejaky bod z novych sidradnic do pdvodnych, spravi sa to opacne.
Trojica Cisel sa vynasobi (alebo vydeli) takym c¢islom, aby bola posledna suradnica jednotka, a
potom sa zobert prvé dve stiradnice. Bod [—3;12;—3| bude tedabod [1;—4].

Uloha 1: Prevedte do novych siradnic body [—1;3], [42;47] a [0;0]. Prevedte z novych
sdradnic do starych body [1;2;3], [3;2;1] a [2;1,0].

Ako ste mohli zistif (ak ste skutocne riesili tlohu 1), niektoré body z novej stiradnicovej
ststavy robia problémy. Napriklad bod [2;1;0]. Jeho stradnice mdZete ndsobif & delif ¢im
chcete, jednotku na konci nevyrobite. Takyto bod sa do naSich starych suradnic skratka previest
nedd. Nové suradnice teda obsahuju nejaké body naviac — tie, ktoré maju na poslednom mieste
nulu.

Ak sa niekto z vds uZ stretol s rozSirenou euklidovskou rovinou v tej podobe, v akej je
pouzivand v deskriptivnej geometrii, vie, Ze sa tam niekedy spominajui nevlastné body. To su také
body, ktoré su kdesi daleko v nekonecne ale napriek tomu sa pokladaji za sucast roviny. Su to tie

1 Podobna finta, akd ukdZeme tu, sa da spravit, aj ked sa analytickd geometria robi v priestore. Tam potom budeme
maf namiesto troch stradnic $tyri.



body, v ktorych sa pretinaji rovnobezky.”> A prave tieto body sa zapisuji s pomocou tych trojic,
ktoré maju na konci nulu. Napriklad ten bod [2;1;0] je bod v nekonecne, ktory leZ tym smerom,
ktorym ukazuje vektor (2;1).

Kvoli takym podivnym javom, ako st nevlastné body, sme vSak naSe nové stiradnice
(mimochodom, nazyvaji sa projektivne siradnice a rovina ku ktorej sa pridaji body v nekonec¢ne
sa nazyva projektivna rovina) nezavadzali. Chceli sme rozsirif moZznosti, ktoré s pomocou matic
moZeme dosiahnuf. Zatial ale ani nevieme, ¢i s nimi dokdZeme aspon to, ¢o sme dokazali
v obycajnej rovine. Podme sa na to teraz pozrief.

Matica otocenia o 90° sa v obycajnej rovine zapisovala
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V projektivnej rovine teda potrebujeme takd maticu, ktord by bodu [x;y;1] priradila bod
|—y;x;1].Td siale jednoducho mdZeme vyrobif z pdvodnej matice tak, Ze priddme vpravo a dole
riadok a stlpec, pricom vSade ddme samé nuly a iba vpravo dole ddme jednotku. A skuto¢ne
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Ked si vyskuSate vyndsobif to, budete vidief, preCco sme dostali ten isty bod, ako v klasickych
suradniciach aj preco sa zachovala t4 jednotka na spodku.

Vo vSeobecnosti matica oto¢enia o uhol ¢ okolo pociatku bude v projektivnych
suradniciach vyzeraf
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Uloha 2: Je predoslé tvrdenie pravdivé?

dvojndsobne. VyskuSajte si na bode [1;3], ¢ to naozaj funguje. (Prevedte ho do

projektivnych stiradnic, vyndsobte vaSou maticou a znovu prevedte naspidf. Mali by ste
dostat bod [2;6].)

Y

2 Vsetci vieme, Ze rovnobeZzky sa nepretni. Ale vysvetlujte to deskriptivarom.
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Vyskusali sme si, Ze v projektivnych sdradniciach dokdZeme s maticami spravif podobné
veci, ako sme vedeli spravif v povodnych sdradniciach. Podme sa teraz venovaf novym
moznostiam, ktoré ndm tento stradnicovy systém pontka. NajddlezitejSou novinkou je prive to
posunutie. Dajme tomu, Ze chceme domcek posunif o vektor (3;—1). Matica, ktord ndm to
zabezpeci, bude
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Takéto matica md na uhlopriecke jednotky a v poslednom stipci na hornych dvoch poziciach
vektor o ktory chceme posuvat. Skisme teraz pomocou tejto matice zobrazif ndS domdcek.
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Prvy zaznamenany tspech je vypocet vlavo hore. Bod [0;0]| sa ndm podarilo pohnif
z miesta. A to dokonca presne o tolko, o kolko sme potrebovali. Ak si to vynasobite sami, uvidite,
akua klicovi udlohu v tom hrala td jednotka, ktori sme pridali ako poslednu suradnicu. Cely
vysledok nidsho snazenia mdzete vidief na obrazku 1.
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Obrazok 1: Posunutie

Funkc¢nost celého mechanizmu si mdZeme overif tak, Ze s pomocou uvedenej matice
zobrazime bod [x;y| a pozrieme sa, ¢o vyslo.

Uloha 4: Zobrazte s pomocou uvedenej matice bod [x;y]. Co vyslo? Co to md spoloéné
s posunutim?



Postivat teda vieme. Na posunutie o vektor (u;v) ndm bude sluzif matica
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Existujui ale aj iné beZzné ulohy, ktoré treba riesif, ked ¢lovek programuje pohyb po nejakom
prostredi. Ak sa napriklad hrd¢ v nejakej hre chce poobzerat, je treba otdcaf scénu. A ak sa chce
poobzerat vo chvili, ked uz nestoji v pociatku suradnicovej sustavy, je treba scénu otocit okolo
iného bodu, nez je pociatok suradnicovej stustavy. Ako to spravit?

Pointa je podobnd, ako pri hladani matice osovej simernosti na konci predoslej kapitoly.
Dajme tomu, Ze chceme najst maticu otoenia o 90° okolo bodu [3;2]. Na otocenie o 90° okolo
pociatku uz maticu mame — stretli sme sa s fiou na zaciatku tejto kapitoly. Cely problém vyrieSime
tak, Ze celd scénu posunieme, aby sa bod [3;2] ocitol v po&iatku stradnicovej sdstavy, scénu
oto¢ime pomocou ndm zndmej matice a potom scénu posunieme naspaf. Matica, ktord ndm bod
[3;2] presunie do pociatku bude
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A posunutie naspif uskutocnime s pomocou matice
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Ked teda toto vietko chceme aplikovaf na bod [x;y|, musime vyndsobit
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VSimnite si poradie, v akom matice za sebou nasleduji. Matica posunutia o vektor
(—3;—2) sa ma vykonaf ako prva a preto musi byt k bodu [x; y| najbliZsie.
Ked vSetky tri matice vyndsobime medzi sebou, dostaneme maticu
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ktor4 je hfadanou maticou oto¢enia o 90° okolo bodu [3;2].



Uloha 5: Zobrazte s pomocou tejto matice domcek.

Uloha 6: N4jdite maticu oto¢enia 0 —90° okolo bodu [2;—1] a s jej pomocou zobrazte domdek.




