14. kapitola
Matrix

Vo svete analytickej geometrie sme momentdlne schopni robif viacero zaujimavych veci.
Jednak vieme popisat pohyb telesa, ak vieme, aké je fazké a aké sily na neho pdsobia. Tym sme sa
celkom tspe$ne nauéili riesif nejaké fyzikdlne problémy. Dalej vieme prakticky celd rovinnd
geometriu popisovat s pomocou algebraickych metéd. S pomocou analytickej geometrie tak vieme
rieSit tdlohy, ktoré boli predtym vysostnou doménou klasickej geometrie. V nasledujicich
kapitoldich sa budeme venovaf aplikdciam analytickej geometrie, ktoré maji sivis s dalSou
v kone¢nom dosledku celkom praktickou ¢astou Tudského snaZenia — s pocitaovou grafikou'. Veci
ale budeme rozoberaf najmé z matematickej stranky a pripadné programatorské pokusy nechdme na
laskavého citatela.

Kym sa ale pustime do veci, zozndmme sa najprv s novym objektom, ktory budeme hojne
vyuZzivaf — s maticou. Matica (po anglicky matrix — odtial ndzov tejto kapitoly aj rovnomenného
sldvneho filmu) je obdiZnikov4 tabulka &isel. Aj vektory (v tej podobe, v akej sme sa s nimi doteraz
stretdvali) si v podstate matice s rozmermi 1X2 — teda s jednym riadkom a dvoma stipcami.
Matice mézu samozrejme mat aj iné rozmery. Priklady dalSich matic (aj s uvedenymi rozmermi)
mozete vidief tu:

1 00 1
0 10 1 2 3 4 -2
0 0 1)5; , 4 3 2 1)y , 0/351 , (42 47)15,

Matice sa scitavaji a odcitavaji rovnako, ako vektory — po jednotlivych zlozkach. Musia
mat ale rovnaké rozmery. Maticu s rozmermi 2X2 teda nemdZeme pripocitat k matici s rozmermi
3X3, aj keby sme ju do nej umiestnif vedeli. Zato nasledujice matice sa s¢itaji jednoducho:

1 7 0o -7 1 0
—2 5 + 2 =4 =10 1
4 -1 3x2 -3 1 3x2 10 3x2

Uloha 1: Scitajte nasledujice matice:

17 —7 38 44
4 98 —17 47),.,

25 49 4 -2
43 51 64 0y,

Matice ale mézeme medzi sebou nie len scitat a od¢itat, méZeme ich aj ndsobif. Nasobenie
matic je ale opericia relativne naro¢na na psychiku ndsobiaceho. V prvom rade musia maf matice
spravnu velkost. ,,Spravna“ velkost v tomto pripade neznamend, Ze je to velkosf rovnakd. Pri
ndsobeni matic je ale nutné, aby bol druhy rozmer prvej matice rovnaky, ako prvy rozmer druhej
matice. Teda mdZeme napriklad vynésobif maticu s rozmermi 4X2 s maticou 2X3, pretoZe prva
matica md dva stlpce a druhd dva riadky, ale nemdZeme vyndsobif maticu s rozmermi 5X2
s maticou 5X2 , pretoZe prvd md dva stipce a druhd pif riadkov.

VSimnite si, Ze uz zaciatok tohto popisu vyzerd zvlasStne. Znamend to napriklad to, Ze
modZeme vyndsobif maticu 4X2 s maticou 2X3, ale nemdZeme vyndsobif maticu 2X3 s maticou
4 X2 . Pritom nidsobime rovnaké matice, len v opacnom poradi. Skritka matice sa v tomto liSia od

1 Aplikdcie sa tiahnu naprie¢ mnohymi oblastami od architektiry, strojirstva, cez mddne ndvrhdrstvo aZ po
pocitacové hry.



Cisel. Pri cCislach nezélezi, v akom poradi ich ndsobime. 7.2 Bude rovnako vela, ako 2.7 . Pri
maticiach na poradi zdleZi a dokonca sa mdze staf, Ze ked poradie vymenite, nemusia sa matice dat
vyndasobif.

Ked uz vieme, kedy sa matice daji ndsobif, patrilo by sa povedat, ako sa to vlastne robi.
V prvom rade treba urcif rozmery vyslednej matice. Vyslednd matica bude maf pocet riadkov
rovnaky, ako prva matica a pocet stipcov rovnaky, ako druhd matica. TakZe ak ndsobite maticu
srozmermi 2X3 maticou 3X4, vyslednd matica bude maf rozmery 2X4 . Ako presne to s tymi
rozmermi funguje, moZete vidief na obrazku nizSie.

4 -3 -1
N R

Teraz uz ,,iba* zostdva vypocitat jednotlivé hodnoty vo vyslednej matici. To ale nasSfastie nie
je velmi zloZité. Predstavte si, Ze potrebujete vypocitat hodnotu v druhom riadku a v tretom
stipci. Spravite to tak, Ze z prvej matice vezmete druhy riadok, z druhej treti stipec a vypocitate
ich skaldrny sucin.

1 4 2
-1 3 2

1 4 2 2 4 -3 -1 _
1 3 2. 0o 2 1 3] = 6
\‘ 2X3 1 _2 O 1 - . . *]2X4

(=1;3;2).(=3;1;0) = (=1).(=3)+3.142.0 = 6

To, zZe skalarny sucin sa vobec d4 pocitat, je zaruCené tym, Ze aj v riadku prvej matice, aj
v stlpci druhej matice je rovnako vela ¢isel — v tomto pripade tri.
Rovnako vypocitame aj vSetky ostatné prvky. Vysledkom bude matica

4 8 1 -11
0 2 6 _6 2x4

Uloha 2: Ktoré &islo je vo vyslednej matici v predoSlom priklade uvedené nespravne?

Uloha 3: Nech A a B sii matice uréené nasledovne:

2 2
8 3wl
0 5

Vypoditajte A.B a BA.
Uloha 4: Vymyslite také matice C a D, aby sa C.D dalo vypocitat a D.C sa nedalo vypocitat.



Dobre. Naucili sme sa teda s maticami robif nejaki prapodivnd operdciu nazvanui ndsobenie.

YV,

Je najvySsi Cas povedaf, na ¢o m6zu byt také matice dobré. Predstavte si, Ze mate sturadnicovu
sustavu a v nej nakresleny domcek, presne taky, ako mdzete vidief na obrazku 1. Vrcholy domceka

AY

AN

Obrazok 1: Domc¢ek

maji sdradnice [0;0], [0;2], [2;0], [2;2] a [1;3]. Zoberme si nejakd maticu 2X2,
napriklad i -1 a podime sa pozriet, ¢o to s domcekom urobfi, ked vsetky jeho body vyndsobime

touto maticou.
Za¢nime napriklad s bodom [1;3] (to je ten $pic strechy). V prvom rade mdme problémy

1
3
druhd iba jeden riadok. To sa da rieSif dvoma spdsobmi. Jedna mozZnost je vymenif poradie
nasobenia. Druhd moZnost je zapisaf bod [1;3] ako stipcovi maticu. Je v podstate jedno, pre ktori
moznost sa rozhodneme, rovnaké veci sa daji dosiahnuf oboma sposobmi. VidcSinou sa vSak
pouziva druhd moZnost, budeme sa jej preto drzaf aj v tomto texte.

Ked teda kazdy bod zobrazime s pomocou uvedenej matice, dostaneme

s rozmermi. Ak sa totiZ pokdsime vyndsobif (i B )(1 3), tak prvd matica md dva stipce a

L
Y I
T

Domcek sa teda zobrazi na také ¢udo, ktoré mdZete vidiet na obrazku 2. Holt matrix.>

2 Citatelia, ktorf si uZ pri &itani tejto knihy zvykli na rézne skryté problémy, ktoré neskor vyplavaji na povrch, mozu
teraz opravnene namietaf, Ze to, Ze sa bod [0;0] zobrazi na [0;0] a bod [2;0] sa zobrazi na [4;2], eSte
neznamend, Ze body, ktoré leZia na wisecke urcenej bodmi [0;0] a [2;0] sa musi zobrazif na dsecku urcend
bodmi [0;0] a [4;2]. Pokojne by sa mohlo staf, Ze by sa zobrazili na nejaku krivi iaru, ktord len za¢ina a koné{
v spravnych bodoch. Nasfastie matice funguju tak, Ze usecku skuto¢ne na tsecku zobrazia. Je to spdsobené tym, Ze
ak A jematicaa G a v s stipcové vektory, tak vzdy plati, 7e A.(kii)=k.Ali a A(i+V)=Al+AV . (Ak tomu
neverite, rozpiSte si to po suradniciach a uvidite, Ze to skuto¢ne funguje.) Teraz staci napisaf si parametrické
vyjadrenie dsecky. A ked jej body vyndsobite maticou A , s pomocou predoslych dvoch rovnosti sa da ukazat, ze
to, o dostanete, bude znovu usecka.



Obrazok 2: Matrix

Uloha 5: Kym sa pustime do dalSej préce, je dolezité, aby ste ziskali predstavu o tom, €o vSetko sa
dd s pomocou matic dosiahnuf. Preto vyskuSajte zobrazif domcek s pomocou
nasledujtcich matic:

2 A
2 0 A 1 -1 A
i Nk .
A A
1 0 A 1 -1 A
x N .




Uloha 6: N ajdite maticu, ktord zobrazi domcek na domdcek, ktory je dvakrat SirSi a nachddza sa
z druhej strany osi y tak, ako mozete vidief na obrazku 3.

Ay

N

Obrazok 3: Novy domcek

Ak ste vyriesSili predoslé dlohy, mohli ste urobif niekolko zaujimavych pozorovani. (Ak ste
ich ani riesif nezacali, tak neSvindlujte a vyrieSte aspon ulohu €. 5. Inak pre vds nemd zmysel citat
dalej.) Prvé z nich sa tyka bodu [0;0]. Totiz — nech tento bod zobrazite pomocou Tubovolne;
matice, vZdy znovu dostanete bod [0;0]. Vyslednd podoba domceka teda zostane zviazana
s poc¢iatkom stradnicovej sustavy.

Dalej ste si mohli v§imniif, e matice maji na doméek rozne ucinky. Dom&ek sa moZe
zviacsit, natoCif €1 preklopif bez straty tvaru, moZe tvar vyrazne zmenif (ako ste mohli vidief na
obrazku 2), alebo moze vyzeraf, akoby mu matrix vzal jeden jeho rozmer.

Bolo by zaujimavé zistif, ako to zariadif, aby sme nad maticami ziskali istd moc — aby sme si
vedeli rychlo predstavif, ¢o dand matica robi a naopak, ak by sme potrebovali doméek otocit o 30
stuptiov alebo preklopif okolo osi y=x, ako vymyslief maticu, ktord by to urobila. Klicom
k tomuto poznaniu a tejto moci budd dva vektory, konkrétne vektor (1;0) a vektor (0;1). Tieto
vektory totiZ istym spOsobom urCuji naSu sdradnicovd sustavu a bude zaujimavé sledovat, o
s nimi matica urobi.

Vrifme sa na chvilu k prvej matici, s ktorou sme zacali robif experimenty — k matici
(2 -1

L Ked touto maticou vynasobime vektor (1;0) , dostaneme

{af<L3

Ked si to skutone vyskusate vyndsobit, budete vidiet, pre¢o sme dostali prave prvy stipec matice.
Podobne, ked naSou maticou vyndsobime vektor (0;1), dostaneme

R

&o je pre zmenu druhy stipec nasej matice.
Teraz si nakreslime tieto nové vektory do obrazka 2. Vysledok mdzete vidief na obrazku 4.

2 -1
1 3




Obrazok 4: Nové stiradnice

Na nové vektory sa mdzeme pozeraf ako na zdklad novej stradnicovej sustavy. Na obrazku
je vyznaCend Ciarkovanymi Ciarami. No a ked nakreslime domcek so stradnicami [0;0], [0;2],
[2;0], [2;2] a [1;3] v tejto novej stiradnicovej ststave, dostaneme presne to, ¢o s doméekom

spravila matica 2~
1 3
Vdaka tomuto principu modZeme celkom dobre povedaf, ¢o napriklad spravi matica
é (1) — to je tretia z tych matic z dlohy &. 5. Prvy stipec je . Nova suradnicova sustava

uréend touto maticou bude maf teda rovnaki os x, ako stara. Druhy stipec je , takZe nova

suradnicovd ststava bude maf os y otoCenu dole. Ked teda v tejto novej sdradnicovej sustave
nakreslime domcek, bude zrkadlovym odrazom povodného, rovnako, ako keby sa odrédzal
v rybniku. Ako vam to vyslo, ked’ ste robili tlohu ¢. 57

Uloha 7: Eite raz sa vrétte k dlohe 5, pozrite sa, o vam vySlo a pozrite sa na vase vysledky tymto
novym spdsobom.

Podobne, ked potrebujeme ndjst maticu, ktord domcek dvakrat rozsiri a prehodi cez os y,
ako sme to chceli v dlohe 6, staci sa na to pozriet tak, Ze domcek kreslime v siradnicovej sudstave,
ktord ma os x dant vektorom (—2;0) a os y dani vektorom (0;1). TakZe matica, ktori sme
hladali, bude

5
0 1

Uloha 8: Vymyslite maticu, ktord oto¢i domcéek o 45° proti smeru hodinovych ruciciek.



Uloha 8 za&ina naznadovaf, aky je prakticky vyznam veci, ktoré sme uviedli v tejto kapitole.
Predstavte si graficky pocitacovy program, ktory vie vykreslif nejakd scénu — napriklad hru, ktora
vykresluje, ¢o postava vidi. (N4S domcek je extrémne jednoduchym prikladom takejto scény.) Ked
sa postava obzrie, vykreslovand scénu treba otocif. A grafické programy to robia tak, Ze namiesto
toho, aby menili sdradnice vSetkého, Co je prdve na scéne, pri vykreslovani vSetky body, ktoré
zobrazuju, vyndsobia maticou otocenia. Grafické karty vedia robif rychlo vela opericii a nasobit
matice, takzZe to ide plynule.

Ked uZ sme pri tom otdcani, bolo by vhodné vyriesif tlohu 8 vSeobecne, aby sme vedeli
scénu otoCif o akykolvek uhol. To je celkom jednoduché, ale treba pouZzif troSku goniometrie.
Vektory, ktoré uréujd novd stradnicovi sdstavu, musia maf dizku 1 a musia byf na seba kolmé. Ak
by niektort z tychto poziadaviek nespliiali, scénu by to deformovalo. Ked teda chceme scénu otodit
o uhol ¢, vektory novej suradnicovej sistavy budu vyzeraf tak, ako na obrazku 5.

AY

¢ sin @

Obrazok 5: OtocCenie

KruZnica na obrdzku ma polomer 1. Prvy vektor, ktory urcuje os x' md suradnice
(cos;sin) a druhy vektor, ktory uruje os y', ma sdradnice (—sin;cos ). Matica otoCenia
o uhol ¢ okolo pociatku siradnicovej sustavy bude teda

cosp —sing
singp cos@

Specidlne riesenim tlohy 8 bude matica

—\2
2| (0,707 —0,707
2| \o,707 0,707

N

2

cos45° —sin45°
sin45°  cos45°

sl S



Pre Cloveka, ktory programuje nejaku pocitaCovi grafiku, maji matice eSte jednu peknu
vlastnost. Ked s domcekom (alebo s celou scénou) potrebujete urobif niekolko za sebou idicich
transformdcii, mdzete si maticu vyslednej transformécie vypocitat ako sic¢in matic jednotlivych
transformécii. Predstavte si napriklad, Ze potrebujete domcek (scénu) zobrazif v osovej simernosti
podla osi, ktord prechddza cez pociatok sdradnicovej osi a zviera s osou x uhol 30°. Vidiet ju
moZete na obrazku 6.

Ay

g
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Obrazok 6: Osova simernost

MboZeme to spravif tak, Ze celd situdciu oto¢ime o —30°, takZze ndm os simernosti splynie
sosou X (na tdto transformdciu vieme maticu urobif), potom ju preklopime okolo osi x (aj na to
méame maticu) a potom to zase celé oto¢ime o 30° (aj takuto maticu nie je problém vyrobif).
S dom¢ekom sa teda udeje to, co moZete vidief na nasledujicich obrazkoch:

y y A

A A

Y
Y

>

Obrizok 7: Otocenie 0 —30° Obrazok 8: Osova stimernost

podla x Obrizok 9: Otocenie 0 30°

Podme sa teraz pozrietf, ako to bude vyzeraf z maticového pohladu. Matica na otocenie
domceka o —30° bude

cos(—30°) —sin(—30°)
sin(—30°)  cos(—30°)

cos30° sin30°
—sin30° cos30°

Matica na osovu simernost podla osi x bude

1 0
0 -1

(Pamitéte sa eSte na piaty priklad?) A matica otoCenia o 30° bude
paty p



cos30° —sin30°
sin30°  cos30°

Vezmime si teraz napriklad strechu domceka — bod [1;3] a podme sa pozrief, ¢o s nim
tieto matice urobia®. Prv4 z nich prehodi bod [1;3] do bodu

1
3
Vsimnite si, Ze tito transformdacia je prva z tych, ktoré budeme s bodom [1;3]. Preto bude tdto
matica v dalsich vypo&toch pri bode [1;3]| najblizSie. Ddvajte si na to pozor. Pamiitajte, Ze pri

maticiach velmi zdleZi na tom, v akom poradi ich nésobite.
Vysledny bod teraz preklopime cez os x . Vysledok, ktory takto dostaneme, bude

cos30° sin30°
—sin30° cos 30°

cos30° sin30°
—sin30° cos 30°

1

1 0
3

0 -1

Druht a tretiu maticu sme teraz uZ mohli mat vynasobenu. Vyraz v predoSlom riadku by bol
menej matdci. Neurobili sme tak jednak s istej lenivosti a jednak kvdli tomu, Ze sa ndm to bude
hodif v dalSom vyklade.

Dobre. Mdme vypocitany dalsi bod. Teraz ho ideme otocif o 3(0°, aby sme dostali vysledok.
Vysledny bod teda bude

g
3

No a teraz sa ukdze, Ze istd lenivost sa ndm vyplatila. Obraz kazdého bodu v nasej osovej
simernosti by sme mohli pocitaf tak, Ze bod vZzdy vyndsobime tymito troma maticami. Ked je ale
tych bodov vela, je ovela vyhodnejSie vyndsobif tie matice medzi sebou a body potom nésobif uz
len vyslednou maticou. Podme teda nésobit:

cos30° sin30°
—sin30° cos30°

cos30° —sin30°

1 0
sin30°  cos30°

0 -1

cos 30° sin 30°
sin30° —cos30°

c0s30° —sin30°
sin30° cos30°

1 0
0 —1

cos’30°—sin’30°  2sin30°cos30°
2sin30°cos30° sin®30°—cos’ 30°

cos 30° sin30°
—sin30° cos30°

cos30° sin 30°
sin30° —cos30°

Znalci, ktori poznaju suctové vzorce pre sinus a kosinus vedia, Ze poslednd matica sa da napisat ako

cos60° sin 60°
sin60° —cos60°

0,5 0,866
0,866 —0,5

~

Ak chceme teda domcek zobrazif v osovej simernosti z obrazku 6, méZeme pouZif tito maticu.
Napriklad bod [1;3] sa v nej zobrazi na bod

0,5 0,866
0,866 —0,5

1
3

_[ 3,098
~0,643

Overte si (napriklad na obrazku 9), Ze to vyslo spravne.

Uloha 9: N4ajdite maticu osovej sumernosti, podla osi, ktord prechadza pociatkom suradnicovej
sustavy a zviera s osou x uhol 45°. (MdzZete to skusif prave opisanym spdsobom, ale

3 Je to samozrejme iba priklad. Rovnako by to fungovalo s ktorymkolvek bodom v rovine.

9



nemusite. V tejto kapitole bol opisany sposob, ktorym sa to pre tento konkrétny uhol da
spravif jednoduchsie.)

Uloha 10: N4§jdite maticu osovej simernosti, podla osi, ktord prechddza pociatkom sdradnicove;j
sustavy a zviera s osou x uhol ¢ .

10



