12. kapitola
AKo sa s tym pracuje?

Vo Stvrtej kapitole sme sa stretli s niektorymi zaujimavymi aplikdciami analytickej
geometrie, ktoré boli fyzikdlneho charakteru. Ulohou tejto kapitoly je ukézaf niekolko dal$ich
aplikécii. Tieto budd vSak iného typu. Pojde v nich o to, preloZif s pomocou analytickej geometrie
geometrickd dlohu do jazyka algebry, tam ju vyrieSif a znovu interpretovat v jazyku geometrie.
RieSenie je uvedené vzdpiti po zadani. Ak si to chcete najprv vyskiSaf sami, rieSenie si pozrite az
potom.

Uloha ¢&. 1: Najdite vietky body, ktoré maji od bodu [0;0] 3tyrikrat vi&siu vzdialenost, neZ od
bodu [15;0].

Ak tito ulohu nechcete rieSif sami, pokuste sa asponl odhadnuf, aky geometricky utvar
uvedené body vytvaraja.

Podme teda riesit. Majme bod [x;y], ktory uvedend podmienku spiiia. Pre vzdialenosti od
oboch bodov plati

\/szryz=4\/()(—15)2+y2

(Uistite sa, Ze rozumiete, preco to plati.)
Obe strany rovnice umocnime na druhu. KedZe st oba vyrazy kladné, je to ekvivalentnd
uprava:

x>+ y*=16((x—15)*+ y?)
a upravime

x*+y*=16(x*—30x+225+ y°)
x*+ y*=16x>—480x +3600 + 16y°
15x* —480x + 3600+ 15y°=0
x*—32x+240+ y*=0
(x—16)*+y*—16=0

(x—16)*+ y*=16

HIadané body teda tvoria kruZnicu, so stredom v bode [16;0] a's polomerom 4 .
Zaujemcovia mdzu rovnakym sposobom dokazaf vSeobecnejSie tvrdenie. Ak su dané body
A a B akladné redlne ¢islo k rozne od 1, tak mnoZina vSetkych bodov C, pre ktoré plati

| AC|=k|BC]|

je kruZnica. Pri dokaze vSeobecného tvrdenia je vhodné zvolif si siradnicovu sustavu tak, aby bod
A bol pociatkom sdradnicovej sistavy a bod B lezal na priamke x .

Uvedend kruznica sa nazyva Apoldniova kruznica. Mimochodom — aky geometricky ttvar
dostanete,ak zvolite k=1 ?



Dalsia dloha pochddza z americkej matematickej sifaze USA Mathematical talent research:

Uloha 2: Je dany konvexny péfuholnik ABCDE s dizkami strdan 1, 2, 3,4 a 5 (dfiky za sebou
nemusia nasledovat v tomto poradi). Nech F, G, H a I su po rade stredy stran AB,
BC, CD a DE. Dalej nech X je stred isecky FH a Y je stred dseCky GI. Dizka
tisecky XY je celé &islo. Zistite dizku strany AE .

Obrazok 1: Nakreslite si ho sami
Zvolime sdradnicovi sudstavu tak, aby jej pociatok bol v bode A a bod B lezal na osi x.
Stradnice jednotlivych vrcholov potom budd A[0;0], B[x,;0], Clxc;ycl, Dlxp;y,] a
E[XE;y E] . Sdradnice stredov prvych Styroch strdn si mdéZeme vypocitat ako aritmeticky priemer

X Xpt+X X+ X +
suradnic krajnych bodov. Budd teda F —B;O , G| C;k ; c D ;yC D
2 2 2 2
Xnt+ X +
I D2 E;yD 5 Y5 | Stradnice bodu X preto budu
Xg+XctXp _YC+YD
4 4
a sduradnice bodu Y budu
XgtXctXp+Xy Yot Yyptye
4 ’ 4
Vzdialenost bodov X a Y bude
XB+XC+XD+XE_XB+XC+XD2 YctYptYe Yctyp Xet Ve |_ VXet Ve

J -

Vieme, 7e dizka strany AE je jedno z Cisel 1, 2, 3, 4 alebo 5. Ked si tito dizku vyjadrime zo
siradnic, dostaneme x,25+ y,zs . Vidime, Ze tsecka XY ma Stvrtinu tejto dfiky a vieme, Ze to ma
byt celé &islo. Dizka strany AE preto musi byt delitelnd $tyrmi. Z dizok, ktoré pripadajd do tvahy,
ma tito vlastnosf ale iba jedna. Dlzka strany AE preto musi byt 4.

4 4 4 4 16 4



Dalsia dloha ukazuje jednak silu, jednak dskalia pouZitia analytickej geometrie. Sila je

v tom, Ze pri rieSeni tlohy stadi namiesto myslenia upravovat vyrazy. Uskalia pozostivaji z toho,

Ze tie vyrazy su velké a je to vela roboty. V rieSeni tlohy nie je kazdy krok popisany tplne detailne.

Uistite sa, Ze naozaj rozumiete, ¢o sa kedy deje.

Uloha 3: V jednej tretine strany AB trojuholnika ABC bliz§ie k bodu B leZi bod C, , v jednej
tretine strany BC blizSie k bodu C lezi bod A; a v jednej tretine strany CA blizsie
kbodu A lezi bod B, .Priamky AA,, BB, a CC, ohrani¢uji trojuholnik. Vypoditajte,
aku Cast z obsahu trojuholnika ABC tento trojuholnik zabera.

C

A

B,

A C
Obrazok 2: Uloha 3

Nech st stradnice vrcholov trojuholnika A[0;0], B[x,;;0] a C[x.;y.]. Bod A, bude

2xctXxg 2y {ﬁ&

maf sdradnice . Priamka AA, ma smerovy

b

2
a bod CJ%;O

,bod B,

vektor (2x.+x,;2y.) —kvoli jednoduchosti sme jeho dizku trikrat zvi&sili — a priamka prechadza
pociatkom suradnicovej ststavy. Jej vSeobecnd rovnica preto bude

2y.x—(2x.+x,)y=0

Priamka BB, ma smerovy vektor (x.—3Xxg; y.), takZe jej vieobecna rovnica bude mat
tvar

YeX+(3x3—x.)y+c=0
KonStantu ¢ uréime podla toho, Ze bod B musi vyhovovat rovnici priamky. Musi teda platit
YeXpt(3x5—x.)0+c=0
ateda
C=—XgYc
Rovnica priamky BB, teda bude
YeX+(3xp=xc) y=X5yc=0

Priamka CC,; ma smerovy vektor (3x.—2x5;3y.). Jej vSeobecna rovnica preto bude mat
tvar

3ycx+(2x;—3x.)y+c=0

Hodnotu ¢ vypocitame podla bodu C; :

2Xx
ByCTB+(2 x3—3x.)0+c=0



C=—2XgYc
Rovnica priamky CC, teda bude
B3Ycx+(2x3=3x¢)y—2x3y.=0

Podme teraz vypocitat prieseénik priamky AA, a BB,. Tento bod musi spiiiaf obe
nasledujice rovnice

2y.x—(2x.+x5)y=0

YeX+(3X3=xc) y—x5y:=0

Z prvej rovnice si vyjadrime x a dosadime do druhe;.

=(2XC+XB)y
2yc
(2x.+x,)y
YC%"F(BXB_XC))’_XB)%:O
c
Vypocitame y

2Xx-+Xx

Yy %-F(:;XB_XC) =XgYc

Y(2xo+x3+6X5—2x.)=2X5 Y,

y(7XB)=2XByC

_2)’(:
=77
a dosadime do vzfahu pre vypocet x:
2yc
_<2XC+XB)7_2XC+XB
= 2y - 7
2xC+xB'2yC

Priamky AA, a BB, sateda pretni v bode =
Podobne vypocitame prieseénik priamok AA, a CC, . Ich rovnice si

2y x—(2x.+x5)y=0

3ycX+(2x3—3xc)y—2x5y.=0
Z prvej rovnice vyjadrime x a dosadime do druhe;.
(2x.+x,)y
2yc

(2 XC+XB) Yy +

(2x5=3x.)y—2x,y-.=0
Zyc B C BJC

3yc



Vypocitame y

3(2x.+x5)

5 +(2x,—3x.)|=2x, Y,

y
Y(3(2xc+x5)+2(2x,=3%.))=4 X,y

.Y(7XB)=4XByC

— 4yc
Y=77
A znovu dopocitame x :
4yc
X=(2X0+XB)7 _4xc+2x,
2y 7

dx.+2x, . 4y,
7 T 7
Ostdva nam vypocitat prieseénik poslednej dvojice priamok. Priamky BB, a CC;, maji
rovnice:

Priamky AA, a CC, sateda pretnd v bode

YeX+(3x5—X) y—x5yc=0
B3ycx+(2x5=3xc)y—2x5y:=0
Prvi rovnicu vyndsobime —3 a pripocitame k druhej. Dostaneme
(_7XB)y+XByC=O
a teda

=&
7

Ked to dosadime do rovnice prvej priamky, dostaneme
Yc _
YeXx+(3 xB—xC)7—xB y=0

z ¢oho zistime x

7YcX+3XpYe—XcYe—7XpYc=0

7YcX=4Xg YT X Ye

x=4xB+xC
7
4x,+x
Priamky BB, a CC, sateda pretnii v bode | ——< ;% .

Dve strany trojuholnika ABC tvoria vektory (0;x;) a (Xo;Yc). Jeho obsah je teda
2xc+xB.2yC 4xc+2xB'4yC 4)<B+xc'yC
7 7 7 © 7 7 7|

X
XsYe Vrcholy sivého trojuholnika si

9




3 i i Xpt2Xx: 2yc i i
Z prvého bodu do druhého bodu vedie vektor | ———; | z prvého bodu do tretieho bodu
3Xg—Xc —Yc g .
vektor | ————;—— . Obsah sivého trojuholnika preto bude

(XB+2XC).(_yC) _(2yC) .(SXB_XC) ‘—XBYC—ZXCYC—GXBYC+2XCYC
7 7 7 7 49

2 2

=7XByC=XByC
2.49 14

Obsah sivého trojuholnika je teda sedmina obsahu trojuholnika ABC .
Ak ste rieSenie docitali az do konca a skuto¢ne ste mu porozumeli, mdzete byt na seba hrdi.




