6. kapitola
Uhol pohladu

V tejto kratkej kapitole si ukdZeme, ako sa dd vypocitat uhol dvoch vektorov. Akukolvek
ulohu o uhloch, s ktorou sa mozete v kartézskej rovine stretnif, mdzete previest na vypocet uhla
dvoch vektorov a preto je vzorec, ktory odvodime, celkom uZito¢ny. Pri vypocéte nam sice chvilu
budi vychddzaf dost Skaredé vyrazy, ale nebojte sa, odolné povahy budi odmenené sladkym
uspechom.

Na to, aby sme mohli vypocitat uhol dvoch vektorov, budeme potrebovat kosinusovi vetu.
T4 hovori, Ze pre kaZzdy trojuholnik so stranami a, b a ¢ auhlom y oproti strane c plati

c’=a’*+b*—2abcosy

Kosinusovd veta je mimo iného dobrd na to, Ze ak poznime dizky stran trojuholnika,
moZeme z nich pocitaf uhly. Z kosinusovej vety si méZeme vyjadrif cosy :

2abcosy=a’+b*—c*
a teda
a’+b*—c?
2ab

A ked uz poznidme kosinus uhla, s pomocou kalkulacky nie je fazké zistif samotny uhol.
Podme sa teraz pozrief, ako to bude vyzeraf v pripade vektorov.
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Obrazok 1: Uhol dvoch vektorov

Uloha 1: V nasledujicom odvodzovani vzorca sa dopustime jednej zdvaZnej chyby (naSfastie ju
hned’ v dalSom kroku opravime, takze vysledok bude spravne). Ngjdite ju a opravte celé
odvodenie tak, aby to bolo v poriadku. Pokojne piSte priamo do textu.

Na obrazku 1 vidite vektor @ so sdradnicami' (xu ; yu) a vektor v so stradnicami
(x,;y,) . Aby sme tam mali trojuholnik, doplnili sme tam este vektor i—V , ktory m4 stradnice
(x,—x,;y,—Y,). Ked teraz chceme vypocitat uhol «, pouZijeme kosinusovid vetu a namiesto
dizok strdn pouzijeme dizky vektorov a dostaneme

1 Ano, vektor u ma stradnice (2;7), budeme to ale pogitaf vieobecne, vysledok tak bude maf lepsie pouzitie. Kto
velmi chce, mdZe vypocty kontrolovat s pouZitim konkrétnych hodnoét z obrazka.
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Upravime cCitatel zlomku. Velkosti vektorov vieme pocitat z Pytagorovej vety. To, Ze tam
2z 7z 7z b . P z v 2 - . 2 2
mame samé druhé mocniny je prijemné, pretoZe ak napriklad velkost” vektora u vyjde vx,+y, .
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tak [i bude (\/ X2+ yi) =x+y>, takZe ndm tam zmizne td $karedd odmocnina. Ked teda do

Citatela zlomku v poslednej rovnosti dosadime jednotlivé stradnice vektorov, dostaneme

(xg+yo)+(xp+yo)—((x,—x,)+ (Y= y.))
2[u|[v]

cosx=

Teraz umocnime dvoj¢leny na druhd

(xg+yo) (X +yo)—(xo—2%X, X, + X;+ yi— 2y, Y, + V2)
2| v|

cosx=

zbavime sa zatvoriek
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Xyt Yot x, Y, =X, —2X, X, + X, +y,—2y, ¥, +ty,

cosx=
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zrusime veci, ktoré sa navzdjom zlikviduja
2X, X, 72y, Y,
COSX=—"Zr=—
2[ul|v]
a vykratime dvojku
—_ Xu XV+ yu yV
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Vyraz, ktory v Citateli zostal, sa nazyva skalarny sacin vektorov 1i a v a zapisuje sa u.V.
Skalarny sa nazyva preto, lebo existuju dva rozne suciny vektorov. Ten druhy sa nazyva vektorovy,
stretnete sa s nim pri stradniciach v priestore a jeho vysledkom bude vektor. Vysledkom skaldrneho
suc¢inu ale nie je vektor, ale ¢islo. Vypocitate ho tak, Ze vyndsobite prvé sdradnice vektorov,
vyndsobite druhé siradnice vektorov a vysledky scitate. Skaldrny sicin eSte zohrd nejednu
zaujimavu dlohu. Zatial ho pouZijeme iba na to, aby sme vzfah na vypocet uhla dvoch vektorov
doviedli do definitivnej podoby:
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V tejto podobe sa vzorec dobre pamitd, pretoze v Citateli je skaldrny sucin a v menovateli sicin
dizok vektorov.

Podme teraz vypocitaf uhol tych dvoch vektorov z obrazka 1. Prvy vektor mé suradnice
(2;7), druhy ma suradnice (6;3). Skalarny stcin tychto vektorov bude 2.6+7.3=12+21=33.
Kosinus ich uhla teda bude

33 __ 33
V22472 62 +3% 53.V45

cosx = ~0,675725

a teda

«~0,828849rad~47,49°

2 Pripometime, Ze velkost vektora i saznadi |t . Ako sa velkost vektora poéita, sme hovorili v §tvrtej kapitole.
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Nasledujice udlohy rieSte postupne jednu po druhej, pretoze rieSenie jednej z nich je
v niektorych pripadoch klIic¢om k nasledujicej. Asponn prvé dve tlohy vyrieSte podla prave
odvodeného vzorca.

Uloha 2: Zistite uhol vektorov ii=(5;2) a v=(—4;1).

Uloha 3: Zistite uhol vektorov ii=(1;4) a v=(—4;1).

Uloha 4: Ako sa d4 jednoducho zistit, ¢i st vektory na seba kolmé?

Uloha 5: Néjdite vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1).

Uloha 6: Ndjdite iny vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1) .

Uloha 7: N4jdite este jeden dal3f vektor, ktory je kolmy na vektor w=(3;1).

Uloha 8: Stojite meter a pol od okna, ktoré ma Sirku dva metre. Aky je vas uhol pohladu (o sa
Sirky tyka), ak stojite v strede okna? Aky je v4S uhol pohladu, ak stojite zarovno
s okrajom okna? Viete to vypocitaf aj inak, ako cez vektory? Ak &no, ktory spdsob je pre
vés jednoduchsi?



