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S ÚLOHAMI A NÁVODMI

B.A. Budak, N.D. Zolotarjová, M.V. Fedotov
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1.4 Podobnost’ trojuholńıkov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Čast’ I

1. čast’: Teória a úlohy
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Kapitola 1

Trojuholńıky

1.1 Pravouhlé trojuholńıky

Teória

Táto čast’ je venovaná výhradne pravouhlým trojuholńıkom. Aby bolo možné úspešne riešit’ úlohy,
ktoré sa k tejto téme vzt’ahujú, je nutné poznat’ a vediet’ zdôvodnit’ všetky fakty uvedené d’alej v texte.

1 Vzt’ahy medzi d́lžkami strán a vel’kost’ami uhlov v pravouhlom trojuholńıku

Majme pravouhlý trojuholńık ABC, pričom predpokladáme, že jeho uhol Ĉ je pravý (teda jeho
vel’kost’ je rovná π/2) a d́lžky úsečiek AB, AC a BC (ktoré budú všade v knihe značené ako |AB|, |AC|,
|BC|) sú po porad́ı rovné c, b a a. Potom

A

B
C

c

a

b

|BC| = a

|AC| = b

|AB| = c

a = b · tg Â = b · cotg B̂ = c · sin Â = c · cos B̂

b = a · tg B̂ = a · cotg Â = c · sin B̂ = c · cos Â

c =
a

sin Â
=

a

cos B̂
=

b

sin B̂
=

b

cos Â

Poznámka. Je treba vediet’, že tieto vzt’ahy v podstate nie sú
nič iné, než preṕısané tvrdenia vyplývajúce z defińıcíı trigo-
nometrických funkcíı vel’kost́ı ostrých uhlov, menovite:

Śınus vel’kosti ostrého uhla pravouhlého trojuholńıka je rovný pomeru d́lžky odvesny protil’ahlej
k tomuto uhlu a d́lžky prepony.

Kośınus vel’kosti ostrého uhla pravouhlého trojuholńıka je rovný pomeru d́lžky odvesny pril’ahlej
k tomuto uhlu a d́lžky prepony.

Tangens vel’kosti ostrého uhla pravouhlého trojuholńıka je rovný pomeru d́lžky odvesny protil’ahlej
k tomuto uhlu a d́lžky odvesny pril’ahlej k tomuto uhlu.

Kotangens vel’kosti ostrého uhla pravouhlého trojuholńıka je rovný pomeru d́lžky odvesny pril’ahlej
k tomuto uhlu a d́lžky odvesny protil’ahlej k tomuto uhlu.

2 Vzt’ahy medzi d́lžkami strán a vel’kost’ami uhlov v rovnoramennom trojuholńıku

Ked’ využijeme vyššie uvedené fakty, źıskame ako ich priamy dôsledok dôležité vzt’ahy medzi d́lžkami
strán, d́lžkou výšky na základňu a vel’kost’ami uhlov v rovnoramennom trojuholńıku. Prax ukazuje, že
pri riešeńı úloh vel’mi často vznikajú rôzne situácie, v ktorých sa vyskytujú rovnoramenné trojuholńıky
a v dôsledku toho je potrebné použit’ nižšie uvedené vzt’ahy. Majme rovnoramenný trojuholńık ABC,
v ktorom |AB| = |BC| a BH je výška na základňu AC. Potom platia nasledujúce tvrdenia:

7



8 KAPITOLA 1. TROJUHOLNÍKY

A

B

CH

I. Dĺ̌zka ramena rovnoramenného trojuholńıka je rovná
podielu dĺ̌zky jeho základne a dvojnásobku kośınusu vel’kosti
uhla pri základni tohto trojuholńıka:

|AB| = |BC| = |AC|
2 cos B̂AC

, |AC| = 2 · |AB| · cos B̂AC

II. Dĺ̌zka výšky rovnoramenného trojuholńıka vedenej
na jeho základňu je rovná podielu dĺ̌zky tejto základne
a dvojnásobku kotangensu vel’kosti uhla pri základni tohto tro-
juholńıka:

|BH| = |AC|
2 cotg B̂AC

, |AC| = 2 · |BH| · cotg B̂AC

Dôkaz týchto faktov nie je t’ažký: je zrejmé, že pravouhlé trojuholńıky ABH a CBH majú zhodnú
preponu a odvesnu. Z tejto rovnosti vyplýva, že |AH| = |HC|. Na druhú stranu z pravouhlého trojuholńıka

ABH vyplýva, že |AH| = |AB| · cos B̂AC a |AH| = |BH| · cotg B̂AC. Preto

|AC| = 2 · |AH| = 2 · |AB| · cos B̂AC ⇐⇒ |AB| = |BC| = |AC|
2 cos B̂AC

|AC| = 2 · |AH| = 2 · |BH| · cotg B̂AC ⇐⇒ |BH| = |AC|
2 cotg B̂AC

Tvrdenie je dokázané.

3 Vzt’ah pre obsah pravouhlého trojuholńıka

Obsah pravouhlého trojuholńıka sa dá vypoč́ıtat’ ako polovica súčinu dĺ̌zok jeho odvesien.
(
S = ab

2

)
Dôkaz tohto faktu je prakticky očividný – je zrejmé, že ak do obd́lžnika, ktorého d́lžky strán sú rovné

a a b pridáme uhlopriečku, bude rozdelený na dva zhodné pravouhlé trojuholńıky, ktoré majú d́lžky
odvesien rovné a a b. Ostáva len pripomenút’, že obsah obd́lžnika je rovný súčinu d́lžok jeho susedných
strán, čiže ab.

4 Kružnica oṕısaná pravouhlému trojuholńıku

Stred kružnice oṕısanej pravouhlému trojuholńıku sa nachádza v strede jeho prepony; dĺ̌zka polomeru
tejto kružnice je rovná polovici dĺ̌zky prepony.

(
R = c

2

)

A B

C

O

K

m

Na dôkaz tohto tvrdenia použijeme fakt, že stred kružnice
oṕısanej l’ubovol’nému trojuholńıku lež́ı na priesečńıku ośı
jeho strán. Majme pravouhlý trojuholńık ABC (kde uhol C
je pravý), stred jeho strany BC označ́ıme K a cez bod K
urob́ıme priamku m kolmú na BC (táto priamka bude osou
úsečky BC) a priesečńık priamkym s priamkou AB označ́ıme
O.

Ked’ si všimneme trojuholńıky ABC a OBK, dostaneme
cos B̂ = |BK| : |OB| = |BC| : |AB| z čoho plynie |OB| :
|AB| = |BK| : |BC|. Ale ked’že plat́ı |BK| : |BC| = 1 : 2,
bod O je stredom úsečky AB. Nakoniec, vd’aka tomu, že os
úsečky AB tiež prechádza bodom O, muśı byt’ bod O priesečńıkom ośı strán trojuholńıka ABC a preto je
stredom kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC. Vel’kost’ polomeru tejto kružnice je očividne rovná vel’kosti
úsečky OA, čiže polovici vel’kosti prepony AB.

Poznámka. Plat́ı aj opačné tvrdenie: Ak sa v niektorom trojuholńıku nachádza stred jemu oṕısanej
kružnice v strede niektorej jeho strany (čo je ekvivalentné tomu, že vel’kost’ polomeru tejto kružnice je
rovná polovici vel’kosti niektorej jeho strany), tak je tento trojuholńık pravouhlý.
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5 Pytagorova veta

V pravouhlom trojuholńıku je súčet druhých mocńın dĺ̌zok odvesien rovný druhej mocnine dĺ̌zky prepony(
a2 + b2 = c2

)
.

A

B

C

D

P Q

RS

Podáme dôkaz tohto faktu. Majme štyri navzájom zhodné
pravouhlé trojuholńıky ABP , BCQ, CDR a DAS a budeme
predpokladat’, že

|AB| = |BC| = |CD| = |DA| = c,

|AP | = |BQ| = |CR| = |DS| = a,

|BP | = |CQ| = |DR| = |AS| = b.

Rozlož́ıme ich tak, ako je ukázané na obrázku. Pozname-
najme, že |PQ| = |QR| = |RS| = |SP | = a + b a uhly
P , Q, R a S sú pravé a preto je PQRS štvorec. Okrem toho
z vety o súčte vel’kost́ı uhlov v trojuholńıku vyplýva, že súčet
vel’kost́ı ostrých uhlov pravouhlého trojuholńıka je rovný π/2.
Ale potom sú vel’kosti uhlov ABC, BCD, CDA a DAB tiež
rovné π/2. Vyplýva to z toho, že napŕıklad ÂBC + ÂBP + ĈBQ = π a ÂBP + ĈBQ = π/2. Ked’

využijeme tento fakt a rovnost’ úsečiek AB, BC, CD a DA, dostaneme, že aj ABCD je štvorec.
Nakoniec, je zrejmé, že obsah štvorca PQRS je rovný súčtu obsahu štvorca ABCD a štvornásobku

obsahu trojuholńıka ABP . Ked’ použijeme vzorce na obsah štvorca a pravouhlého trojuholńıka, dostávame

(a+ b)2 = c2 + 4 · ab
2

⇐⇒ a2 + 2ab+ b2 = c2 + 2ab ⇐⇒ a2 + b2 = c2.

Poznámka. Plat́ı aj opačná veta: ak je v niektorom trojuholńıku súčet druhých mocńın d́lžok jeho dvoch
strán rovný druhej mocnine d́lžky jeho tretej strany, tak je pravouhlý.

6 Kružnica vṕısaná do pravouhlého trojuholńıka

Vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej pravouhlému trojuholńıku je rovná polovici rozdielu súčtu dĺ̌zok
jeho odvesien a dĺ̌zky jeho prepony.

(
r = a+b−c

2

)
Dôkaz tohto faktu je o niečo zložiteǰśı, než predchádzajúce dôkazy. Majme pravouhlý trojuholńık

ABC (uhol C je pravý), označ́ıme stred jemu vṕısanej kružnice O, jej dotykové body so stranami AB,
BC a AC po porad́ı K, M a L a vel’kost’ jej polomeru r.

A

B

C

K

L

M
O

Je zrejmé, že OK ⊥ AB, OM ⊥ BC a OL ⊥ AC.
Z toho vyplýva, že OLCM je štvorec (štvoruholńık OLCM
má tri pravé uhly, takže je to pravouholńık a d́lžky su-
sedných strán OL a OM sú rovnaké, takže je to štvorec),
teda |CM | = |CL| = |OL| = r. Tiež si všimneme, že dvoj-
ice pravouhlých trojuholńıkov AOL a AOK, BOM a BOK
sú navzájom zhodné (majú rovnakú preponu a odvesnu),
z čoho vyplýva, že |AL| = |AK|, |BM | = |BK|. Nakoniec
si všimnime postupnost’ rovnost́ı

|AB| = |AK|+ |BK| = |AL|+ |BM | =

= (|AC| − |CL|) + (|BC| − |CM |) = |AC|+ |BC| − 2r,

z čoho vyplýva hl’adaný vzt’ah.

Poznámka. Opät’ plat́ı aj obrátené tvrdenie: ak sa vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej niektorému troju-
holńıku dá vypoč́ıtat’ ako polovica rozdielu súčtu dvoch jeho strán a tretej strany, tak je ten trojuholńık
pravouhlý.
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7 Ťažnice pravouhlého trojuholńıka

Dĺ̌zka t’ažnice vedenej na preponu pravouhlého trojuholńıka je rovná polovici dĺ̌zky prepony, dĺ̌zka
t’ažnice vedenej na odvesnu je rovná odmocnine zo súčtu štvrtiny druhej mocniny dĺ̌zky tejto odvesny
a druhej mocniny dĺ̌zky druhej odvesny:

tc =
c

2
, ta =

√
b2 +

a2

4
, tb =

√
a2 +

b2

4
.

A

BC A1

B1
C1

Dôkaz tohto faktu je triviálny. Majme pravouhlý troju-
holńık ABC (uhol C je pravý), jeho t’ažnice označ́ıme AA1,
BB1 a CC1. Ked’že bod C1 je stred prepony, je súčasne aj
stredom kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC a preto

|AC1| = |BC1| = |CC1| =
|AB|
2

.

Na to, aby sme našli d́lžky t’ažńıc AA1 a BB1, stač́ı len použit’

Pytagorovu vetu na trojuholńıky AA1C a BB1C.
Dôsledok. Súčet druhých mocńın d́lžok t’ažńıc pra-

vouhlého trojuholńıka vedených na odvesny je pät’krát väčš́ı,
než druhá mocnina d́lžky jeho t’ažnice vedenej na preponu (5t2c = t2a + t2b).

Poznámka. Opät’ plat́ı aj obrátené tvrdenie: Ak je v nejakom trojuholńıku d́lžka t’ažnice na niektorú
z jeho strán rovná polovici d́lžky tejto strany alebo plat́ı rovnost’ 5t2c = t2a + t2b , tak je tento trojuholńık
pravouhlý.

8 Výšky pravouhlého trojuholńıka

I. Vel’kost’ výšky pravouhlého trojuholńıka vedenej na preponu je rovná podielu súčinu dĺ̌zok odvesien
a dĺ̌zky prepony

(
vc =

ab
c

)
.

II. Druhá mocnina výšky pravouhlého trojuholńıka vedenej na preponu je rovná súčinu dĺ̌zok úsečiek,
na ktoré deĺı preponu päta tejto výšky (v2c = ca · cb).

A B

C

H

vc

cb ca

Dokázat’ tieto tvrdenia nie je t’ažké. Majme pravouhlý
trojuholńık ABC (uhol C je pravý), zostroj́ıme výšku CH
a pomocou vzt’ahov medzi d́lžkami strán a vel’kost’ami uhlov
v pravouhlom trojuholńıku vyjadŕıme dvomi spôsobmi śınus
uhla A (budeme si vš́ımat’ trojuholńıky ABC a ACH):

sin Â =
|BC|
|AB|

, sin Â =
|CH|
|AC|

=⇒

=⇒ |BC|
|AB|

=
|CH|
|AC|

⇐⇒ |CH| = |AC| · |BC|
|AB|

Na druhej strane, z trojuholńıkov ACH a BCH dostaneme

tg Â =
|CH|
|AH|

, tg B̂ =
|CH|
|BH|

=⇒ tg Â · tg B̂ =
|CH|2

|AH| · |BH|,

z čoho s použit́ım toho, že tg Â · tg B̂ = |BC|
|AC| ·

|AC|
|BC| = 1 dostaneme hl’adaný vzt’ah |CH|2 = |AH| · |BH|.

Poznámka 1. Platia aj obrátené tvrdenia:
I. Ak je v niektorom trojuholńıku d́lžka výšky na niektorú jeho stranu rovná podielu súčinu d́lžok

ostatných dvoch jeho strán a d́lžky strany, na ktorú sme výšku zostrojili, tak je tento trojuholńık pra-
vouhlý.
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II. Ak je v niektorom trojuholńıku druhá mocnina d́lžky výšky na niektorú jeho stranu rovná súčinu
d́lžok úsečiek, na ktoré jej päta tú stranu deĺı, tak je tento trojuholńık pravouhlý.

Poznámka 2. Je zrejmé, že výška pravouhlého trojuholńıka zostrojená na jednu jeho odvesnu je totožná
s jeho druhou odvesnou. Teda va = b, vb = a.

Pripomeňme, že všetky uvedené obrátené tvrdenia boli predstavené bez dôkazov. Je to kvôli tomu,
že na ich dôkazy je potrebné uviest’ niektoré fakty, ktoré sa týkajú l’ubovol’ných trojuholńıkov a ktoré sa
priamo netýkajú témy tejto časti alebo riešenia niektorých trigonometrických rovńıc. Napriek tomu ich
skúste dokázat’.

Nakoniec uvedieme niektoré fakty, ktoré sa týkajú l’ubovol’ných trojuholńıkov a ktoré je tiež potrebné
poznat’ a vediet’ využ́ıvat’ pri riešeńı úloh, v ktorých sa vyskytujú pravouhlé trojuholńıky.

V nižšie uvedených vzt’ahoch sú a, b, c d́lžky strán l’ubovol’ného trojuholńıka, Â, B̂, Ĉ vel’kosti zod-
povedajúcich protil’ahlých uhlov trojuholńıka, va, vb, vc sú d́lžky výšok zostrojených postupne na strany
s d́lžkami a, b a c, s polovica obvodu trojuholńıka, r vel’kost’ polomeru kružnice do trojuholńıka vṕısanej,
R vel’kost’ polomeru kružnice trojuholńıku oṕısanej.

Śınusová veta:

a

sin Â
=

b

sin B̂
=

c

sin Ĉ
= 2R.

Kośınusová veta:

a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â, b2 = a2 + c2 − 2ac cos B̂, c2 = a2 + b2 − 2ab cos Ĉ.

Rôzne vzt’ahy pre obsah l’ubovol’ného trojuholńıka:

S =
1

2
· a · b · sin Ĉ =

1

2
· a · c · sin B̂ =

1

2
· b · c · sin Â,

S =
1

2
· a · va =

1

2
· b · vb =

1

2
· c · vc, S =

√
s(s− a)(s− b)(s− c),

S = s · r, S =
abc

4R
, S = 2R2 · sin Â · sin B̂ · sin Ĉ.

Vety o t’ažniciach a výškach trojuholńıka:

Ťažnice trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode a sú tým bodom rozdelené na úsečky, ktorých d́lžky sú
v pomere 2 : 1 v porad́ı od vrchola.

Priamky obsahujúce výšky trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode. Ak je trojuholńık ostrouhlý, lež́ı
tento bod vo vnútri trojuholńıka. Ak je tupouhlý, lež́ı ten bod mimo neho.

Vety o oṕısanej a vṕısanej kružnici:

Každému trojuholńıku je možné oṕısat’ kružnicu a vždy práve jednu. Stred tejto kružnice lež́ı na priesečńıku
ośı strán trojuholńıka. Pričom tento stred lež́ı vo vnútri trojuholńıka, ak je ostrouhlý, mimo trojuholńıka,
ak je tupouhlý a v strede prepony, ak je pravouhlý.

Do každého trojuholńıka je možné vṕısat’ kružnicu a vždy práve jednu. Stred tejto kružnice lež́ı na
priesečńıku všetkých troch vnútorných uhlov trojuholńıka, pričom je vždy vo vnútri trojuholńıka.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. V trojuholńıku ABC sú z vrchola B na stranu AC zostrojené t’ažnica BM a výška BV . Vieme,
že |AB| =

√
5, |BM | = 2

√
2, |BV | = 2. Zistite vel’kost’ strany BC, ak ÂBC + ÂCB < π/2.
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A

B

CV M

Riešenie. Pri riešeńı tejto úlohy najprv vyjasńıme, kde sa
nachádza päta výšky BV . Kvôli tomu zvážime vzt’ah vel’kost́ı
uhlov, ktorý nám bol zadaný a využijeme vetu o vel’kosti
uhlov trojuholńıka:

ÂBC + ÂCB <
π

2
,

B̂AC = π −
(
ÂBC + ÂCB

)
=⇒

=⇒ B̂AC > π − π

2
=
π

2
.

Preto je uhol BAC tupý. Z toho vyplýva, že bod V lež́ı na
pred́lžeńı strany AC za bod A a preto |AV | + |AM | = |VM |. Ked’ na trojuholńıky BAV a BMV
uplatńıme Pytagorovu vetu, dostaneme

|BV |2 + |AV |2 = |BA|2 =⇒ 22 + |AV |2 = (
√
5)2 =⇒ |AV | = 1,

|BV |2 + |MV |2 = |BM |2 =⇒ 22 + |MV |2 = (2
√
2)2 =⇒ |MV | = 2.

Odtial’ vyplýva, že |AM | = |MV | − |AV | = 1. Ďalej M je stred AC čo znamená |AC| = 2 · |AM | = 2
a |CV | = |AV |+ |AC| = 3.

Nakoniec zaṕı̌seme Pytagorovu vetu pre trojuholńık BV C:

|BV |2 + |V C|2 = |BC|2 =⇒ |BC|2 = 22 + 32 = 13.

Odpoved’. |BC| =
√
13.

Úloha 2. Zvonku pravouhlého trojuholńıka ABC sú na jeho odvesnách AB a BC zostrojené štvorce
ACDE a BCFG. Pred́lženie t’ažnice CM trojuholńıka ABC pretne priamku DF v bode N . Zistite
d́lžku úsečky CN ak viete, že |AC| = 1, |BC| = 4.

A

BC
D

E

F G

M

N

Riešenie. CM je t’ažnica trojuholńıka ABC zostrojená na
jeho preponu, čo znamená, že |AM | = |BM | = |CM | a že
trojuholńıky ACM a BCM sú rovnoramenné. Vd’aka tomu
a tomu, že uhly FCN a MCA sú vrcholové, dostaneme

F̂CN = M̂CA = M̂AC =
π

2
− M̂BC.

A z rovnosti pravouhlých trojuholńıkov FCD a BCA (kvôli
dvom odvesnám) vyplýva rovnost’ uhlov CFN a MBC.
Z toho vyplýva, že

F̂CN + ĈFN =
π

2
=⇒ ĈNF =

π

2
.

Takže CN je výška trojuholńıka FCD. Jej d́lžku možno
jednoducho vypoč́ıtat’ pomocou vzt’ahu na výpočet vel’kosti
výšky pravouhlého trojuholńıka zostrojenej na preponu:

|DF | =
√
|CF |2 + |CD|2 =

√
17; |CN | = |CD| · |CF |

|DF |
=

4√
17
.

Odpoved’.
4√
17

.

Úloha 3. V pravouhlom trojuholńıku ABC je BE os pravého uhla B rozdelená stredom vṕısanej kružnice
O v pomere

√
3 :

√
2 v porad́ı od vrchola B. Zistite vel’kosti ostrých uhlov trojuholńıka ABC.

Riešenie. Zostrojme zo stredu vṕısanej kružnice O polomery OH, OK a OL k bodom, v ktorých sa
dotýka prepony a odvesien a označme |OH| = |OK| = |OL| = r.
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A

B C

K

L

H

O

E

Ked’že sú uhly OKB, OLB a ABC pravé a |OK| = |OL|,
je OKBL štvorec. Preto |BO| = r

√
2. Teraz vyjadŕıme d́lžku

úsečky OE. Ked’že BE je os uhla ABC, vel’kost’ uhla ABE je
rovná π/4. Označme vel’kost’ uhla A α. Ked’že súčet vel’kost́ı
uhlov v trojuholńıku ABE je rovný π, vel’kost’ uhla AEB
bude rovná 3π/4 − α. Vzhl’adom na to z pravouhlého troju-
holńıka OHE dostaneme

|OE| = |OH|
sin ÔEH

=
r

sin
(
3π
4 − α

)
Ked’ dáme nami vypoč́ıtané d́lžky úsečiek BO a OE do pomeru zo zadania úlohy a využijeme fakt, že
uhol A je ostrý, čiže 0 < α < π/2 a veličina 3π/4−α môže nadobúdat’ iba hodnoty z intervalu (π/4, 3π/4),
dostaneme

r
√
2

r
sin( 3π

4
−α)

=

√
3√
2

=⇒ sin

(
3π

4
− α

)
=

√
3

2
=⇒


3π

4
− α =

π

3
,

3π

4
− α =

2π

3

=⇒

α =
5π

12
,

α =
π

12
.

Pre vel’kost’ uhla α sme dostali dve možnosti, ktorých súčet je π/2. Toto sú vel’kosti ostrých uhlov troju-
holńıka, pretože ak vyberieme ako hodnotu α niektorý z dosiahnutých výsledkov, vel’kost’ druhého ostrého
uhla bude rovná druhému z týchto výsledkov.

Odpoved’.
5π

12
a
π

12
.

Úloha 4. Z boduN sú zostrojené dve priamky, ktoré sa dotýkajú kružnice so stredom O. Na jednej z týchto
priamok je daný bod A a na druhej daný bod B tak, že |OA| = |OB|, |OA| > |ON | a |NA| ̸= |NB|. Je
známe, že |NA| = a, |NB| = b, |OA| = c. Zistite d́lžku úsečky ON .

Riešenie. Označ́ıme body dotyku priamok a kružnice zo zadania úlohy ṕısmenami K a L, bez ujmy na
všeobecnosti budeme predpokladat’, že bod A lež́ı na priamke NK a bod B lež́ı na priamke NL.

Všimneme si, že △NOK = △NOL a △AOK = △BOL (kvôli prepone a odvesne), z čoho dostaneme,
že |NK| = |NL| a |AK| = |BL|. Tiež si všimneme, že z nerovnost́ı zo zadania úlohy |OA| > |ON |,
|OB| > |ON | a z Pytagorovej vety vyplýva, že |AK| > |KN | a |BL| > |LN |. Vd’aka tomu môžeme
spravit’ záver o polohe bodov A a B. Ak predpokladáme, že bod A lež́ı na polpriamke

#      „

NK a bod B na
polpriamke

#    „

NL, tak nevyhnutne dostaneme, že bod K lež́ı na úsečke NA a bod L na úsečke NB, čiže

A

B

K

LN

O

|NA| = |NK|+|AK|; |NB| = |NL|+|BL| =⇒ |NA| = |NB|.

To odporuje podmienke zo zadania. Analogicky sa dokáže, že
nie je možný pŕıpad, že bod A lež́ı na polpriamke opačnej
k

#      „

NK a bod B na polpriamke opačnej k
#    „

NL. Budeme
predpokladat’, že A lež́ı na polpriamke

#      „

NK a B na pol-
priamke opačnej k

#    „

NL. Vtedy |NA| = |NK|+ |AK|, |NB| =
|BL| − |NL| a vd’aka tomu, že |NK| = |NL|, |AK| = |BL|
dostávame:

|NA|+ |NB| = |AK|+ |BL| =⇒

=⇒ |AK| = |BL| = a+ b

2
; |NK| = |NL| = a− b

2
.
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Teraz zaṕı̌seme Pytagorovu vetu pre trojuholńıky AOK a NOK:{
|OK|2 = |OA|2 − |AK|2;
|OK|2 = |ON |2 − |NK|2

=⇒ |OA|2 − |AK|2 = |ON |2 − |NK|2 =⇒

=⇒ |ON |2 = |OA|2 + |NK|2 − |AK|2 = c2 +

(
a− b

2

)2

−
(
a+ b

2

)2

= c2 − ab.

Pŕıpad, v ktorom A lež́ı na polpriamke opačnej k
#      „

NK a B na polpriamke
#    „

NL vyriešime analogicky.

Odpoved’. |ON | =
√
c2 − ab.

Úlohy

1. V trojuholńıku ABC je uhol BAC pravý, |AB| = 1, |BC| = 3. Bod K deĺı stranu AC v pomere
7 : 1 v porad́ı od bodu A. Čo je väčšie: |AC| alebo |BK|?

2. V pravouhlom trojuholńıku ABC ležia body D a E v porad́ı na odvesnách BC a AC tak, že
|CD| = |CE| = 1. Bod O je priesečńık úsečiek AD a BE. Obsah trojuholńıka BOD je väčš́ı, ako
obsah trojuholńıka AOE o 0,5. Vieme, že |AD| =

√
10. Zistite vel’kost’ prepony AB.

3. V rovnoramennom trojuholńıku sú d́lžky výšok na základňu a na rameno rovné m resp. n. Zistite
d́lžky strán tohto trojuholńıka.

4. V pravouhlom trojuholńıku je d́lžka prepony rovná c a vel’kost’ jedného z jeho ostrých uhlov je α.
Zistite d́lžku osi pravého uhla tohto trojuholńıka.

5. V trojuholńıku ABC je uhol A pravý, |AB| = 1, |BC| = 2. Os uhla ABC pret́ına stranu AC v bode
L. T je priesečńık t’ažńıc trojuholńıka ABC. Čo je väčšie: |BL| alebo |BT |?

6. V trojuholńıku ABC |AB| = c, |BC| = a a t’ažnice AD a CD sú na seba kolmé. Zistite d́lžku
strany AC.

7. V trojuholńıku ABC je uhol A pravý a vel’kost’ uhla B je π/6. Do trojuholńıka je vṕısaná kružnica,
vel’kost’ jej polomeru je

√
3. Zistite vzdialenost’ medzi vrcholom C a bodom dotyku tejto kružnice

s odvesnou AB.

8. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ uhla BAC rovná π/3, d́lžka výšky z vrchola C na stranu AB je
rovná

√
3 a vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC je rovná 5. Zistite d́lžky strán

trojuholńıka ABC.

9. V pravouhlom trojuholńıku je pomer vel’kosti polomeru vṕısanej kružnice k vel’kosti polomeru
oṕısanej kružnice rovný 2/5. Zistite vel’kosti ostrých uhlov trojuholńıka.

10. V trojuholńıku ABC je uhol B tupý, pred́lženia výšok AM a CN sa pret́ınajú v bode O, B̂AC = α,
B̂CA = γ, |AC| = b. Zistite vzdialenost’ bodu O od priamky AC.

11. V trojuholńıku je vel’kost’ jedného z uhlov rovná rozdielu vel’kosti ostatných dvoch jeho uhlov,
d́lžka najmenšej strany je rovná 1 a súčet obsahov štvorcov zostrojených nad jeho ostatnými dvomi
stranami je dvakrát väčš́ı, než obsah kruhu trojuholńıku oṕısanému. Zistite d́lžku najväčšej strany
trojuholńıka.

12. V pravouhlom trojuholńıku KLM je zostrojená úsečkaMD, ktorá spája vrchol pravého uhla KML
s bodom D, ktorý lež́ı na prepone KL tak že |DL| = 1, |DM | =

√
2, |DK| = 2. Zistite vel’kost’ uhla

KMD.
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13. V trojuholńıku ABC je uhol C pravý a odvesna BC je rozdelená bodmi D a E na tri rovnaké časti.
Zistite súčet vel’kost́ı uhlov AEC, ADC a ABC ak viete, že |BC| = 3|AC|.

14. V pravouhlom trojuholńıku ABC je vzdialenost’ stredu prepony AB od odvesny AC rovná 5 a vzdia-
lenost’ stredu tejto odvesny od prepony rovná 4. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

15. Do pravouhlého trojuholńıka ABC je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka strán trojuholńıka v bodoch
P , Q a R. Zistite obsah trojuholńıka PQR, ak sú d́lžky odvesien trojuholńıka ABC rovné 3 a 4.

16. V trojuholńıku ABC je uhol C pravý a CD je výška. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej
do trojuholńıka ABC, ak sú vel’kosti polomerov kružńıc oṕısaných trojuholńıkom ACD a BCD
postupne rovné 6 a 8.

17. Vzdialenosti vrcholov A a B pravouhlého trojuholńıka ABC od stredu kružnice do trojuholńıka
vṕısaného sú postupne

√
5 a

√
10. Zistite d́lžky odvesien trojuholńıka ABC.

18. V trojuholńıku ABC sa bod M nachádza na strane AC tak, že |AM | : |AC| = 1 : 3
√
3. Vel’kost’

uhla ABM je rovná π/6, —BM—=6, uhol B je pravý. Zistite vel’kost’ uhla BAC.

19. Je daný trojuholńık KLM . Cez body K a L prechádza kružnica, ktorej stred lež́ı na výške LF
zostrojenej na stranu KM . Vieme, že bod F lež́ı na strane KM . Zistite obsah kruhu ohraničeného
touto kružnicou, ak |KL| = 1, |KM | =

√
3/2, |FM | =

√
3/6.

20. V pravouholńıku ABCD sú d́lžky úsečiek AB a BD rovné postupne 3 a 6. Na pred́lžeńı osi uhla
BL trojuholńıka ABD za bod L je daný bod N taký, že |BL| : |LN | je rovné 10 : 3. Čo je väčšie:
Dĺžka úsečky BN alebo d́lžka úsečky CL?

21. V pravouhlom trojuholńıku ABC je uhol B pravý, AM je t’ažnica a BH výška. Zistite vel’kost’ uhla
BAM ak viete, že vel’kost’ uhla priamok AM a BH je rovná φ. Pre aké φ má úloha riešenie?

22. V trojuholńıku ABC je uhol C pravý, pomer medzi t’ažnicou CM a d́lžkou osi uhla CL je rovný√
6 : 1, d́lžka výšky CH je rovná 2. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

23. V pravouhlom trojuholńıku ABC spája úsečka ED stredy strán AB a BC. Bod F lež́ı na strane
BC, úsečky AF a ED sa pret́ınajú v bode M . Viete, že pomer obsahu štvoruholńıka AMDC
a trojuholńıka ABC je rovný 7/10 a d́lžky odvesien BC a AC sú postupne rovné a a b. Zistite
d́lžku úsečky AM .

24. V trojuholńıku ABC je zostrojená výška BH a t’ažnica BM . Zistite |BM |, ak viete, že |BH| = h,

ÂBH = ĈBM , ĤBM = 2 · ĈBM .

25. Do trojuholńıka ABC je vṕısaná kružnica, vel’kost’ polomeru ktorej je rovná 2; D je bod dotyku
tejto kružnice so stranou AC, |AD| = 2, |DC| = 4. Zistite vel’kost’ osi uhla trojuholńıka ABC
vedenej z vrchola B.

26. V pravouhlom trojuholńıku ABC je uhol B pravý a AL je os uhla. Viete, že |AC| = 5, |AL| = 5/
√
3.

Zistite |LC|.

27. Trojuholńıky ABC a ABD majú spoločnú stranu AB a nemajú spoločné vnútorné body, uhly BAC
a ADB sú pravé. Zistite |CD|, ak |AD| = 3, |BC| = 13, |AC|+ |BD| = 16

28. V trojuholńıku ABC má strana AB d́lžku 3, výška CD na stranu AB má d́lžku
√
3. Tiež viete, že

päta D výšky CD lež́ı na strane AB a |AD| = |BC|. Zistite d́lžku strany AC.

29. V pravouhlom trojuholńıku ABC je d́lžka odvesny AB rovná 4 a d́lžka odvesny AC rovná 3. Bod
D deĺı preponu na polovicu. Zistite vzdialenost’ medzi stredom kružnice vṕısanej do trojuholńıka
ACD a stredom kružnice vṕısanej do trojuholńıka ABD.
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30. V rovnoramennom trojuholńıku je d́lžka ramena rovná 20 a vel’kost’ priemeru jemu oṕısanej kružnice
rovná 25. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej do tohto trojuholńıka.

31. Zo stredu D prepony AB pravouhlého trojuholńıka ABC je zostrojená polpriamka kolmá na pre-
ponu a pret́ınajúca jednu z odvesien. Na tejto polpriamke lež́ı úsečka DE, d́lžka ktorej je rovná
polovici d́lžky úsečky AB. Dĺžka úsečky CE je 1 a zhoduje sa s d́lžkou jednej z odvesien trojuholńıka
ABC. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

32. Priamka rovnobežná s preponou AB pravouhlého trojuholńıka ABC pret́ına odvesnu AC v bode
D a odvesnu BC v bode E, pričom d́lžka úsečky DE je rovná 2 a d́lžka úsečky BE je rovná 1.Na
prepone je daný bode F taký, že |BF | = 1. Tiež viete, že vel’kost’ uhla FCB je rovná α. Zistite
obsah trojuholńıka ABC.

33. Prepona AB pravouhlého trojuholńıka ABC je tetivou kružnice, ktorá má vel’kost’ polomeru 10.
Vrchol C lež́ı na priemere tejto kružnice. ktorý je rovnobežný s preponou. Stupňová miera uhla
CAB je rovná 75◦. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

34. Dĺžky odvesien pravouhlého trojuholńıka sú 36 a 48. Zistite vzdialenost’ stredu kružnice vṕısanej
do tohto trojuholńıka od výšky na preponu.

35. Stredy výšok trojuholńıka ležia na jednej priamke. Aký maximálny môže byt’ jeho obsah, ak je d́lžka
jeho najväčšej strany rovná 10?

1.2 Śınusová a kośınusová veta

Teória

c

a

b

α

βγ

|BC| = a

|AC| = b

|AB| = c

A

BC

Vo všetkých materiáloch tejto časti budeme použ́ıvat’ na-
sledujúce označenia: a, b, c sú d́lžky strán l’ubovol’ného troju-
holńıka, α, β, γ sú vel’kosti im zodpovedajúcich protil’ahlých
uhlov, s je polovica obvodu trojuholńıka, R je vel’kost’ polo-
meru kružnice oṕısanej trojuholńıku, r je vel’kost’ polomeru
kružnice vṕısanej do trojuholńıka, va, vb, vc sú vel’kosti výšok
zostrojených k stranám, ktorých vel’kosti sú postupne a, b a c.

Uvedieme niektoré základné fakty týkajúce sa všeobecných
trojuholńıkov. Niektoré z nich budú uvedené bez dôkazu,
pretože ich podrobné odôvodnenie je možné nájst’ v l’ubovol’nej
školskej učebnici geometrie.

1 Rôzne vzt’ahy pre obsah l’ubovol’ného trojuholńıka

S =
1

2
· a · b · sin γ =

1

2
· a · c · sinβ =

1

2
· b · c · sinα,

S =
1

2
· a · va =

1

2
· b · vb =

1

2
· c · vc, S = s · r, S =

a · b · c
4R

,

S =
√
s(s− a)(s− b)(s− c) (Herónov vzorec).
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2 Śınusová veta

Podiel dĺ̌zky l’ubovol’nej strany trojuholńıka a śınusu vel’kosti vnútorného uhla, ktorý proti tejto strane
lež́ı je rovný dvojnásobku vel’kosti polomeru kružnice, ktorá je tomuto trojuholńıku oṕısaná:

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R.

Pripomeňme, že śınusová veta je jedným z najčasteǰsie použ́ıvaných prostriedkov na riešenie úloh o troj-
uholńıkoch. Ale na nájdenie vel’kosti uhla je lepšie použ́ıvat’ kośınusovú vetu. Túto úvahu možno vysvetlit’

nasledovne: Pomocou śınusovej vety je možné zistit’ iba śınus vel’kosti uhla trojuholńıka a preto sa nedá
táto vel’kost’ jednoznačne určit’, pretože rovnica sinα = a (0 < a < 1) má v intervale (0;π) dve riešenia.
Takže nejakej hodnote śınusu vel’kosti uhla trojuholńıka zodpovedajú dva uhly, ostrý a tupý, súčet vel’kost́ı
ktorých je rovný π.

3 Kośınusová veta

Druhá mocnina dĺ̌zky l’ubovol’nej strany trojuholńıka je rovná rozdielu súčtu druhých mocńın dĺ̌zok
jeho ostatných dvoch strán a dvojnásobku súčinu dĺ̌zok týchto strán a kośınusu vel’kosti vnútorného uhla
trojuholńıka, ktorý je nimi zvieraný:

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα, b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ, c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.

4 Kružnica vṕısaná do trojuholńıka

Do každého trojuholńıka je možne vṕısat’ kružnicu, pričom práve jednu. Stred tejto kružnice lež́ı
v priesečńıku ośı vnútorných uhlov trojuholńıka, pričom sa vždy nachádza vo vnútri trojuholńıka.

A B

C

O

D

E
F

Majme l’ubovol’ný trojuholńık ABC, ṕısmenom O
označme stred jemu vṕısanej kružnice, ṕısmenami D, E, F
označme body, v ktorých sa kružnica dotýka po porad́ı jeho
strán AB, AC a BC. Sformulujeme a dokážeme dôležité
tvrdenie, ktoré vyjadruje vzt’ah medzi d́lžkami strán troju-
holńıka ABC a d́lžkami úsečiek, na ktoré ich delia body D,
E a F .

Veta. Dĺ̌zka každej z úsečiek, na ktoré delia strany troju-
holńıka dotykové body s kružnicou, ktorá je do trojuholńıka
vṕısaná, sa dá vypoč́ıtat’ ako rozdiel polovice obvodu troju-
holńıka a dĺ̌zky strany trojuholńıka, ktorá nesused́ı ani na
jednej strane s touto úsečkou:

|AD| = |AE| = |AB|+ |AC| − |BC|
2

= s△ABC − |BC|

|BD| = |BF | = |AB|+ |BC| − |AC|
2

= s△ABC − |AC|

|CE| = |CF | = |AC|+ |BC| − |AB|
2

= s△ABC − |AB|

Dôkaz. Rovnost’ d́lžok dvoj́ıc úsečiek AD a AE, BD a BF , CE a CF vyplýva postupne z rovnosti
d́lžky prepony a odvesny dvoj́ıc pravouhlých trojuholńıkov AOD a AOE, BOD a BOF , COE a COF .
Vzhl’adom na to polož́ıme |AD| = |AE| = x, |BD| = |BF | = y, |CE| = |CF | = z a dostaneme sústavu
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rovńıc:


|AB| = |AD|+ |BD|,
|AC| = |AE|+ |CE|,
|BC| = |BF |+ |CF |

=⇒


|AB| = x+ y,

|AC| = x+ z,

|BC| = y + z

=⇒

=⇒



x =
|AB|+ |AC| − |BC|

2
,

y =
|AB|+ |BC| − |AC|

2
,

z =
|AC|+ |BC| − |AB|

2

=⇒



x =
|AB|+ |AC|+ |BC|

2
− |BC|,

y =
|AB|+ |BC|+ |AC|

2
− |AC|,

z =
|AC|+ |BC|+ |AB|

2
− |AB|

Q.E.D.

5 Kružnica oṕısaná trojuholńıku

Každému trojuholńıka je možne oṕısat’ kružnicu, pričom práve jednu. Stred tejto kružnice lež́ı v priesečńıku
ośı strán trojuholńıka, pričom sa nachádza mimo trojuholńıka, ak je trojuholńık tupouhlý a vo vnútri tro-
juholńıka, ak je trojuholńık ostrouhlý.

Majme l’ubovol’ný trojuholńık ABC, ṕısmenom O označ́ıme stred jemu oṕısanej kružnice.

A
B

C

O

A
B

C

O

Veta. Vel’kost’ uhla, ktorý zviera strana trojuholńıka a polomer kružnice oṕısanej tomuto trojuholńıku,
ktorý vedie do jedného z koncových bodov tejto strany môžeme vypoč́ıtat’ ako absolútnu hodnotu rozdielu
č́ısla π/2 a vel’kosti uhla, ktorý lež́ı proti tejto strane:

ÔAC = ÔCA =
∣∣∣π
2
− ÂBC

∣∣∣ ; ÔBC = ÔCB =
∣∣∣π
2
− B̂AC

∣∣∣ ;
ÔAB = ÔBA =

∣∣∣π
2
− ÂCB

∣∣∣ .
Dôkaz. Ked’že OA, OB aj OC sú polomery kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC, dostávame |OA| =
|OB| = |OC| a preto sú trojuholńıky AOB, AOC a BOC rovnoramenné. Z tohto faktu plynie, že

ÔAC = ÔCA, ÔBC = ÔCB, ÔAB = ÔBA. Zaved’me označenie ÔAC = φ, ÔBC = ψ, ÔAB = θ
a rozoberme dva pŕıpady.
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Ak je trojuholńık ABC ostrouhlý, tak bod O lež́ı v jeho vnútri a plat́ı


ÔAB + ÔAC = B̂AC,

ÔBA+ ÔBC = ÂBC,

ÔCA+ ÔCB = ÂCB

=⇒


θ + φ = B̂AC,

θ + ψ = ÂBC,

ψ + φ = ÂCB

=⇒



φ =
B̂AC + ÂCB − ÂBC

2
,

ψ =
ÂBC + ÂCB − B̂AC

2
,

θ =
ÂBC + B̂AC − ÂCB

2
.

Nakoniec s prihliadnut́ım k tomu, že ÂBC + ÂCB + B̂AC = π a k tomu, že ÂBC < π/2, B̂AC < π/2,

ÂCB < π/2 dostávame

ÔAC = φ =
(π − ÂBC)− ÂBC

2
= π/2− ÂBC = |π/2− ÂBC|,

ÔBC = ψ =
(π − B̂AC)− B̂AC

2
= π/2− B̂AC = |π/2− B̂AC|,

ÔAB = θ =
(π − ÂCB)− ÂCB

2
= π/2− ÂCB = |π/2− ÂCB|.

Ak je trojuholńık ABC tupouhlý (budeme predpokladat’, že tupý je uhol C), tak bod O lež́ı mimo
trojuholńıka a preto

ÔAC − ÔAB = B̂AC,

ÔBC − ÔBA = ÂBC,

ÔCA+ ÔCB = ÂCB

=⇒


ÔAC = π/2− ÂBC = |π/2− ÂBC|,

ÔBC = π/2− B̂AC = |π/2− B̂AC|,

ÔAB = ÂCB − π/2 = |π/2− ÂCB|.

Q.E.D.

Poznámka. Túto vetu je možné dokázat’ aj jednoduchšie s použit́ım vzt’ahu medzi stredovým a obvodovým
uhlom. Pokúste sa urobit’ to samostatne.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. V trojuholńıku ABC je dané |BC| = 6, |AC| = 5, ÂBC = π/6. Zistite obsah trojuholńıka ABC
ak je vzdialenost’ vrcholu A od priamky BC menšia, než 1/

√
2.

B
C

A1

A2

A3

A4

5

5

Riešenie. V tejto úlohe vyhovujú podmienkam úlohy dva
rôzne trojuholńıky ABC. Skutočne, je možné zostrojit’ úsečku
BC d́lžky 6, z bodu B zostrojit’ dve polpriamky navzájom
symetrické podl’a priamky BC, ktoré s polpriamkou

#    „

BC
zvierajú uhol π/6 a zostrojit’ kružnicu so stredom v bode
C, ktorej d́lžka polomeru bude rovná 5. Bod A bude jeden
z priesečńıkov polpriamok a tejto kružnice.Také body budú
štyri, ale ked’že sú polpriamky symetrické, trojuholńıky, ktoré
dostaneme, budú tiež po dvoch symetrické. Takže rôzne tro-
juholńıky budú nakoniec dva.

Na to, aby sme zistili obsah trojuholńıka ABC, potrebu-
jeme nájst’ bud’ d́lžku strany AB alebo vel’kost’ uhla ACB.
Zistit’ |AB| je jednoduchšie, stač́ı na to použit’ kośınusovú vetu:

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2 · |AB| · |BC| · cos ÂBC =⇒
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=⇒ 25 = |AB|2 + 36− 12 · |AB| ·
√
3

2
=⇒ |AB|1,2 = 3

√
3± 4.

Tak, ako sa očakávalo, dostali sme dve rôzne varianty d́lžky strany AB. Menšej z týchto d́lžok zodpovedá
na obrázku bod A1 (A3), väčšej A2 (A4).

Zostáva preverit’ podmienku, že vzdialenost’ bodu A od priamky BC je menšia, než 1/
√
2. Táto

vzdialenost’ je d́lžka kolmice zostrojenej z bodu A na priamku BC. Je zrejmé, že sa dá vypoč́ıtat’ ako
súčin d́lžky úsečky AB a śınusu uhla ABC:

|AB| = 3
√
3 + 4 =⇒ ρ(A,BC) =

3
√
3 + 4

2
> 2 >

1√
2
;

|AB| = 3
√
3− 4 =⇒ ρ(A,BC) =

3
√
3− 4

2
<

1√
2
.

To znamená, že |AB| = 3
√
3− 4. Nakoniec nájdeme hl’adaný obsah

S△ABC =
1

2
· |AB| · |BC| · sin ÂBC =

1

2
· (3

√
3− 4) · 6 · 1

2
=

3

2
(3
√
3− 4).

Odpoved’.
3

2
(3
√
3− 4).

Úloha 2. V ostrouhlom trojuholńıku ABC je známe, že |BC| = a, |AC| = b, ÂCB = α. Zistite vel’kost’

výšky CD a vel’kost’ uhla ABC.

A B

C

D

b a

α

Riešenie. Vel’kost’ výšky CD možno vypoč́ıtat’ jednak po-
mocou vzorca pre výpočet obsahu, jednak cez śınus uhla
ABC. V každom pŕıpade budeme potrebovat’ d́lžku strany
AB, zist́ıme ju pomocou kośınusovej vety:

|AB|2 =

= |AC|2 + |BC|2 − 2 · |AC| · |BC| · cos ÂCB =⇒

=⇒ |AB| =
√
a2 + b2 − 2ab cosα.

Teraz použijeme vzorec pre obsah trojuholńıka ABC:

S△ABC =
1

2
· |AC| · |BC| · sin ÂCB =

1

2
· |AB| · |CD| =⇒

=⇒ ab sinα = |CD| ·
√
a2 + b2 − 2ab cosα =⇒

=⇒ |CD| = ab sinα√
a2 + b2 − 2ab cosα

.

Najjednoduchš́ım spôsobom výpočtu vel’kosti uhla ABC tu určite je výpočet jeho śınusu z pravouhlého
trojuholńıka CDB a využitie toho faktu, že trojuholńık ABC je ostrouhlý. Napriek tomu bude lepšie
zvyknút’ si hned’ od začiatku na to, že na zistenie uhla trojuholńıka by sa mal hl’adat’ jeho kośınus,
pretože kośınus určuje uhol trojuholńıka jednoznačne. Tak aj budeme postupovat’:

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2 · |AB| · |BC| · cos ÂBC =⇒

=⇒ b2 = a2 + b2 − 2ab cosα− 2a
√
a2 + b2 − 2ab cosα · cos ÂBC =⇒

=⇒ cos ÂBC =
a− b cosα√

a2 + b2 − 2ab cosα
.

Odpoved’. |CD| = ab sinα√
a2 + b2 − 2ab cosα

, ÂBC = arccos

(
a− b cosα√

a2 + b2 − 2ab cosα

)
.

Úloha 3. Kružnica vṕısaná do trojuholńıka ABC sa dotýka jeho strany BC v bode M . Zistite obsah
trojuholńıka ABC ak |AC| = 21, |BM | = 9 a stupňová miera uhla ABC je 60◦.
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A

BC M

21

9

Riešenie. Použijeme vetu o d́lžke úsečiek, na ktoré deĺı doty-
kovými bodmi strany trojuholńıka kružnica do neho vṕısaná.

|BM | = s△ABC − |AC| =⇒ 9 = s△ABC − 21 =⇒

=⇒ s△ABC = 30, o△ABC = 60.

Označ́ıme teraz d́lžky strán AB a BC postupne ako x a y,
naṕı̌seme pre trojuholńık ABC kośınusovú vetu a všimneme
si, že ked’že

S△ABC =
1

2
· |AB| · |BC| · sin ÂBC =

√
3

4
xy,

nemuśıme zistit’ samotné x a y, ale stač́ı nám nájst’ ich súčin xy.{
|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2 · |AB| · |BC| · cos ÂBC,
|AB|+ |BC|+ |AC| = o△ABC

=⇒

=⇒

{
212 = x2 + y2 − xy,

x+ y + 21 = 60
=⇒

{
212 = (x+ y)2 − 3xy,

x+ y = 39
=⇒

3xy = 392 − 212 = (39− 21)(39 + 21) = 18 · 60 =⇒ xy = 360.

Nakoniec, obsah trojuholńıka ABC je
√
3
4 · 360, čiže 90

√
3.

Odpoved’. 90
√
3.

Úloha 4. Vo vnútri trojuholńıka ABC je zvolený bod O tak, že sin B̂OC = 1/4, sin ÂOC = 1/3. Zistite
vzdialenost’ stredov kružńıc oṕısaných trojuholńıkom AOC a BOC, ak viete, že |BO| = 2, |BC| = 3,
|AC| = 4.

A

B

C

O

O1

O2

Riešenie. Označ́ıme stredy kružńıc oṕısaných trojuholńıkom
BOC a AOC postupne O1 a O2 a všimneme si, že oba body
O1 a O2 ležia na osi úsečky OC (pretože stred kružnice
oṕısanej trojuholńıku lež́ı na priesečńıku ośı jeho strán).

Ďalej kvôli śınusovej vete:

|O1O| = |O1C| = R△BOC =

=
|BC|

2 sin B̂OC
=

3

1/2
= 6

|O2O| = |O2C| = R△AOC =
|AC|

2 sin ÂOC
=

4

2/3
= 6

Teda △O1OC = △O2OC (veta sss). Ak ležia body O1 a O2 v tej istej polrovine ohraničenej priamkou
OC, tak sú totožné, z čoho plynie, že všetky štyri body A, B, C a O ležia na jednej kružnici, čo nie
je možné. Preto ležia body O1 a O2 v rôznych polrovinách daných priamkou OC a teda O1OO2C je
kosoštvorec. Poznáme vel’kost’ jeho strany, ale pýtajú sa nás na vel’kost’ jeho uhlopriečky O1O2. Je zrejmé,
že na to, aby sme ju zistili, potrebujeme nájst’ vel’kost’ jeho druhej uhlopriečky OC. Tú by sme mohli
l’ahko zistit’ pomocou kośınusovej vety z trojuholńıka BOC, ak by sme poznali cos B̂OC.

Najprv sa pokúsime vyjasnit’, či je uhol BOC ostrý alebo tupý. Je zrejmé, že

B̂OC + ÂOC + ÂOB = 2π; ÂOB < π =⇒ B̂OC + ÂOC > π.

Ak je uhol BOC ostrý, teda jeho vel’kost’ je rovná arcsin 1/4, potom aj keby bol uhol AOC tupý, čiže

ÂOC = π − arcsin 1/3, dostaneme:

B̂OC + ÂOC = π − arcsin 1/3 + arcsin 1/4 < π.
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To znamená, že uhol BOC je tupý a preto cos B̂OC = −
√
15
4 . Teraz použijeme kośınusovú vetu pre

trojuholńık BOC:

|BC|2 = |BO|2 + |OC|2 − 2 · |BO| · |OC| · cos B̂OC =⇒

=⇒ 9 = 4 + |OC|2 +
√
15|OC| =⇒ {|OC| > 0} =⇒ |OC| =

√
35−

√
15

2

Nakoniec využijeme to, že v kosoštvorci sú uhlopriečky na seba kolmé a navzájom sa rozpol’ujú. Z toho
vyplýva, že

|O1O2| = 2

√
|O1C|2 −

1

4
|OC|2 =

√
144− 50− 10

√
21

4
=

√
526 + 10

√
21

4
=

5
√
21 + 1

2
.

Odpoved’.
5
√
21 + 1

2
.

Úlohy

1. Vel’kost’ strany AC trojuholńıka ABC je rovná 3, śınusy vel’kost́ı jeho uhlov A a B sú po porad́ı√
3/2 a

√
2/2. Zistite vel’kost’ strany AB.

2. V trojuholńıku ABC je známe, že |AB| = c, Â = α, B̂ = β. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

3. Vo vnútri trojuholńıka ABC je daný bod K tak, že trojuholńık ABK je rovnostranný. Je známe,
že vzdialenost’ bodu K od stredu kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC je 6 a vel’kost’ uhla ACB je
rovná arcsin(5

√
13/26). Zistite d́lžku strany AB.

4. V trojuholńıku ABC je |AC| = 3, B̂AC = π/6, vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku
ABC je rovná 2. Dokážte, že obsah trojuholńıka ABC je menš́ı, než 3.

5. V trojuholńıku ABC zistite vel’kost’ uhla CAB, ak je súčin druhej mocniny d́lžky strany BC a súčtu
d́lžok strán AC a AB rovný súčtu tret́ıch mocńın d́lžok strán AC a AB.

6. V trojuholńıku ABC sú d́lžky strán AB a AC rovné postupne 3 a 2. Na strane AB je daný bod
M a na strane AC bod N tak, že |AM | = 2, |AN | = 1,5. Zistite obsah trojuholńıka AMN , ak je
d́lžka strany BC 6/

√
17-krát väčšia, než d́lžka úsečky MN .

7. V trojuholńıku ABC plat́ı |AB| = 4, |BC| = 5. Z vrchola B je zostrojená úsečka BM (M ∈ AC),

pričom ÂBM = π/4, M̂BC = π/6.

a) V akom pomere deĺı bod M stranu AC?

b) Vypoč́ıtajte vel’kost’ úsečiek AM a MC.

8. V trojuholńıku ABC plat́ı |BC| = 4, |AB| + |AC| = 6. Zistite obsah trojuholńıka ABC ak

cos ÂCB = 5/12.

9. V trojuholńıku ABC je stupňová miera uhla ACB rovná 75◦ a vel’kost’ výšky spustenej z vrchola
tohto uhla je rovná 1. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC, ak je jeho
obvod rovný 4 +

√
6 =

√
2.

10. Vo vnútri trojuholńıka ABC je daný bod K tak, že |AK| = 1, |KC| =
√
3, ÂKC = 120◦, ÂBK =

15◦, K̂BC = 15◦. Zistite vel’kost’ úsečky BK.
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11. Vel’kosti uhlov tupouhlého trojuholńıka ABC sṕlňajú rovnost’ sin
(
Â− B̂

)
= sin2 Â−sin2 B̂. Zistite

obvod tohto trojuholńıka, ak je vel’kost’ polomeru kružnice tomuto trojuholńıku oṕısanej rovná R
a vel’kost’ jedného z jeho uhlov je rovná π/8.

12. Do trojuholńıka ABC je vṕısaná kružnica so stredom v bode O. Pomer obsahov trojuholńıkov
AOB a BOC je

√
3 : 2, ÂCB = π/3, |AC| = 2. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej tomuto

trojuholńıku.

13. V trojuholńıku ABC vieme, že B̂AC = α, ÂBC = β, |BC| = a. Na strane AB je daný bod P
tak, že |AP | : |PB| = 1 : 2. Cez bod P prechádza kružnica, ktorá sa dotýka strany BC v bode D,
pričom AD je výška trojuholńıka ABC. Zistite vel’kost’ polomeru tejto kružnice.

14. Cez stred kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC zostroj́ıme priamku MN , ktorá je rovnobežná so
základňou AB (M lež́ı na BC, N lež́ı na AC). Vieme, že |AB| = 5, |MN | = 3. Zistite obvod
štvoruholńıka ABMN .

15. V trojuholńıku ABC sú dané d́lžky strán |AB| =
√
2, |BC| =

√
5, |AC| = 3. Porovnajte uhlovú

mieru uhla BOC a 112,5◦, ak je O stred kružnice vṕısanej do trojuholńıka ABC.

16. V trojuholńıku ABC vieme, že |BC| − |AB| = 0,15|AC|. Čomu je rovný súčin

tg
(
1
2B̂AC

)
· tg
(
1
2ÂCB

)
?

17. Kružnica vṕısaná trojuholńıku ABC sa dotýka jeho strán AC, AB a BC po porad́ı v bodoch K,
M a N . Vieme, že |AK| = |KC|, K̂MN = 75◦ a súčin d́lžok všetkých strán trojuholńıka KMN je
rovný 9 + 6

√
3. Zistite vel’kosti strán trojuholńıka ABC.

18. Bod O lež́ı na úsečke AB tak, že |AO| = 13, |OB| = 7. Zostrojme kružnicu so stredom O a s
polomerom vel’kosti 5. Z A a B k nej ved’me dotyčnice, ktoré sa pret́ınajú v bode M , pričom
body dotyku ležia na rovnakú stranu od priamky AB. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej
trojuholńıku AMB.

19. Obvod trojuholńıka ABC je rovný 40/3, kośınusy uhlov ABC a ACB sú postupne rovné 0,6 a 0,28
Zistite obsah trojuholńıka ABC.

20. Je známe, že vel’kosti uhlov trojuholńıka ABC sṕlňajú rovnost’ cos2 Â+cos2 B̂+cos2 Ĉ = 1. Zistite
obsah tohto trojuholńıka, ak sú vel’kosti polomerov jemu vṕısanej a okolo neho oṕısanej kružnice
postupne rovné

√
3 a 3

√
2.

21. Obsah trojuholńıka je rovný 6
√
6, jeho obvod je rovný 18, vzdialenost’ stredu jemu vṕısanej kružnice

od jedného z jeho vrcholov je
√

56/3. Zistite d́lžku najmenšej strany tohto trojuholńıka.

22. V trojuholńıku ABC plat́ı |AB| = 5
√
2

2 , |BC| = 5
√
5

4 . Bod M lež́ı na strane AB, bod O lež́ı na
strane BC, pričom |BM | = 2

3 |AM | a priamky MO a AC sú rovnobežné. Os uhla ABC pret́ına
priamku MO v bode P , ktorý lež́ı medzi bodmi M a O, pričom vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej

trojuholńıku AMP je rovná
√

2 +
√
2. Zistite vel’kost’ strany AC.

23. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ uhla pri vrchole B rovná π/3 a d́lžky úsečiek spájajúcich stred
vṕısanej kružnice s vrcholmi A a C sú postupne 4 a 6. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej
trojuholńıku ABC.

24. Vieme, že vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej do trojuholńıka ABC je rovná 1. Táto kružnica sa
dotýka strán AB, BC a AC postupne v bodoch K, M a N , M̂KN = ÂBC = 45◦. Zistite vel’kosti
strán trojuholńıka ABC.
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25. Cez stred O kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC vedieme priamku rovnobežnú so stranou BC,
ktorá pret́ına strany AB a AC postupne v bodoch M a N . |BC| = 4

√
2, obvod trojuholńıka AMN

je rovný 3 4
√
2 a vel’kost’ úsečky AO je dvakrát väčšia, než polomer kružnice vṕısanej trojuholńıku

ABC. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

26. Do trojuholńıka KLM je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka jeho strany KM v bode A. Vieme, že
|AK| = 10, |AM | = 4, K̂LM = π/3. Zistite d́lžku úsečky AL.

27. V rovnostrannom trojuholńıku ABC zostroj́ıme kružnicu so stredom v bode O, ktorá prechádza
cez priesečńık t’ažńıc trojuholńıka ABC a dotýka sa strany BC v jej strede D. Z bodu A zostroj́ıme
priamku, ktorá sa dotýka tejto kružnice v bode E tak, že stupňová miera uhla BAE je menšia, než
30◦. Zistite pomer obsahu trojuholńıka ABE a štvoruholńıka BEOD.

28. V trojuholńıku je d́lžka strany AB rovná 2
√
2 a vel’kost’ polomeru jemu oṕısanej kružnice je rovná

2. Pomer d́lžok strán AC a BC je rovná
√
8, d́lžka strany BC je väčšia, ako 1. Zistite obsah

trojuholńıka ABC.

29. V trojuholńıku ABC d́lžky strán |AB| = |BC| = 13, |AC| = 10. Zistite vzdialenost’ medzi stredmi
jemu oṕısanej a jemu vṕısanej kružnice.

30. V rovnoramennom trojuholńıku ABC (|AB| = |BC|) je pomer vzdialenost́ı stredu kružnice do neho
vṕısaného od vrcholov B a C rovný k. Zistite vel’kosti uhlov trojuholńıka ABC. Pre aké hodnoty k
má úloha riešenie?

31. V rovnoramennom trojuholńıku ABC so základňou AC zostrojme os uhla C, ktorá pret́ına rameno
AB v bode D. Bod E lež́ı na základni AC tak, že DE ⊥ DC. Vypoč́ıtajte vel’kost’ úsečky AD, ak
|CE| = 2.

32. V trojuholńıku ABC je |AB| = 4, |AC| = 3 a uhol C je ostrý. Viete, že sin
(
ÂCB − ÂBC

)
= 7/25.

Zistite obsah trojuholńıka ABC.

33. Do trojuholńıka ABC, ktorého vel’kost’ strany BC je rovná 9, je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka
strany BC v bode D. Viete, že |AD| = |DC|, cosBCA = 2/3. Zistite d́lžku strany AC.

34. Trojuholńık ABC so stranou AB, ktorej d́lžka je rovná 4 a uhlom A, ktorého stupňová miera je
rovná 60◦ je vṕısaný do kružnice s vel’kost’ou polomeru 2

√
3. Zistite d́lžku strednej priečky tohto

trojuholńıka rovnobežnej s AC a vzdialenost’ bodov, v ktorých jej pred́lženie pret́ına kružnicu.

35. V trojuholńıku ABC je daná os uhla AD. Do trojuholńıkov ADC a ADB sú vṕısané kružnice
s vel’kost’ami polomerov postupne 3 a 8, ktoré sa dotýkajú úsečky AD v bodoch M a N . Zistite
vzdialenost’ medzi stredmi týchto kružńıc, ak |ND| = 4.

36. V trojuholńıku KLM je pomer vel’kosti polomeru oṕısanej a vṕısanej kružnice rovný k. Kružnica
vṕısaná trojuholńıku KLM sa dotýka jeho strán v bodoch A, B a C. Zistite pomer obsahov troj-
uholńıkov ABC a KLM .

1.3 Os uhla, t’ažnica, výška

Teória

1 Os uhla trojuholńıka

Defińıcia. Osou uhla trojuholńıka nazývame úsečku ležiacu na osi súmernosti vnútorného uhla troju-
holńıka, ktorá lež́ı medzi jeho vrcholom a stranou oproti tomuto vrcholu.
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Majme trojuholńık ABC a zostrojme osi jeho uhlov AK, BL a CN . Dĺžky strán AB, AC a BC
označ́ıme postupne C, B a A, d́lžky ośı uhlov AK, BL a CN označ́ıme postupne la, lb a lc, ich priesečńık
označ́ıme ṕısmenom O. Tiež zavedieme označenie d́lžok úsečiek, na ktoré osi uhlov trojuholńıka delia
strany: |BK| = ac, |CK| = ab, |BN | = ca, |AN | = cb, |AL| = bc, |CL| = ba.

AB

C

K
L

N

ab

ac

ba

bc

ca cb
α/2

α/2

β/2

β/2

γ/2 γ/2

|AB| = c |AC| = b |BC| = a

|AK| = la |BL| = lb |CN | = lc

Uvedieme niekol’ko dôležitých faktov, ktoré sa týkajú ośı uhlov trojuholńıkov.

Základná vlastnost’ osi uhla trojuholńıka. Pomer dĺ̌zok dvoch strán trojuholńıka je rovný pomeru
s nimi susediacich úsečiek, na ktoré os uhla trojuholńıka deĺı jeho tretiu stranu:

a

b
=
ca
cb
;
b

c
=
ab
ac

;
c

a
=
bc
ba
.

Prvý vzt’ah pre d́lžku osi uhla trojuholńıka. Dĺ̌zka osi uhla trojuholńıka zostrojenej na niektorú jeho
stranu je rovná podielu dvojnásobku súčinu dĺ̌zok ostatných dvoch strán s kośınusom polovice vel’kosti uhla
medzi nimi a súčtu týchto dĺ̌zok:

la =
2bc cos α

2

b+ c
; lb =

2ac cos β
2

a+ c
; lc =

2ab cos γ
2

a+ b
.

Druhý vzt’ah pre d́lžku osi uhla trojuholńıka. Druhá mocnina dĺ̌zky osi uhla trojuholńıka vedeného
na niektorú jeho stranu je rovná rozdielu súčinu dĺ̌zok ostatných dvoch jeho strán a súčinu dĺ̌zok úsečiek,
na ktorú os deĺı stranu trojuholńıka.

l2a = bc− abac; l2b = ac− babc; l2c = ab− cacb.

Priesečńık ośı uhlov. Osi uhlov trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode, tento bod je stredom kružnice
do trojuholńıka vṕısanej. Tento bod deĺı každú os uhla trojuholńıka na úsečky, pomer dĺ̌zok ktorých v porad́ı
od vrchola trojuholńıka je rovný podielu súčtu dĺ̌zok strán tvoriacich uhol, ktorého je osou a dĺ̌zky strany,
na ktorú je vedená.

Všetky tieto fakty dokážeme, začneme so základnou vlastnost’ou osi uhla trojuholńıka. Použijeme
śınusovú vetu pre trojuholńıky ACN a BCN , označme si predtým vel’kosti pril’ahlých uhlov BNC a ANC
postupne ako φ a π − φ.

|AN |
sin ÂCN

=
|AC|

sin ÂNC
=⇒ cb

sin γ
2

=
b

sin(π − φ)
⇐⇒ cb

b
=

sin γ
2

sin(π − φ)

|BN |
sin B̂CN

=
|BC|

sin B̂NC
=⇒ ca

sin γ
2

=
a

sinφ
⇐⇒ ca

a
=

sin γ
2

sinφ

Ked’ využijeme, že sinπ − φ = sinφ, dostaneme

ca
a

=
cb
b

⇐⇒ a

b
=
ca
cb
.
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Ostatné dva vzt’ahy sa dokážu úplne rovnako.
Na dôkaz prvého vzt’ahu pre d́lžku osi trojuholńıka použijeme vzt’ah pre obsah trojuholńıkov ABC,

ANC a BNC a využijeme to, že obsah trojuholńıka ABC je rovný súčtu obsahov trojuholńıkov ACN
a BCN . 

S△ABC =
1

2
· |AC| · |BC| · sin ÂCB =

1

2
ab sin γ,

S△ANC =
1

2
· |AC| · |CN | · sin ÂCN =

1

2
alc sin

γ

2
,

S△BNC =
1

2
· |BC| · |CN | · sin B̂CN =

1

2
blc sin

γ

2

=⇒

=⇒ ab sin γ = alc sin
γ

2
+ blc sin

γ

2
⇐⇒ 2ab sin

γ

2
cos

γ

2
= (a+ b)lc sin

γ

2
=⇒ lc =

2ab cos γ
2

a+ b
.

Vzt’ahy pre la a lb sa dokážu rovnako.
Na dôkaz druhého vzt’ahu pre d́lžku osi trojuholńıka použijeme kośınusovú vetu pre trojuholńıky

ANC a BNC:{
|AC|2 = |AN |2 + |CN |2 − 2 · |AN | · |CN | · cos ÂNC,

|BC|2 = |BN |2 + |CN |2 − 2 · |BN | · |CN | · cos B̂NC
=⇒

{
b2 = c2b + l2c − 2cblc cos(π − φ),

a2 = c2a + l2c − 2calc cosφ

Prvý z týchto vzt’ahov vynásob́ıme ca, druhý vynásob́ıme cb a sč́ıtame ich. Ked’ využijeme, že cos(π−φ) =
− cosφ, dostaneme

a2cb + b2ca = c2acb + l2ccb + c2bca + l2ccb.

Zo základnej vlastnosti osi uhla trojuholńıka, ktorú sme dokázali vyššie, vyplýva, že acb = bca. Pomocou
tohto faktu uprav́ıme l’avú stranu poslednej rovnosti:

abca + bacb = c2acb + l2ccb + c2bca + l2ccb =⇒ ab(ca + cb) = cacb(ca + cb) + l2c (ca + cb) =⇒

=⇒ ab = cacb + l2c =⇒ l2c = ab− cacb.

Vzt’ahy pre la a lb sa dokážu analogicky.
Nakoniec si kvôli zdôvodneniu posledného tvrdenia najprv vyjadŕıme veličiny ab, ac, ba, bc, ca, cb

pomocou vel’kost́ı strán trojuholńıka ABC. Použijeme základnú vlastnost’ osi uhla:
|AB| = |AN |+ |BN |,
|AN |
|AC|

=
|BN |
|BC|

=⇒

 c = cb + ca,
cb
b

=
ca
a

=⇒


ca =

ac

a+ b

cb =
bc

a+ b

Úplne rovnako zist́ıme, že

ba =
ab

a+ c
, bc =

bc

a+ c
, ab =

ab

b+ c
, ac =

ac

b+ c
.

Všimnime si teraz trojuholńık ANC. AO je os jeho uhla a preto

|CO|
|ON |

=
|AC|
|AN |

=
b

cb
=

b
bc
a+b

=
a+ b

c
.

Rovnakým spôsobom zist́ıme, že

|AO|
|OK|

=
b+ c

a
,

|BO|
|OL|

=
a+ c

b
.

Poznámka. S použit́ım źıskaných vyjadreńı ab, ac, ba, bc, ca, cb sa dá druhý vzt’ah pre d́lžku osi uhla
preṕısat’ do tvaru

l2a = bc

(
1− a2

(b+ c)2

)
, l2b = ac

(
1− b2

(a+ c)2

)
, l2c = ab

(
1− c2

(a+ b)2

)
.
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2 Ťažnica trojuholńıka

Defińıcia. Ťažnicou trojuholńıka nazývame úsečku, ktorá spája vrchol trojuholńıka so stredom strany,
ktorá lež́ı oproti tomuto vrcholu.

Majme trojuholńık ABC a zostrojme jeho t’ažnice AP , BQ, CR. Dĺžky strán AB, AC a BC označ́ıme
postupne c, b a a, d́lžky t’ažńıc AP , BQ a CR označ́ıme postupne ta, tb a tc.

A

B

C

P

Q

R

a/2

a/2

b/2 b/2

c/2

c/2

φ π − φ

Priesečńık t’ažńıc. Ťažnice trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode, tento bod je t’ažiskom trojuholńıka.
Ťažisko deĺı každú t’ažnicu na úsečky, pomer dĺ̌zok ktorých v porad́ı od vrchola trojuholńıka je 2 : 1.

Vzt’ah pre d́lžku t’ažnice trojuholńıka. Štvornásobok druhej mocniny dĺ̌zky t’ažnice vedenej na nie-
ktorú stranu trojuholńıka je rovný rozdielu dvojnásobku súčtu druhých mocńın dĺ̌zok druhých dvoch strán
trojuholńıka a druhej mocniny dĺ̌zky strany, na ktorú je vedená t’ažnica.

4t2a = 2b2 + 2c2 − a2; 4t2b = 2a2 + 2c2 − b2; 4t2c = 2a2 + 2b2 − c2.

Na dôkaz tohto tvrdenia použijeme kośınusovú vetu na trojuholńıky ABQ a CBQ, vel’kosti uhlov AQB
a CQB si postupne označ́ıme φ a π − φ.

{
|AB|2 = |AQ|2 + |BQ|2 − 2 · |AQ| · |BQ| · cos ÂQB,

|BC|2 = |CQ|2 + |BQ|2 − 2 · |CQ| · |BQ| · cos ĈQB
=⇒


c2 =

b2

4
+ t2b − 2btb cosφ,

a2 =
b2

4
+ t2b − 2btb cos(π − φ).

Ked’ tieto rovnosti sč́ıtame a vezmeme do úvahy, že cos(π − φ) = − cosφ, dostaneme

a2 + c2 = 2t2b +
b2

2
=⇒ 4t2b = 2a2 + 2c2 − b2.

Pre ostatné dve t’ažnice trojuholńıka ABC sa dôkaz urob́ı rovnako.

Poznámka. Dokázané vzt’ahy je možné upravit’ do tvaru

ta =
1

2

√
2b2 + 2c2 − a2, tb =

1

2

√
2a2 + 2c2 − b2, tc =

1

2

√
2a2 + 2b2 − c2.

3 Veta o najväčšom uhle trojuholńıka

V trojuholńıku je oproti väčšej strane väčš́ı uhol a oproti menšej strane menš́ı.
Bez ujmy na všeobecnosti budeme predpokladat’, že d́lžky strán trojuholńıka sṕlňajú vzt’ah a ≤ b ≤ c.

Preto podl’a śınusovej vety

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
=⇒ sinα ≤ sinβ ≤ sin γ.
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A ked’že sa vel’kosti uhlov trojuholńıka nachádzajú v intervale (0, π), plynie z toho α ≤ β ≤ γ. A skutočne,
ak predpokladáme, že α > β, tak s využit́ım vlastnost́ı śınusu dostaneme, že bud’ sú α aj β tupé, čo nie je
možné, lebo je α tupý a β ostrý, ale vtedy α+β > π, čo tiež nie je možné. Preto plat́ı α ≤ β. Analogicky
dokážeme, že β ≤ γ.

4 Kritériá ostrouhlosti (tupouhlosti) trojuholńıka

Majme l’ubovol’ný trojuholńık, budeme predpokladat’, že d́lžky jeho strán sú rovné a, b a c, pričom
c ≥ a, c ≥ b.

Na to, aby bol trojuholńık tupouhlý (ostrouhlý) [pravouhlý] je nutné a postačujúce, aby bola splnená
nasledujúca podmienka:

c2 > a2 + b2 alebo tc <
c

2

(
c2 < a2 + b2 alebo tc >

c

2

)
[
c2 = a2 + b2 alebo tc =

c

2

]
Na zdôvodnenie tohto faktu si všimnime, že tupouhlost’ alebo ostrouhlost’ trojuholńıka záviśı len od toho,
či je tupý alebo ostrý najväčš́ı z jeho uhlov, oproti ktorému lež́ı najväčšia strana trojuholńıka. Odpoved’

na túto otázku sa najjednoduchšie źıska pomocou kośınusu tohto uhla – ak je záporný, uhol je tupý, ak
je kladný, uhol je ostrý. Použijeme tento fakt a kośınusovú vetu:

γ je tupý ⇐⇒ cos γ < 0 ⇐⇒ a2 + b2 − 2ab cos γ > a2 + b2 ⇐⇒ c2 > a2 + b2,

γ je ostrý ⇐⇒ cos γ > 0 ⇐⇒ a2 + b2 − 2ab cos γ < a2 + b2 ⇐⇒ c2 < a2 + b2,

γ je pravý ⇐⇒ cos γ = 0 ⇐⇒ a2 + b2 − 2ab cos γ = a2 + b2 ⇐⇒ c2 = a2 + b2.

Teraz zapoj́ıme vzt’ah pre d́lžku t’ažnice, ktorý si dopredu uprav́ıme do tvaru 4t2c + c2 = 2(a2 + b2):

c2 > a2 + b2 ⇐⇒ c2 >
4t2c + c2

2
⇐⇒ c2 > 4t2c ⇐⇒ tc <

c

2

c2 < a2 + b2 ⇐⇒ c2 <
4t2c + c2

2
⇐⇒ c2 < 4t2c ⇐⇒ tc >

c

2

c2 = a2 + b2 ⇐⇒ c2 =
4t2c + c2

2
⇐⇒ c2 = 4t2c ⇐⇒ tc =

c

2
Q.E.D.

Poznámka. Táto veta sa väčšinou použ́ıva, ked’ je treba z d́lžok strán trojuholńıka zistit’, či je tupouhlý
alebo ostrouhlý. Vtedy treba jednoducho vziat’ druhú mocninu d́lžky najväčšej strany a porovnat’ ju so
súčtom druhých mocńın d́lžok ostatných dvoch jeho strán. Napriek tomu sa vo viacerých úlohách použ́ıva
aj druhá čast’ tejto vety.

5 Výška trojuholńıka

Defińıcia. Výškou trojuholńıka nazývame úsečku, ktorá spája vrchol trojuholńıka a priamku, ktorá ob-
sahuje protil’ahlú stranu trojuholńıka, ktorá je kolmá na túto priamku.

Priesečńık výšok. Priamky, ktoré obsahujú výšky trojuholńıka, sa pret́ınajú v jednom bode. Tento bod
sa nazýva ortocentrum trojuholńıka.

Všimnime si, že v ostrouhlom trojuholńıku končia všetky výšky na stranách trojuholńıka a ležia
vo vnútri trojuholńıka, preto je jeho ortocentrum priesečńıkom výšok. V tupouhlom trojuholńıku výšky
vedené z vrcholov dvoch jeho ostrých uhlov končia na pred́lženiach strán a ležia mimo trojuholńıka. Preto
je jeho ortocentrom bod, v ktorom sa pret́ınajú priamky obsahujúce výšky.

Na výpočet výšky trojuholńıka sa použije bud’ vzt’ah pre obsah trojuholńıka, alebo vzt’ahy medzi
d́lžkami strán a vel’kost’ami uhlov v niektorých pravouhlých trojuholńıkoch, stranami ktorých výšky sú.
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Ukážky riešených úloh

Úloha 1. V trojuholńıku ABC je stupňová miera uhla C rovná 60◦, vel’kost’ osi uhla vedenej z vrchola C
rovná 5

√
3, |AC| : |BC| = 5 : 2. Zistite tangens vel’kosti uhla A a d́lžku strany BC.

A

B

C

L

5
√
3

30◦
30◦

Riešenie. Podl’a zadania |AC| : |BC| = 5 : 2, preto ak si
označ́ıme d́lžku úsečky BC ako 2x, tak je d́lžka úsečky AC
rovná 5x. Priesečńık osi uhla C a strany AB označ́ıme L
a použijeme prvý vzt’ah pre d́lžku osi uhla trojuholńıka:

|CL| =
2 · |AC| · |BC| · cos

(
1
2 Ĉ
)

|AC|+ |BC|
=⇒

=⇒ 5
√
3 =

2 · 5x · 2x ·
√
3
2

5x+ 2x
=⇒ x =

7

2
.

To znamená, že |BC| = 7. Ked’ si teraz vel’kost’ uhla A označ́ıme α, sak z vety o súčte uhlových mier
trojuholńıka B̂ = 180◦ − Â− Ĉ = 120◦ − α. Použijeme śınusovú vetu pre trojuholńık ABC:

|AC|
sin B̂

=
|BC|
sin Â

=⇒ 5 sinα =
√
3 cosα+ sinα =⇒ tgα =

√
3

4
.

Odpoved’. tg Â =

√
3

4
, |BC| = 7.

Úloha 2. V trojuholńıku ABC je d́lžka strany AB rovná 21, d́lžka osi uhla trojuholńıka BD rovná 8
√
7

a d́lžka úsečky DC rovná 8. Zistite obvod trojuholńıka ABC.

Riešenie. Aby sme mohli na otázku odpovedat’, muśıme zistit’ d́lžky úsečiek AD a BC. Označme ich
postupne ako x a y. Následne s použit́ım základnej vlastnosti osi uhla trojuholńıka a druhého vzt’ahu pre
výpočet d́lžky osi uhla dostaneme dve rovnice o zadaných neznámych:

|AB|
|BC|

=
|AD|
|DC|

=⇒ 21

y
=
x

8
;

|BD|2 = |AB| · |BC| − |AD| · |DC| =⇒ 448 = 21y − 8x.

A

B C

D21

8
√
7

8

Teraz sústavu, ktorú sme dostali, vyriešime, pričom využijeme, že x a y sú kladné:{
xy = 168,

21y = 8x+ 448
=⇒

{
x(8x+ 448) = 168 · 21,

21y = 8x+ 448
=⇒

{
x = 7,

y = 24.

Na záver, obvod trojuholńıka ABC je rovný súčtu d́lžok úsečiek AB, AD, DC a BC čiže 60.

Odpoved’. 60.

Úloha 3. V rovnoramennom trojuholńıku ABC so základňou AC deĺı bod D stranu BC v pomere 2 : 1
v porad́ı od vrchola B a bod E je stred strany AB. Vieme, že vel’kost’ t’ažnice CQ trojuholńıka CED je

rovná
√
23
2 a |DE| =

√
23
2 . Zistite vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC.
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A

B

C

D

E
Q

2x

4x

3x

3x

2α

π/2−α

Riešenie. V tejto úlohe je nutné je nutné hned’ v úvode zaviest’

nejaké neznáme, pretože z podmienok v zadańı sa nič rovno
vypoč́ıtat’ nedá. Položme si |AB| = |BC| = 6x, ÂBC = 2α.
Potom 0 < α < π/2,

|CD| = 2x, |DB| = 4x, |AE| = |EB| = 3x,

ĈAB = π/2− α, |AC| = 12x sinα.

Aby sme zostavili dve rovnice s týmito neznámymi, budeme
postupovat’ nasledovne. Najprv uvažujme trojuholńık DBE
a použime naň neho kośınusovú vetu:

|DE|2 = |DB|2 + |EB|2 − 2 · |DB| · |EB| · cos B̂ =⇒

=⇒ 23

4
= 16x2 + 9x2 − 24x2 cos 2α =⇒

=⇒ 100x2 − 96x2 cos 2α = 23 =⇒ 4x2 + 192x2 sin2 α = 23

Potom použijeme vzt’ah pre d́lžku t’ažnice v trojuholńıku CDE uplatńıme kośınusovú vetu v trojuholńıku
ACE: |CQ|2 = 2|CE|2 + 2|CD|2 − |DE|2

4
;

|CE|2 = |AC|2 + |AE|2 − 2 · |AC| · |AE| · cos Â
=⇒

=⇒ 5x2 + 240x2 sin2 α = 144x2 sin2 α+ 26x2 =⇒ 96x2 sin2 α = 21x2 =⇒

=⇒ sin2 α =
7

32
=⇒


cos2 α =

25

32
;

4x2 + 192x2 · 7

32
= 23

=⇒


cosα =

5

4
√
2
;

x =
1√
2

Na záver použijeme śınusovú vetu pre trojuholńık ABC:

2R△ABC =
|BC|

sin ĈAB
=⇒ R△ABC =

3x

sin(π/2− α)
=

3x

cosα
=

3√
2
5

4
√
2

=
12

5
.

Odpoved’.
12

5
.

Úloha 4. Z bodu M , ktorý sa nachádza vo vnútri ostrouhlého trojuholńıka ABC vedieme kolmice na
jeho strany. Dĺžky strán a na ne zostrojených kolmı́c sú rovné a a k, b a m, c a n. Zistite pomer obsahu
trojuholńıka ABC k obsahu trojuholńıka, ktorého vrcholmi sú päty týchto kolmı́c.

A B

C

P

Q R
M

a
b

c

km

n

Riešenie. Označme päty kolmı́c spustených z bodu M na
strany trojuholńıka ABC ako P , Q a R, bez ujmy na
všeobecnosti predpokladajme, že |AB| = c, |MP | = n;
|AC| = b, |MQ| = m; |BC| = a, |MR| = k.

Naznač́ıme spôsob riešenia. Ohl’adom obsahu trojuholńıka
ABC je všetko jasné. Môžeme ho zistit’ napŕıklad Herónovym
vzorcom. V trojuholńıku PQR ale nepoznáme ani d́lžky
strán, ani vel’kosti uhlov. Preto sa na jeho obsah pozrieme
ako na súčet obsahov trojuholńıkov MPQ, MPR a MQR
a potom zist́ıme vzt’ah medzi vel’kost’ami uhlov PMQ, PMR
a QMR a vel’kost’ami uhlov trojuholńıka ABC.

S△MPQ =
1

2
· |MP | · |MQ| · sin P̂MQ =

1

2
mn sin P̂MQ;
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S△MPR =
1

2
· |MP | · |MR| · sin P̂MR =

1

2
nk sin P̂MR;

S△MQR =
1

2
· |MQ| · |MR| · sin Q̂MR =

1

2
km sin Q̂MR =⇒

=⇒ S△PQR =
1

2

(
mn sin P̂MQ+ nk sin P̂MR+ km sin Q̂MR

)
. (∗)

Teraz si všimneme, že ked’že súčet uhlov v štvoruholńıku je rovný 2π a v každom zo štvoruholńıkov
PMQA, PMRB a QMRC sú dva pravé uhly, dostaneme

P̂MQ = π − Â, P̂MR = π − B̂, Q̂MR = π − Ĉ =⇒

=⇒ sin P̂MQ = sin Â, =⇒ sin P̂MR = sin B̂, =⇒ sin Q̂MR = sin Ĉ.

N a začiatku od nás nechceli, aby sme našli samotné obsahy trojuholńıkov ABC a PQR, ale ich pomer.
Preto budeme postupovat’ tak, že vyjadŕıme vel’kosti śınusov vel’kost́ı uhlov A, B a C pomocou obsahu
trojuholńıka ABC.

sin Â =
2S△ABC

|AB| · |AC|
; sin B̂ =

2S△ABC

|AB| · |BC|
; sin Ĉ =

2S△ABC

|AC| · |BC|
=⇒

=⇒ sin Â =
2S△ABC

bc
; sin B̂ =

2S△ABC

ac
; sin Ĉ =

2S△ABC

ab
.

Ked’ dosad́ıme źıskané vzt’ahy do (∗), dostaneme

S△PQR =
1

2

(
mn ·

2S△ABC

bc
+ nk ·

2S△ABC

ac
+ km ·

2S△ABC

ab

)
=⇒

=⇒ S△PQR = S△ABC

(
mn

bc
+
kn

ac
+
mk

ab

)
=⇒

S△ABC

S△PQR
=

1
mn
bc + kn

ac + mk
ab

=
abc

amn+ bkn+ cmk
.

Odpoved’.
abc

amn+ bkn+ cmk
.

Úlohy

1. V ostrouhlom trojuholńıku s obsahom S poznáte vel’kosti α a β uhlov A a B. Zistite vel’kost’ výšky
na stranu pril’ahlú k uhlom A a B.

2. V trojuholńıku KMN v ktorom sin K̂NM =
√
3/2, cos K̂MN = 1/3 sú zostrojené výšky NP

a MQ. Zistite hodnotu pomeru |NP | : |MQ|.

3. Dĺžky strán AB, BC a AC trojuholńıka ABC tvoria v uvedenom porad́ı geometrickú postupnost’.
Zistite kvocient tejto postupnosti, ak viete, že pomer vel’kosti výšky trojuholńıka ABC vedenej
z vrchola A k vel’kosti polomeru kružnice vṕısanej do tohto trojuholńıka je 3.

4. V rovnoramennom trojuholńıku ABC |AB| = |BC|, AD je os uhla trojuholńıka, |BD| = b, |DC| =
c. Zistite vel’kost’ osi uhla trojuholńıka AD.

5. Viete, že vel’kosti výšok trojuholńıka sú h1, h2 a h3. Zistite jeho obsah.

6. Bod M lež́ı vo vnútri rovnoramenného trojuholńıka ABC so základňou AC vo vzdialenosti 6 od
jeho ramien a vo vzdialenosti

√
3 od jeho základne. Zistite vel’kost’ tejto základne, ak B̂ = 2π/3.
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7. V trojuholńıku BCE vieme, že |CE| : |BC| = 3 a vel’kost’ uhla BCE je rovná π/3. Úsečka CK
je os uhla trojuholńıka. Zistite |KE|, ak je vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku BCE
rovná 8

√
3.

8. V trojuholńıku ABC je uhlová miera uhla B rovná 30◦, |AB| = 4, |BC| = 6. Os uhla B pret́ına
stranu AC v bode D. Zistite obsah trojuholńıka ABD.

9. V trojuholńıku ABC je zostrojená os uhla trojuholńıka CD, pričom pomer vel’kost́ı uhlov ADC
a CDB je 7 : 5. Zistite vel’kost’ úsečky AD, ak viete, že |BC| = 1, B̂AC = π/6.

10. V trojuholńıku ABC sa osi uhlov trojuholńıka BD a CE pret́ınajú v bode O, |AB| = 14, |BC| = 6,
|AC| = 10. Zistite vel’kost’ úsečky OD.

11. V tupouhlom trojuholńıku ABC je na strane AB d́lžky 14 zvolený bod L tak, že má rovnakú
vzdialenost’ od strán AC a BC a na úsečke AL bod K, ktorý má rovnakú vzdialenost’ od A a od
B. Zistite śınus vel’kosti uhla ACB, ak |KL| = 1, ĈAB = π/4.

12. Vel’kosti uhlov A, B a C trojuholńıka ABC tvoria aritmetickú postupnost’ s diferenciou π/7. Osi
uhlov tohto trojuholńıka sa pret́ınajú v bode D. Body A′, B′ a C ′ sa postupne nachádzajú na
pred́lženiach úsečiek DA, DB a DC za body A, B a C v rovnakej vzdialenosti od bodu D. Dokážte,
že vel’kosti uhlov A′, B′ a C ′ trojuholńıka A′B′C ′ tiež tvoria aritmetickú postupnost’. Aká je jej
diferencia?

13. V trojuholńıku ABC pret́ına os uhla ABC stranu AC v bode K. Viete, že |BC| = 2, |KC| = 1,

|BK| = 3
√
2

2 . Zistite obsah trojuholńıka ABC.

14. Trojuholńık ABC je vṕısaný do kružnice, ktorej vel’kost’ polomeru je
√
3 − 1.Uhlová miera uhla

BAC je rovná 60◦ a vel’kost’ polomeru kružnice dotýkajucej sa strany BC a pred́lžeńı strán AB
a AC je rovná 1. Zistite stupňové miery uhlov ABC a ACB.

15. Vel’kost’ jedného z uhlov trojuholńıka je rovná 2π/3, vel’kost’ protil’ahlej strany je rovná 6 a d́lžka
jednej z úsečiek, na ktoré je rozdelená osou uhla, ktorá k nej vedie, je 2. Zistite vel’kosti ostatných
dvoch uhlov trojuholńıka.

16. Spomedzi všetkých trojuholńıkov KLM , ktoré majú vel’kost’ polomeru im oṕısanej kružnice rovnú
10, vel’kost’ strany KL rovnú 16 a vel’kost’ výšky MH rovnú 3,9 vyberieme ten, v ktorom je vel’kost’

t’ažnice MN najmenšia. Zistite vel’kost’ jeho uhla KML.

17. V trojuholńıku ABC je zostrojená t’ažnica AD, |AD| = m, |AB| = c, |AC| = b. Zistite B̂AC.

18. Zistite vel’kost’ uhla A trojuholńıka ABC, ak viete, že |AB| = 2, |AC| = 4 a d́lžka t’ažnice AM je
rovná

√
7.

19. V trojuholńıku ABC je zostrojená t’ažnica AM . Zistite obsah trojuholńıka ABC, ak |AB| = |BC| =
2|AC|, |AM | = 4.

20. Zistite vel’kosti uhlov, ktoré zviera t’ažnica BB1 trojuholńıka ABC so stranami AB a BC, ak
|AB| = 6, |BC| = 8, |BB1| = 5.

21. V trojuholńıku ABC je daná priamka, ktorá pret́ına strany AB a BC postupne v bodoch P a Q.
Vieme, že |AB| = 3, |AC| =

√
5, d́lžka t’ažnice z vrchola A na stranu BC je rovná

√
6 a d́lžky

úsečiek AP , PQ a QC sa navzájom rovnajú. Zistite vel’kost’ úsečky PQ.

22. V trojuholńıku ABC je daná os uhla trojuholńıka BK a t’ažnica BM . Zistite vel’kost’ úsečky KM ,
ak ÂBM = π/4, ĈBM = π/6, |AK| = 6.
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23. V trojuholńıku ABC je daná os uhla trojuholńıka BD a t’ažnica AE. Vieme, že |AB| = 8, |BC| =
|BD| = 6. Zistite vel’kost’ t’ažnice AE.

24. V trojuholńıku ABC je daná os uhla trojuholńıka AL a t’ažnica AM . Vieme, že |AL| = 6, |AM | = 8,
|AC| = 2 · |AB|. Zistite vel’kost’ strany BC.

25. V trojuholńıku KMN je daná výška NA, os uhla trojuholńıka NB a t’ažnica NC, ktoré delia uhol
KNM na štyri rovnaké časti. Zistite vel’kosti výšky NA, osi uhla trojuholńıka NB a t’ažnice NC,
ak je vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku KMN rovná R.

26. V trojuholńıku ABC sú dané výšky CH a AK. Zistite vel’kost’ strany AC, ak |AB| = c, |CH| = h,
|AK| = k.

27. V trojuholńıku ABC je daná výška BH, pričom sa ukázalo, že d́lžky úsečiek CH a AH sú v pomere
10 : 3. Zistite obsah trojuholńıka ABC, ak viete, že |BH| = h, ÂBC = π/6.

28. V trojuholńıku ABC je daná os uhla trojuholńıka BL, ktorá má d́lžku l. Zistite vel’kosti strán
trojuholńıka ABC, ak viete, že vzdialenosti bodov A a C od priamky BL sú postupne p a q.

29. Vypoč́ıtajte vel’kost’ uhla A trojuholńıka ABC, ak je vel’kost’ uhla B rovná π/5 a vieme, že os uhla
pri vrchole C deĺı na polovicu uhol medzi t’ažnicou a výškou, ktoré vychádzajú z tohto vrchola.

30. Na pred́lžeńı strany BC trojuholńıka ABC za bod B tak, že osi uhlov AEC a ABC sa pret́ınajú
v bode K, ktorý lež́ı na strane AC. Dĺžka úsečky BE je rovná 1, d́lžka úsečky BC je rovná 2,
uhlová miera uhla EKB je rovná 30◦. Zistite d́lžku stany AB.

31. V trojuholńıku ABC vieme, že |AC| = |BC| = 12, |AB| = 6, AD je os uhla trojuholńıka. Zistite
vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku ADC a porovnajte túto d́lžku s č́ıslom 13/2.

32. V trojuholńıku ABC sú na stranách AB a BC postupne vyznačené body M a N , pričom |BM | =
|BN |. Cez bod M zostroj́ıme priamku kolmú na BC a cez bod N priamku kolmú na AB. Tieto
priamky sa pret́ınajú v bode O. Pred́lženie úsečky BO pret́ına stranu AC v bode P , |AP | = 5,
|PC| = 4. Zistite vel’kost’ úsečky BP , ak viete, že |BC| = 6.

33. Trojuholńıku MKH je oṕısaná kružnica so stredom v bode O, vel’kost’ jej polomeru je rovná r.
Vel’kost’ strany HM je rovná a. Vieme, že plat́ı rovnost’ |HK|2 − |HM |2 = |HM |2 − |MK|2. Zistite
obsah trojuholńıka OLK kde L je priesečńık t’ažńıc trojuholńıka MHK.

34. V trojuholńıku KLM sú dané osi uhlov trojuholńıka KA a MB, ktoré sa pret́ınajú v bode O.
Uhlopriečky štvoruholńıka AOBL sa pret́ınajú v bode C. Zistite pomery |BC| : |CA| a |LC| : |CO|
ak viete, že |KL| = m, |KM | = l, |LM | = k.

35. Úsečky AM a BP sú t’ažnicami trojuholńıka ABC. Vieme, že uhol APB je rovný uhlu BMA,
|BP | = 1, kośınus vel’kosti uhla ACB je rovný 4/5. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

36. Vo vnútri pravouhlého trojuholńıkaABC s pravým uhlom C je daný bodO tak, že |OA| = |OB| = b.
CD je výška trojuholńıka ABC, bod E je stred úsečky OC, |DE| = a. Zistite |CE|.

1.4 Podobnost’ trojuholńıkov

Teória

V tejto časti sa budeme venovat’ úlohám, pri riešeńı ktorých hrajú kl’́učovú rolu podobné trojuholńıky.
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Defińıcia. Dva trojuholńıky nazývame podobnými, ak majú po dvojiciach zhodné všetky uhly a dĺ̌zky
zodpovedajúcich strán majú rovnaký pomer. Teda

△ABC ∼ △A1B1C1, ak ∠A = ∠A1, ∠B = ∠B1, ∠C = ∠C1,

|AB|
|A1B1|

=
|BC|
|B1C1|

=
|AC|
|A1C1|

.

A

B

C A1

B1

C1

Č́ıselná hodnota pomeru d́lžok zodpovedajúcich strán sa nazýva koeficient podobnosti trojuholńıkov.
Znamená to toto: ak je dané, že △ABC ∼ △A1B1C1, tak k = |AB| : |A1B1|.

Poznámka. V podobných trojuholńıkoch nemajú rovnaký pomer iba strany, ale aj všetky ostatné lineárne
útvary (napŕıklad vel’kosti polomerov oṕısaných kružńıc alebo vel’kosti ośı uhlov trojuholńıka zostrojených
k zodpovedajúcim si stranám). Pomer obsahov podobných trojuholńıkov je rovný druhej mocnine koefi-
cientu ich podobnosti.

Sformulujeme tri kritériá pre podobnost’ trojuholńıkov:

1. Ak sú dva uhly jedného trojuholńıka rovné dvom uhlom druhého trojuholńıka, tak sú trojuholńıky
podobné.

2. Ak je niektorý uhol jedného trojuholńıka rovnaký ako niektorý uhol druhého trojuholńıka a dĺ̌zky
strán trojuholńıkov, ktoré priliehajú k týmto uhlom, majú rovnaký pomer, tak sú trojuholńıky po-
dobné.

3. Ak sú dĺ̌zky troch strán jedného trojuholńıka v rovnakom pomere k dĺ̌zkam troch strán druhého
trojuholńıka, tak sú trojuholńıky podobné.

Poznámka. Podobné trojuholńıky je nutné zapisovat’ správne, teda poradie zodpovedajúcich si vrcholov
trojuholńıkov pri zápise ich podobnosti je treba dodržat’. Ak je napŕıklad o trojuholńıkoch ABC aMKN
známe, že Â = K̂ a Ĉ = M̂ , tak správny zápis ich podobnosti bude △ACB ∼ △KMN . Potom budeme
pri pohl’ade na tento zápis vediet’ jednoducho zaṕısat’ pomery

|AC|
|KM |

=
|AB|
|KN |

=
|CB|
|MN |

.

Tálesova veta. Ak pri pretnut́ı strán uhla rovnobežnými priamkami vzniknú na jednej strane uhla
navzájom zhodné úsečky, tak vzniknú navzájom zhodné úsečky aj na druhej strane uhla (obrázok vl’avo).

Zovšeobecnená Tálesova veta. Pri pretnut́ı strán uhla rovnobežnými priamkami na stranách uhla
vzniknú úsečky, ktorých d́lžku sú v rovnakom pomere (obrázok vpravo):

|AO|
|A1O|

=
|AB|
|A1B1|

=
|BC|
|B1C1|

.
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A

B

C

A1 B1 C1O

A

B

C

A1 B1 C1O

Teraz zvážime niekol’ko klasických situácíı, v ktorých vznikajú podobné trojuholńıky.

Tvrdenie 1. Nech sú na stranách AB a BC trojuholńıka ABC zvolené body M a N (M ∈ AB,
N ∈ AC) tak, že MN ∥ AC. Potom sú trojuholńıky ABC a MBN podobné.

A

B

C

M N

Dôkaz. Uhly BAC a BMN sú dvojicou súhlasných uhlov pri rovnobežných priamkach AC a MN .
Preto ∠BAC = ∠BMN . Analogicky ukážeme, že ∠BCA = ∠BNM . To znamená, že trojuholńıky ABC
a MBN sú podobné podl’a prvého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov.

Tvrdenie 2. Nech sa úsečky AC a BD pret́ınajú v bode O, pričom AB ∥ CD. Potom sú trojuholńıky
AOB a COD podobné.

A

B

C

D

O

Dôkaz. Uhly OAB a OCD sú striedavé uhly pri rovnobežných priamkach AB a CD, ktoré sú pret’até
AC. Preto ∠OAB = ∠OCD. Okrem toho sú uhly AOB a COD vrcholové, čo znamená ∠AOB = ∠COD.
Preto sú trojuholńıky AOB a COD podobné podl’a prvého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov.

Tvrdenie 3. Majme trojuholńık ABC, v ktorom sú zostrojené výšky BB1 a CC1. Potom sú troju-
holńıky AB1C1 a ABC podobné s koeficientom podobnosti | cos B̂AC| a tiež sú podobné aj trojuholńıky
ABB1 a ACC1.
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A B

C

B1

C1

A

B C

B1

C1

Dôkaz. Pri dôkaze tohto tvrdenia je potrebné rozobrat’ dva rôzne pŕıpady. Ak je uhol A ostrý, body
B1 a C1 ležia bud’ na stranách AC a AB, alebo na ich pred́lženiach za body C a B. Nezávisle od toho
z pravouhlých trojuholńıkov ABB1 a ACC1 dostávame, že

|AB1|
|AB|

= cos B̂AC,
|AC1|
|AC|

= cos B̂AC.

Ked’ využijeme tento fakt a to, že uhol A je spoločný uhol trojuholńıkov AB1C1 a ABC, dostaneme, že
△AB1C1 ∼ △ABC podl’a druhého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov, pričom koeficient ich podobnosti
je rovný pomeru d́lžok ich zodpovedajúcich strán, čiže kośınusu uhla BAC. Podobnost’ trojuholńıkov
ABB1 a ACC1 vyplýva z toho, že uhly AB1B a AC1C sú pravé a uhol A je ich spoločný uhol. Takže sú
podobné podl’a prvého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov.

Ak je uhol A tupý, tak body B1 a C1 ležia na pred́lženiach strán AC a AB za bod A. Vtedy
z pravouhlých trojuholńıkov ABB1 a ACC1 dostaneme

|AC1|
|AC|

= cos ĈAC1 = − cos B̂AC,
|AB1|
|AB|

= cos B̂AB1 = − cos B̂AC

Rovnako, ako v predošlom pŕıpade, ked’že sú uhly B1AC1 a BAC vrcholové a teda zhodné, dostávame, že
△AB1C1 ∼ △ABC podl’a druhého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov, pričom koeficient ich podobnosti
je rovný − cos B̂AC. Preto sú v oboch pŕıpadoch trojuholńıky AB1C1 a ABC podobné s koeficientom
podobnosti | cos B̂AC|.

Podobnost’ trojuholńıkov ABB1 a ACC1 vyplýva z toho, že uhly AB1B a AC1C sú pravé a uhly
B1AB a C1AC sú vrcholové.

Tvrdenie 4. Majme kružnicu, ktorá prechádza cez vrcholy B a C trojuholńıka ABC a pret́ına jeho
strany AB a AC postupne v bodoch C1 a B1. Potom sú trojuholńıky AB1C1 a ABC podobné.

A

B

C

B1

C1

Dôkaz. Na dôkaz tohto tvrdenia použijeme fakt, že súčet protil’ahlých uhlov tetivového štvoruholńıka je
rovný π. Ked’ ho aplikujeme na štvoruholńık BC1B1C, dostaneme, že

Ĉ1BC = π − ĈB1C1; B̂1CB = π − B̂C1B1.
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Okrem toho z vlastnost́ı susedných uhlov

ÂB1C1 = π − ĈB1C1; ÂC1B1 = π − B̂C1B1.

Z týchto dvoch dvoj́ıc vzt’ahov vyplýva, že

Ĉ1BC = ÂB1C1, B̂1CB = ÂC1B1.

Preto sú trojuholńıky AB1C1 a ABC podobné podl’a prvého kritéria pre podobnost’ trojuholńıkov.

Poznámka. Tvrdenie 3 je špeciálnym pŕıpadom tvrdenia 4. Skutočne, ak BC je priemer kružnice a uhol
A je ostrý, tak body B1 a C1 ležia postupne na stranách AC a AB a uhly BC1C a CB1B sú uhly nad
priemerom, takže sú pravé. Preto sú úsečky BB1 a CC1 výškami trojuholńıka ABC. Ale na rozdiel od
tvrdenia 3 nám tvrdenie 4 nehovoŕı nič o koeficiente podobnosti trojuholńıkov AB1C1 a ABC.

Tvrdenie 5. Nech je CH výška pravouhlého trojuholńıka ABC vedená z jeho pravého uhla C. Potom
sú trojuholńıky ACH, CBH a ABC po dvojiciach podobné.

A B

C

H

α

Dôkaz. Ak označ́ıme vel’kost’ uhla BAC ako α, tak z pravouhlých trojuholńıkov ACH, ABC a CBH
vyplýva, že

ÂCH =
π

2
− α; ÂBC =

π

2
− α; B̂CH =

π

2
−
(π
2
− α

)
= α.

Preto je l’ubovol’ná dvojica trojuholńıkov z formulácie tvrdenia podobná podl’a prvého kritéria pre po-
dobnost’ trojuholńıkov.

Pripomeňme ešte dve dôležité vety, ktoré sa často využ́ıvajú pri riešeńı úloh. Dokazujú sa pomocou
podobnosti trojuholńıkov.

Menelaova veta. Majme priamku, ktorá pret́ına l’ubovol’ný trojuholńık ABC, pričom B1 je jej
priesečńık so stranou AC, A1 jej priesečńık s priamkou BC a C1 jej priesečńık s predĺ̌zeńım strany
AB. Potom

|AC1|
|C1B|

· |BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

= 1.

A B

C

K
A1

B1

C1 A B

C

K

A1

B1

C1
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Dôkaz. Môžu nastat’ dve rôzne situácie: Bud’ lež́ı bod C1 na pred́lžeńı strany AB za vrcholom B (obrázok
vl’avo), alebo lež́ı na pred́lžeńı strany AB za vrchol A (obrázok vpravo).Rozoberme prvý z týchto pŕıpadov.
Zostroj́ıme úsečku BK (K lež́ı na priamke A1C1) rovnobežnú so stranou AC. Potom podl’a tvrdenia 1

△BKC1 ∼ △AB1C1 =⇒ |AB1|
|BK|

=
|AC1|
|BC1|

⇐⇒ |BK| = |AB1| · |BC1|
|AC1|

,

a podl’a tvrdenia 2

△A1BK ∼ △A1CB1 =⇒ |BA1|
|CA1|

=
|BK|
|CB1|

⇐⇒ |BK| = |BA1| · |CB1|
|CA1|

.

Z dvoch źıskaných vzt’ahov vyplýva, že

|AB1| · |BC1|
|AC1|

=
|BA1| · |CB1|

|CA1|
=⇒ |AC1|

|C1B|
· |BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

= 1.

Druhý pŕıpad sa zváži úplne analogicky.
Cevova veta. Nech v trojuholńıku ABC ležia body A1, B1 a C1 postupne na stranách BC, AC a AB,

pričom sa úsečky AA1, BB1 a CC1 pret́ınajú v jednom bode. Potom

|AC1|
|C1B|

· |BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

= 1.

A

B

C

O

A1

B1

C1

Dôkaz. Označ́ıme priesečńık úsečiek AA1, BB1 a CC1 ṕısmenom O a použijeme Menelaovu vetu na
trojuholńıky ABB1 a CBB1:

|B1O|
|OB|

· |BC1|
|C1A|

· |AC|
|CB1|

= 1 ⇐⇒ |C1A| · |CB1|
|BC1|

=
|B1O| · |AC|

|OB|
;

|B1O|
|OB|

· |BA1|
|A1C|

· |CA|
|AB1|

= 1 ⇐⇒ |AB1| · |A1C|
|BA1|

=
|B1O| · |AC|

|OB|
.

Porovnáme l’avé časti źıskaných rovnost́ı:

|C1A| · |CB1|
|BC1|

=
|AB1| · |A1C|

|BA1|
⇐⇒ |AC1|

|C1B|
· |BA1|
|A1C|

· |CB1|
|B1A|

= 1.

Cevova (č́ıta sa
”
Čevova“) veta je dokázaná.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Do pravouhlého trojuholńıka ABC, ktorého d́lžky odvesien AB a AC sú rovné 3 a 4 je vṕısaný
pravouholńık EKMP tak, že strana EK lež́ı na prepone BC a vrcholy M a P postupne na odvesnách
AC a AB. Zistite d́lžky strán pravouholńıka EKMP , ak je jeho obsah rovný 5/3 a jeho obvod menš́ı,
než 9.
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A

BC K

M P

E

Riešenie. Označ́ıme d́lžku strán EP a MK v pravouholńıku EKMP ako x. Trojuholńıky MKC a BAC
sú podobné podl’a prvého kritéria podobnosti, pretože uhly MKC a BAC sú pravé a uhol C je ich
spoločným uhlom. To znamená, že

|MK|
|AB|

=
|KC|
|AC|

=⇒ |KC| = |MK| · |AC|
|AB|

=
3x

4
.

Analogicky dostaneme, že △PEB ∼ △CAB, z čoho dostaneme

|BE|
|AB|

=
|EP |
|AC|

=⇒ |BE| = |EP | · |AB|
|AC|

=
4x

3
.

Ďalej si všimneme, že podl’a Pytagorovej vety je |BC| = 5. Ked’že body E a K ležia na strane BC,
dostaneme

|EK| = |BC| − |BE| − |KC| = 5− 3x

4
− 4X

3
=

60− 25x

12
= |MP |.

Teraz môžeme využit’ podmienky úlohy pre obsah a obvod pravouholńıka EKMP .{
SEKMP = |EK| · |EP |;
PEKMP = |EK|+ |EP |+ |MP |+ |MK|

=⇒

=⇒


5

3
= x · 60− 25x

12
;

2x+
60− 25x

6
< 9

=⇒

{
5x2 − 12x+ 4 = 0;

60− 13x < 54
=⇒ x = 2.

Preto |EP | = |MK| = 2, |EK| = |MP | = 60− 25 · 2
12

=
5

6
.

Odpoved’. |EP | = |MK| = 2, |EK| = |MP | = 5

6
.

Úloha 2. V trojuholńıku ABC sú na stranách AB a AC postupne dané body K a M . Zistite pomer,
v ktorom priesečńık priamok KC a BM deĺı úsečku BM , ak |AK| : |KB| = 2 : 3 a |AM | : |MC| = 4 : 5.

A

B C

K M

O

M ′

Riešenie. V tomto type úloh, teda pri úlohách, kde sú dané
nejaké pomery d́lžok úsečiek, sa tradične zavedie pre každý
pomer jedna neznáma. Označme priesečńık priamok KC
a BM ṕısmenom O a polož́ıme |AK| = 2x, |KB| = 3x,
|AM | = 4y, |MC| = 5y, potom |AB| = 5x, |AC| = 9y.

Prvý spôsob riešenia je nasledujúci: Naṕı̌seme Menelaovu
vetu pre trojuholńık ABM a sečnicu KO.

|AK|
|KB|

· |BO|
|OM |

· |MC|
|CA|

= 1 =⇒ |BO|
|OM |

=
9y

5y
· 3x
2x

=
27

10
.
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Nevýhodou tohto spôsobu riešenia je, že Menelaova veta sa
nenachádza v školských osnovách a pri jej použit́ı pri riešeńı
úloh na skúškach ju treba dokázat’.1

Je ale možné predložit’ iný spôsob riešenia, ktorý využ́ıva ideu, pomocou ktorej sa Menelaova veta
dokazovala. Ked’ hl’adáme č́ıselnú hodnotu pomeru |BO| : |OM |, zostroj́ıme z bodu M úsečku MM ′

rovnobežnú s KC (M ′ ∈ AB). Vtedy je podl’a tvrdenia 1 trojuholńık AM ′M podobný trojuholńıku
AKC a trojuholńık BKO je podobný trojuholńıku BM ′M . Z týchto podobnost́ı dostávame:

|AM ′|
|AK|

=
|AM |
|AC|

=⇒ |AM ′|
2x

=
4y

9y
=⇒ |AM ′| = 8x

9
;

|BM |
|BO|

=
|BM ′|
|BK|

=
|AB| − |AM ′|

|BK|
=

5x− 8x
9

3x
=

37

27
.

Teraz źıskame potrebný vzt’ah celkom jednoducho:

|BM |
|BO|

=
37

27
=⇒ |BO|

|OM |
=

|BO|
|BM | − |BO|

=
1

|BM |
|BO| − 1

=
27

10
.

Odpoved’.
27

10
.

Úloha 3. Dĺžky úsečiek, ktoré spájajú päty výšok ostrouhlého trojuholńıka sú rovné 5, 12 a 13. Zistite
obsah trojuholńıka. A

B C

P

Q
SRiešenie. Označme vrcholy trojuholńıka ṕısmenami A, B

a C a zostrojme jeho výšky AP , BQ a CS. Bez ujmy na
všeobecnosti budeme predpokladat’, že |SP | = 13, |PQ| = 12,
|QS| = 5.

S použit́ım tvrdenia 3 źıskame tri dvojice podobných tro-
juholńıkov: △CPQ ∼ △CAB, △BSP ∼ △BCA a △AQS ∼
△ABC pričom koeficienty týchto podobnost́ı sú kvôli ostro-
uhlosti trojuholńıka ABC postupne rovné cos ÂCB, cos ÂBC
a cos ĈAB. Takže ak sa nám podaŕı zistit’ vel’kosti týchto uhlov, úloha bude v podstate vyriešená, pretože

|PQ|
|AB|

= cos ÂCB,
|SP |
|AC|

= cos ÂBC,
|QS|
|BC|

= cos ĈAB,

takže dokážeme zistit’ d́lžky strán trojuholńıka ABC. Všimnime si, že okrem toho z tých podobnost́ı
dostaneme nasledovné vzt’ahy pre vel’kosti uhlov:

ĈPQ = ĈAB, ĈQP = ĈBA, B̂SP = B̂CA, B̂PS = B̂AC, ÂQS = ÂBC, ÂSQ = ÂCB.

Teraz jednoducho źıskame vzt’ah medzi vel’kost’ami uhlov trojuholńıka ABC a vel’kost’ami uhlov troju-
holńıka PQS:

Q̂PS = π − ĈPQ− B̂PS = π − 2B̂AC ⇐⇒ B̂AC =
π

2
− Q̂PS

2
;

P̂SQ = π − B̂SP − ÂSQ = π − 2ÂCB ⇐⇒ ÂCB =
π

2
− P̂SQ

2
;

ŜQP = π − ÂQS − ĈQP = π − 2ÂBC ⇐⇒ ÂBC =
π

2
− ŜQP

2
.

1Pozn. prekl.: Týka sa prij́ımaćıch skúšok v Rusku. Pri riešeńı matematickej olympiády pokojne Menelaovu vetu
použ́ıvajte, stač́ı sa na ňu odvolat’.
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Ostáva len zistit’ kośınusy, ktoré potrebujeme. Všimnime si, že trojuholńık PQS je pravouhlý (lebo
132 = 122 + 52). Preto

cos Q̂PS =
|PQ|
|SP |

=
12

13
, cos P̂SQ =

|QS|
|SP |

=
5

13
, ŜQP =

π

2
=⇒ ÂBC =

π

4
;

cos B̂AC = cos

(
π

2
− Q̂PS

2

)
= sin

Q̂PS

2
=

√
1− cos Q̂PS

2
=

1√
26

;

cos ÂCB = cos

(
π

2
− P̂SQ

2

)
= sin

P̂SQ

2
=

√
1− cos P̂SQ

2
=

2√
13
.

Takto sme našli všetky koeficienty podobnosti. Ostáva nám zistit’ d́lžky strán trojuholńıka ABC, ktoré
potrebujeme:

|AB| = |PQ|
cos ÂCB

= 6
√
13, |BC| = |QS|

cos B̂AC
= 5

√
26;

S△ABC =
1

2
· |AB| · |BC| · sin ÂBC =

1

2
· 6
√
13 · 5

√
26 · 1√

2
= 195.

Odpoved’. 195.

Úloha 4. V ostrouhlom trojuholńıku ABC je na výške AD daný bod M a na výške BP bod N tak,
že uhly BMC a ANC sú pravé. Vieme, že M̂CN = 30◦, |MN | = 4 + 2

√
3. Zistite d́lžku osi uhla CL

trojuholńıka MCN .

A

B

C

D
L

M

N

P

Riešenie. V zadańı tejto úlohy sú už zadané dva
prvky trojuholńıka MCN . To znamená, že ne-
jakým spôsobom potrebujeme z podmienok pre
polohu bodov N a M źıskat’ ešte nejaký vzt’ah
ohl’adom prvkov trojuholńıkaMCN . Všimneme si,
že podl’a tvrdenia 5 je trojuholńık NCP podobný
s trojuholńıkom ACN , trojuholńık CMD je po-
dobný s trojuholńıkom CBM a tieto podobnosti
využijeme:

|CN |
|AC|

=
|CP |
|CN |

=⇒ |CN |2 = |AC| · |CP |;

|CM |
|BC|

=
|CD|
|CM |

=⇒ |CM |2 = |BC| · |CD|.

Okrem toho z tvrdenia 3 vyplýva, že trojuholńıky ADC a BPC sú tiež podobné a preto

|CD|
|CP |

=
|AC|
|BC|

=⇒ |AC| · |CP | = |BC| · |CD|.

Preto plat́ı |CM |2 = |CN |2, čiže |CM | = |CN |. Takže trojuholńık MCN je rovnoramenný a CL je jeho
os uhla, t’ažnica aj výška. Ked’ to vezmeme do úvahy, dostaneme

|CL| = 1

2
· |MN | · cotg 15◦ = (2 +

√
3) · 1 + cos 30◦

sin 30◦
= 7 + 4

√
3.

Odpoved’. 7 + 4
√
3.
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Úlohy

1. V pravouhlom trojuholńıku ABC je z pravého uhla B vedená výška BD na preponu AC. Viete, že
|AB| = 13, |BD| = 12. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

2. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ výšky BD rovná 11,2 a vel’kost’ výšky AE rovná 12. Bod E lež́ı na
strane BC, pričom |BE| : |EC| = 5 : 9. Zistite d́lžku strany AC.

3. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ strany AB rovná 8, vel’kost’ uhla ACB rovná π/3. Priamka rov-
nobežná so stranou AB pret́ına stranu AC v bodeD a stranu BC v bode E. Vieme, že |BC| = |DC|,
|DE| = 3. Zistite |BC|.

4. Kružnica so stredom na prepone pravouhlého trojuholńıka sa dotýka jeho odvesien. Zistite vel’kost’

polomeru tejto kružnice, ak sú d́lžky odvesien trojuholńıka 3 a 4.

5. Kružnica so stredom na prepone AB pravouhlého trojuholńıka ABC sa dotýka jeho odvesien AC
a BC postupne v bodoch D a E. Zistite vel’kost’ uhla ABC, ak |AE| = 1, |BD| = 3.

6. V rovnobežńıku ABCD je vel’kost’ strany AB rovná 6 a vel’kost’ výšky na základňu AD rovná 3.
Os uhla BAD pret́ına stranu BC v bode M tak, že |MC| = 4; N je priesečńık úsečiek AM a BD.
Zistite obsah trojuholńıka BNM .

7. Do rovnoramenného trojuholńıka ABC so základňou AC je vṕısaná kružnica, ktorej vel’kost’ po-
lomeru je rovná 3. Priamka p sa dotýka tejto kružnice a je rovnobežná s priamkou AC, ale nie
je s ňou zhodná. Vzdialenost’ bodu B od priamky p je rovná 3. Zistite vzdialenost’ medzi bodmi,
v ktorých sa daná kružnica dotýka strán AB a BC.

8. V kosoštvorci ABCD sú zostrojené výšky BP a BQ. Ony pret́ınajú uhlopriečku AC postupne
v bodoch M a N (M je medzi A a N). Vieme, že |AM | = p, |MN | = q. Zistite |PQ|.

9. Na ramenách ostrého uhla s vrcholom O sú dané body A a B. Na polpriamke
#    „

OB je daný bod M
vo vzdialenosti 3 · |OA| od priamky OA a na polpriamke

#    „

OA bod N vo vzdialenosti 3 · |OB| od
priamky OB. Vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku AOB je rovná 3. Zistite |MN |.

10. V trojuholńıku ABC je uhol C tupý, bod D je priesečńık priamky DB kolmej na AB a priamky
DC kolmej na AC. Výška trojuholńıka ADC vedená z vrchola C pret́ına AB v bode M . Vieme, že
|AM | = a, |MB| = b. Zistite |AC|.

11. Na strane PQ trojuholńıka PQR je daný bod N a na strane PR bod L, pričom |NQ| = |LR|.
Priesečńık úsečiek QL a NR deĺı úsečku QL v porad́ı od bodu Q v pomere m : n. Zistite hodnotu
pomeru |PN | : |PR|.

12. V trojuholńıku ABC sú na strane AC zvolené body P a Q tak, že |AP | > |AQ|. Priamky BP a BQ
delia t’ažnicu AM na tri rovnaké časti. Vieme, že |PQ| = 3. Zistite d́lžku strany AC.

13. V trojuholńıku ABC je na strane AB daný bod K a na strane AC bod M tak, že |AK| : |KB| =
3 : 2, |AM | : |MC| = 4 : 5. Zistite pomer, v ktorom priamka prechádzajúca bodom K a kolmá na
BC deĺı úsečku BM .

14. V trojuholńıky ABC je na strane AB daný bod N a na strane AC bod M . Úsečky CN a BM sa
pret́ınajú v bode O. Zistite |CO| : |ON |, ak viete, že |AN | : |NB| = 2 : 3, |BO| : |OM | = 5 : 2.

15. V trojuholńıku ABC deĺı bod D stranu AB na polovicu a bod E lež́ı na strane BC, pričom
|BC| = 3|BE|. Úsečky AE a CD sa pret́ınajú v bode O, |AE| = 5, |OC| = 4, ÂOC = 120◦. Zistite
d́lžku strany AB.
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16. V trojuholńıku ABC ležia body D, E a F postupne na stranách AB, BC a AC. Vieme, že |AD| :
|DB| = 1 : 2, |BE| : |EC| = 2 : 3, |AF | : |FC| = 1 : 1. Úsečky DE a BF sa pret́ınajú v bode K.
Vypoč́ıtajte pomer |BK| : |KF |.

17. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ výšky BD rovná 6, vel’kost’ t’ažnice CE rovná 5, vzdialenost’

priesečńıka úsečiek BD a CE od strany AC je rovná 1. Zistite vel’kost’ strany AB.

18. V trojuholńıku ABC sú z vrcholov A a B zostrojené úsečky AD a BE, pričom body D a E ležia
postupne na stranách BC a AC. Úsečky AD a BE sa pret́ınajú v bode Q tak, že |AQ| : |QD| = x,
|BQ| : |QE| = y. Zistite hodnotu pomerov |AE| : |EC| a |BD| : |DC|.

19. V trojuholńıku PQR lež́ı bod T na strane PR tak, že Q̂TR = P̂QR. Vieme, že |PT | = 8, |TR| = 1.
Zistite:

a) vel’kost’ strany QR;

b) vel’kost’ uhla QRP , ak vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku PQT je rovná 3
√
3.

20. Cez vrcholy A a B trojuholńıka ABC vedie kružnica s vel’kost’ou polomeru 2
√
5, ktorá z priamky

BC vyt́ına úsečku d́lžky 4
√
5 a priamky AC sa dotýka v bode A. Z bodu B vedieme kolmicu na

priamku BC, ktorá pretne priamku AC v bode F . Zistite obsah trojuholńıka ABC, ak |BF | = 2.

21. Ťažnice AM a BE trojuholńıka ABC sa pret́ınajú v bode O. Body O, M , E, C ležia na jednej
kružnici, |BE| = |AM | = 3. Zistite AB.

22. Na stranách AB, BC a AC trojuholńıka ABC ležia postupne body D, E a F . Úsečky AE a DF
prechádzajú cez stred kružnice vṕısanej trojuholńıku ABC a priamky DF a BC sú rovnobežné.
Zistite d́lžku úsečky BE a obvod trojuholńıka ABC, ak viete, že |BC| = 15, |BD| = 6, |CF | = 4.

23. Priamka rovnobežná s t’ažnicou AD pravouhlého trojuholńıka ABC pret́ına jeho preponuBC v bode
F , odvesnu AB v bode E a priamku AC v bode H. Viete, že |EF | = 1, |EH| = 3. Zistite vel’kost’

prepony BC.

24. Na stranách AB a AD pravouholńıka ABCD sú zvolené body P a Q (P ∈ AB) tak, že ∠CQD =
∠AQP = ∠BPC. Vypoč́ıtajte vel’kost’ úsečky AP , ak |AB| = b, |AD| = d (b > d).

25. Priamky obsahujúce výšky trojuholńıka ABC sa pret́ınajú v bode H. Vieme, že |BH| = 6, ÂBC =
π/3. Zistite vel’kost’ strany |AC|.

26. V trojuholńıku ABC lež́ı pravouholńık PQRS tak, že strana PQ lež́ı na úsečke AC a vrcholy R
a S ležia postupne na stranách BC a AB. Zistite d́lžku úsečky PS ak viete, že |AP | = 1, |PQ| = 5,
|QC| = 2 a obvod trojuholńıka BRS je rovný 15.

27. Na pred́lžeńı osi uhla AL trojuholńıka ABC za bod A lež́ı bod D tak, že B̂DC = B̂AL = π/3,
|AD| = 10. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

28. V pravouhlom trojuholńıku ABC je zostrojená os uhla BD a na prepone BC je zvolený bod H
tak, že DH ⊥ BD. Zistite obsah trojuholńıka ABC ak viete, že |CH| = 1, |CD| = 2.

29. Na strane AB konvexného štvoruholńıka ABCD je zvolený bod M tak, že ∠AMD = ∠ADB
a ∠ACM = ∠ABC. Trojnásobok druhej mocniny pomeru vzdialenosti bodu A od priamky CD
a vzdialenosti bodu C od priamky AD je rovný 2, |CD| = 20. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice
vṕısanej do trojuholńıka ACD.

30. Na stranách AB a BC trojuholńıka ABC sú postupne dané body M a N tak, že B̂AC = B̂NM =
π/6. Okrem toho vieme, že |AM | = |CN |. Zistite pomer obvodu trojuholńıka ABC k súčtu d́lžok
jeho t’ažńıc.
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31. Nájdite dvojicu podobných trojuholńıkov, ktorých d́lžky strán sú celé č́ısla ak viete, že vel’kosti
dvoch strán prvého trojuholńıka sú rovnaké, ako d́lžky dvoch strán druhého trojuholńıka a d́lžky
ich tret́ıch strán sa ĺı̌sia o 61.

1.5 Obsah trojuholńıka

Teória

V tejto časti budú rozobraté viaceré fakty, ktoré sa týkajú obsahov trojuholńıkov. Na úspešné riešenie
úloh, ktoré sa tejto témy týkajú, je nutné poznat’ a vediet’ zdôvodnit’ všetky nižšie uvedené lemy.

Na začiatok sformulujeme dve tvrdenia, ktoré by mali byt’ vńımané ako axiómy.

Tvrdenie 1. Zhodné útvary majú rovnaké obsahy.

Tvrdenie 2. Ak sa útvar F skladá z dvoch neprekrývajúcich sa útvarov F1 a F2, tak je obsah útvaru
F rovný súčtu obsahov útvarov F1 a F2.

Teraz dokážeme pät’ liem, s pomocou ktorých sa rieši väčšina úloh súvisiacich s obsahom trojuholńıkov
a mnohouholńıkov.

Lema 1. Ak majú dva trojuholńıky spoločný vrchol a ich strany oproti tomuto vrcholu ležia na jednej
priamke, tak pomer obsahov týchto trojuholńıkov je rovný pomeru dĺ̌zok zmienených strán.

A B

C

H D E

SABC

SDEC

=
|AB|
|DE|

Dôkaz. Majme trojuholńıky ABC a DEC, strany AB a DE ktorých ležia na jednej priamke. Z bodu
C spust́ıme kolmicu na túto priamku a je zrejmé, že úsečka CH bude aj výškou trojuholńıka ABC aj
výškou trojuholńıka DEC. Nakoniec využijeme vzorec pre obsah trojuholńıka v závislosti od d́lžky jeho
strany a d́lžky jeho výšky:

S△ABC =
1

2
· |AB| · |CH|, S△DEC =

1

2
· |DE| · |CH| =⇒

S△ABC

S△DEC
=

|AB|
|DE|

.

Q.E.D.

Lema 2. Ak niektorý vrchol a protil’ahlá strana jedného trojuholńıka a niektorý vrchol a protil’ahlá
strana druhého trojuholńıka ležia na dvoch rovnobežných priamkach, tak pomer obsahov týchto troju-
holńıkov je rovný pomeru dĺ̌zok zmienených strán.

A

B CH D

E FG

SABC

SDEF

=
|BC|
|EF |
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Dôkaz. Majme trojuholńıky ABC a DEF , budeme predpokladat’, že strana BC a vrchol D ležia na
jednej priamke a strana EF a bod A ležia na druhej priamke, pričom tieto priamky sú rovnobežné.
Zostroj́ıme výšky AH a DG týchto trojuholńıkov. Dĺžky úsečiek AH a DG sa budú rovnat’, pretože sú
obe kolmé na obidve priamky. Potom využijeme vzorec pre obsah trojuholńıka v závislosti od d́lžky jeho
strany a d́lžky jeho výšky:

S△ABC =
1

2
· |BC| · |AH|, S△DEF =

1

2
· |EF | · |DG| =⇒

S△ABC

S△DEF
=

|BC|
|EF |

.

Pŕıpad, v ktorom vrcholy A a D ležia na jednej priamke a strany BC a EF na druhej priamke sa dokáže
analogicky.
Q.E.D.

Lema 3. Ak je vel’kost’ niektorej strany jedného trojuholńıka rovnaká, ako vel’kost’ niektorej strany
druhého trojuholńıka, tak pomer obsahov týchto trojuholńıkov je rovný pomeru dĺ̌zok ich výšok zostrojených
na tieto strany.

A B

C

H DE

F

G

SABC

SDEF

=
|CH|
|FG|

Dôkaz. Majme trojuholńıky ABC a DEF , ktoré majú strany AB a DE rovnakej d́lžky. Zostroj́ıme
výšky CH a FG týchto trojuholńıkov a použijeme vzorec pre obsah trojuholńıka v závislosti od d́lžky
jeho strany a d́lžky jeho výšky:

S△ABC =
1

2
· |AB| · |CH|, S△DEF =

1

2
· |DE| · |FG| =⇒

S△ABC

S△DEF
=

1
2 · |AB| · |CH|
1
2 · |DE| · |FG|

=
|CH|
|FG|

.

Q.E.D.

Lema 4. Ak je niektorý uhol jedného trojuholńıka rovnaký, ako niektorý uhol druhého trojuholńıka
alebo ako uhol s ńım susedný, tak pomer obsahov týchto trojuholńıkov je rovný pomeru súčinov dĺ̌zok ich
strán, ktoré určujú dané uhly.

A

B

C

H

D

E

FG

SABC

SDEF

=
|AB|
|DE|

· |AC|
|DF |

SABC

SDHG

=
|AB|
|DH|

· |AC|
|DG|

α απ − α
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Dôkaz. Majme trojuholńıky ABC a DEF , budeme predpokladat’, že uhly BAC a EDF sú zhodné
a vel’kosti týchto uhlov sú rovné α. Použijeme vzorec pre obsah trojuholńıka v závislosti od d́lžok dvoch
jeho strán a śınusu uhla medi nimi:

S△ABC =
1

2
· |AB| · |AC| · sin B̂AC, S△DEF =

1

2
· |DE| · |DF | · sin ÊDF =⇒

=⇒
S△ABC

S△DEF
=

1
2 · |AB| · |AC| · sinα
1
2 · |DE| · |DF | · sinα

=
|AB| · |AC|
|DE| · |DF |

.

Teraz zvážme trojuholńıky ABC a DGH, je vidno, že uhol BAC je rovný uhlu, ktorý je susedný s uhlom
GDH. Ked’že súčet vel’kost́ı susedných uhlov je rovný π, ĜDH = π − ÊDF = π − α. Takže s použit́ım
toho, že sin(π − α) = sinα dostaneme

S△ABC =
1

2
· |AB| · |AC| · sin B̂AC, S△DGH =

1

2
· |DG| · |DH| · sin ĜDH =⇒

=⇒
S△ABC

S△DGH
=

1
2 · |AB| · |AC| · sinα

1
2 · |DG| · |DH| · sin(π − α)

=
|AB| · |AC|
|DG| · |DH|

.

Q.E.D.
Lema 5. Ak sú dva trojuholńıky podobné s koeficientom podobnosti k, tak pomer ich obsahov je

rovný k2.

A

B

C D

E

F

|AB|
|DE|

=
|BC|
|EF |

=
|AC|
|DF |

= k

SABC

SDEF

= k2

Dôkaz. Majme podobné trojuholńıky ABC a DEF , nech

|AB|
|DE|

=
|BC|
|EF |

=
|AC|
|DF |

= k.

Ked’že sú si v podobných trojuholńıkoch zodpovedajúce uhly rovné, tak s použit́ım lemy 4 dostaneme:

S△ABC

S△DEF
=

|AB| · |AC|
|DE| · |DF |

=
|AB|
|DE|

· |AC|
|DF |

= k · k = k2.

Q.E.D.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Na stranách AB, BC a AD rovnobežńıka ABCD sú postupne dané body K, M a L. Zis-
tite pomer obsahov trojuholńıkov KBL a BML, ak |AK| : |KB| = 2 : 1, |BM | : |MC| = 1 : 1,
|AL| : |LD| = 1 : 3.
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A

B C

D

K

L

M

x 3x

2y

y
2x 2xRiešenie. Označ́ıme d́lžku úsečky AL ṕısmenom x a d́lžku

úsečky KB ṕısmenom y. Potom vzhl’adom na podmienky zo
zadania |LD| = 3x, |AD| = 4x, |AK| = 2y, |AB| = 3y.
Ked’že je ABCD rovnobežńık, po prvé BC ∥ AD a po druhé
|BC| = |AD| = 4x, z čoho vyplýva, že |BM | = |MC| =
1
2 |BC| = 2x.

Poznámka. Ak v úlohe treba zistit’ pomer obsahov troju-
holńıkov, je vhodné označit’ si menš́ı z obsahov ṕısmenom
S a vyjadrit’ si s jeho pomocou väčš́ı obsah, pričom sa v me-
dzikrokoch môžu využit’ d’aľsie trojuholńıky. Vždy je užitočné
najprv si stanovit’ plán a až potom prevádzat’ výpočty.

Takže označme si obsah trojuholńıka KBL ṕısmenom S a vyjadŕıme s jeho pomocou postupne obsahy
trojuholńıkov S△KBL → S△ABL → S△BML. Teraz s použit́ım liem 1 a 2 dostaneme

S△ABL

S△KBL
=

|AB|
|KB|

= 3 =⇒ S△ABL = 3S;
S△BML

S△ABL
=

|BM |
|AL|

= 2 =⇒ S△BML = 6S.

Takže
S△KBL

S△BML
=

S

6S
=

1

6
.

Odpoved’. 1 : 6.

Úloha 2. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ výšky BD rovná 3, vel’kost’ t’ažnice BM rovná 5. Na strane BC
je daný bod Q tak, že |BQ| = 1, |QC| = 5. Zistite obsah trojuholńıka AQC ak viete, že je väčš́ı ako 3.

A

B

C D M

Q

A

B

CD M

Q

Riešenie. Najprv źıskame vzt’ah medzi obsahmi trojuholńıkov ABC a AQC. S použit́ım lemy 1 zist́ıme

S△AQC

S△ABC
=

|QC|
|BC|

=
5

6
=⇒ S△AQC =

5

6
· S△ABC .

Na výpočet obsahu trojuholńıka ABC potrebujeme vypoč́ıtat’ d́lžku jeho základne AC, pretože vel’kost’

jeho výšky BD už poznáme. Budeme postupovat’ nasledovne: najprv použijeme Pytagorovu vetu na
trojuholńıky BDM a BDC:

|DM |2 = |BM |2 − |BD|2 = 25− 9 = 16 =⇒ |DM | = 4,

|DC|2 = |BC|2 − |BD|2 = 36− 9 = 27 =⇒ |DC| = 3
√
3.

Ďalej si všimneme, že sú dve rôzne možnosti rozloženia. Ak bod M lež́ı medzi bodmi D a C (obrázok
vpravo), tak

|CM | = |DC| − |DM | = 3
√
3− 4, |AC| = 2|CM | = 2 · (3

√
3− 4),

S△ABC =
1

2
· |AC| · |BD| = 3 · (3

√
3− 4), S△AQC =

5

2
· (3

√
3− 4) < 3.

Takže toto rozloženie nám nevyhovuje.2 Ak ale bod D lež́ı medzi bodmi M a C (obrázok vl’avo), tak

|CM | = |DC|+ |DM | = 3
√
3 + 4, |AC| = 2|CM | = 2 · (3

√
3 + 4),

2Pozn. prekl.: Ukázat’ bez použitia kalkulačky platnost’ nerovnosti 5
2
· (3

√
3−4) < 3 je zauj́ımavá vynechaná čast’ riešenia.

Limit je nastavený pomerne tesne.
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S△ABC =
1

2
· |AC| · |BD| = 3 · (3

√
3 + 4), S△AQC =

5

2
· (3

√
3 + 4) > 3.

Odpoved’.
15
√
3 + 20

2
.

Úloha 3. V lichobežńıku ABCD je zvolený na pred́lžeńı základne BC bod M tak, že priamka AM
oddel’uje od lichobežńıka ABCD trojuholńık, obsah ktorého je štyrikrát menš́ı, než obsah lichobežńıka
ABCD. Zistite vel’kost’ úsečky CM , ak |AD| = 8, |BC| = 4.

A

B C

D

M

N

4

8

Riešenie. Označme priesečńık úsečiek AM a CD ṕısmenom
N . Ked’že sú trojuholńıky AND aMNC podobné, stač́ı nám
na źıskanie odpovede na otázku zistit’ pomer |DN | : |NC|,
ktorý môžeme jednoducho źıskat’, ak použijeme pomery ob-
sahov z podmienok úlohy. Aby sme mohli efekt́ıvne použ́ıvat’

lemy o obsahoch trojuholńıkov, zostroj́ıme si uhlopriečkuAC.
Potom s prihliadnut́ım k tomu, že AD ∥ BC z lemy 2 dosta-
neme, že pomer obsahov trojuholńıkov ACD a ABC bude
rovný pomeru d́lžok úsečiek AD a BC, čiže 2. Preto sa obsah
trojuholńıka ACD rovná dvom tretinám obsahu lichobežńıka
ABCD a z lemy 1 dostaneme

S△AND

S△ACD
=

|DN |
|CD|

=⇒
1
4SABCD

2
3SABCD

=
|DN |
|CD|

=⇒ |DN |
|CD|

=
3

8
=⇒ |DN |

|NC|
=

3

5
.

Na záver z podobnosti trojuholńıkov AND a MNC dostávame

|AD|
|CM |

=
|DN |
|NC|

=
3

5
=⇒ |CM | = 5

3
· |AD| = 40

3
.

Odpoved’.
40

3
.

Úloha 4. V trojuholńıku ABC je zostrojená os uhla BL. Vieme, že |AC| = 8 a že pomer obsahov
trojuholńıkov ABL a BLC je 3 : 1. Zistite takú vel’kost’ osi uhla BL, pre ktorú bude vel’kost’ výšky
zostrojenej z bodu B na stranu AC maximálna.

A

B

CL H L′

3S S

Riešenie. Podl’a lemy 1 a základnej vlastnosti osi uhla trojuholńıka vieme, že 3 =
S△ABL

S△BLC
= |AL|

|LC| =
|AB|
|BC| .

Ďalej je možné postupovat’ viacerými spôsobmi.

Prvý spôsob. Položme |BC| = x, potom |AB| = 3x, s△ABC = 2x+ 4. Použijeme Herónov vzorec:

S△ABc =
√

(2x+ 4)(2x+ 4− 8)(2x+ 4− 3x)(2x+ 4− x) =
√

(4x2 − 16)(16− x2).
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S využit́ım vlastnost́ı kvadratickej funkcie dostávame, že maximum pravej časti sa nadobúda pre x2 = 10,
takže |BC| =

√
10, |AB| = 3

√
10. Teraz zostáva iba použit’ vzorec pre d́lžku osi uhla:

|BL|2 = |AB| · |BC| − |AL| · |LC| = 30− 12 = 18 =⇒ |BL| =
√
18.

Druhý spôsob. Dokážeme, že geometrické miesto bodov B sṕlňajúcich podmienku |AB| : |BC| = 3
je kružnica, ktorej priemerom je úsečka LL′, kde L′ je priesečńık osi uhla susedného k uhlu ABC a priamky
AC.3 Skutočne, body L a L′ patria do tohto geometrického miesta bodov pretože zo základnej vlastnosti
osi uhla trojuholńıka máme |AL| : |LC| = 3 a podl’a vlastnosti osi vonkaǰsieho uhla trojuholńıka (ktorá sa
dokazuje úplne rovnako, ako vlastnost’ osi vnútorného uhla – treba použit’ śınusovú vetu) |AL′| : |L′C| = 3.
Pritom poloha bodov L a L′ vôbec nezáviśı od polohy bodu B. Nakoniec si všimneme, že uhol LBL′ je
pravý, ked’že je to uhol medzi osami susedných uhlov. Z toho vyplýva naše tvrdenie.

Potom z vlastnost́ı osi vnútorného a vonkaǰsieho uhla dostaneme |CL| = 2, |CL′| = 4, |LL′| = 6,
takže vel’kost’ polomeru kružnice, na ktorej lež́ı bod B je rovná 3. Všimnime si, že ked’že

S△ABc =
1

2
· |BH| · |AC| = 4|BH|,

tak obsah trojuholńıka ABC bude maximálny vtedy, ked’ bude maximálna vel’kost’ výšky BH. Z geomet-
rickej úvahy je zrejmé, že najväčšia možná vel’kost’ výšky BH je rovná 3, pričom bod H bude stredom
našej kružnice, teda |LH| = 3. Nakoniec s použit́ım Pytagorovej vety pre trojuholńık BLH źıskame
vel’kost’, ktorú potrebujeme: |BL| =

√
|BH|2 + |LH|2 =

√
18.

Odpoved’.
√
18.

Úlohy

1. Na straneKM trojuholńıkaKLM , ktorý má obsah rovný 4, je daný bod N tak, že |KM | = 4|MN |.
Zistite vel’kost’ úsečky LN ak je vel’kost’ strany KL rovná 2

√
3 a K̂LN = π/3.

2. Stred O kružnice s vel’kost’ou polomeru 3 lež́ı na prepone AC pravouhlého trojuholńıka ABC. Jeho
odvesny sa dotýkajú tejto kružnice. Zistite obsah trojuholńıka ABC, ak viete, že |OC| = 5.

3. Vo vnútri pravouhlého trojuholńıka ABC (uhol ABC je pravý) je daný bod D tak, že obsahy
trojuholńıkov ABD a BCD sú postupne trikrát a štyrikrát menšie, než obsah trojuholńıka ABC.
Zistite vel’kost’ úsečky BD, ak |AD| = a, |DC| = c.

4. V lichobežńıku ABCD je |CD| = 12, rameno AD je kolmé na základne a má d́lžku 9. Vel’kost’ úsečky
AO, kde O je priesečńık uhlopriečok lichobežńıka ABCD, je rovná 6. Zistite obsah trojuholńıka
BOC.

5. Priamka, ktorá prechádza cez vrchol základne rovnoramenného trojuholńıka, deĺı jeho obsah na
polovice a obvod deĺı na časti dlhé 5 m a 7 m. Zistite obsah trojuholńıka.

6. V rovnoramennom trojuholńıku ABC je d́lžka základne AC rovná 2 a vel’kost’ uhla ACB je rovná
π/6. Z vrcholu A zostroj́ıme na rameno BC t’ažnicu AD a os uhla AE. Zistite obsah trojuholńıka
ADE.

7. V trojuholńıku FGH je uhol G pravý, |FG| = 8, |GH| = 2. Bod D lež́ı na strane FH a A a B sú
postupne priesečńıky t’ažńıc trojuholńıkov FGD a DGH. Zistite obsah trojuholńıka GAB.

8. Je daný trojuholńık ABC, ktorého obsah je rovný 2. Na jeho t’ažniciach AK, BL a CN sú postupne
dané body P , Q a R tak, že |AP | = |PK|, |QL| = 2|BQ|, |CR| : |RN | = 5 : 4. Zistite obsah
trojuholńıka PQR.

3Pozn. prekl.: Táto kružnica sa nazýva Apolóniova kružnica.
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9. Bod N lež́ı na prepone AC pravouhlého rovnoramenného trojuholńıka ABC. BodM lež́ı na odvesne
AB tak, že uholMNC je pravý. Vieme, že obsah trojuholńıkaMNC predstavuje tri osminy obsahu
trojuholńıka ABC. Vypoč́ıtajte pomer |AN | : |NC|.

10. Pravouhlé trojuholńıky ABC a ABD majú spoločnú preponu AB, d́lžka ktorej je rovná 5. Body
C a D ležia na opačných stranách od priamky AB, |BC| = |BD| = 3. Bod E lež́ı na strane AC,
|EC| = 1. Bod F lež́ı na strane AD, |FD| = 2. Zistite obsah pät’uholńıka ECBDF .

11. V trojuholńıku ABC sú t’ažnica AD a os uhla BE na seba kolmé a pret́ınajú sa v bode F . Zistite
obsah trojuholńıka ABC, ak je obsah trojuholńıka DEF rovný 5.

12. V kosoštvorci ABCD kolmica na stranu AD zostrojená v jej strede pret́ına uhlopriečku AC v bode
M a kolmica na stranu CD zostrojená v jej strede pret́ına uhlopriečku AC v bode N . Zistite pomer
obsahov trojuholńıka MND a kosoštvorca ABCD, ak B̂AD = π/3.

13. Základňa AB lichobežńıka ABCD je dvakrát dlhšia, než základňa CD a dvakrát dlhšia, než rameno
AD. Zistite obsah rovnobežńıka ABCD ak viete, že |AC| = a, |BC| = b.

14. Na stranách KL a LM trojuholńıka KLM sú postupne dané body A a B. Úsečky KB a MA
sa pret́ınajú v bode C. Zistite obsah trojuholńıka ALC, ak viete, že obsahy trojuholńıkov KAC,
MBC a KCM sú postupne rovné 12, 50 a 45.

15. V rovnobežńıku ABCD je na uhlopriečke AC daný bod E a na strane AD daný bod F , pričom
|AC| = 3|AE|, |AD| = 4|AF |. Zistite obsah rovnobežńıka ABCD ak je obsah štvoruholńıka ABGE,
kde G je priesečńık priamky FE a úsečky BC, rovný 8.

16. V trojuholńıku ABC je na strane AB daný bodK a na strane BC daný bod L tak, že |AK| : |BK| =
1 : 2, |CL| : |BL| = 2 : 1. Nech Q je priesečńık priamok AL a CK. Zistite obsah trojuholńıka ABC,
ak je dané, že obsah trojuholńıka BQC je rovný 1.

17. Do rovnoramenného trojuholńıka ABC so základňou AC je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka
ramena AB v bode M . Z bodu M ved’me kolmicu ML na stranu AC trojuholńıka ABC (bod L
je pätou tejto kolmice). Zistite vel’kost’ uhla BCA ak viete, že obsah trojuholńıka ABC je rovný 1
a obsah štvoruholńıka LMBC je rovný S.

18. Cez vrcholy A a B trojuholńıka ABC vedie kružnica, ktorá pret́ına strany BC a AC postupne
v bodoch D a E. Obsah trojuholńıka CDE je sedemkrát menš́ı, než obsah štvoruholńıka ABDE.
Zistite |DE| a vel’kost’ polomeru kružnice, ak |AB| = 4, Ĉ = 45◦.

19. Na strane AB trojuholńıka ABC je daný bod E a na strane BC bod D tak, že |AE| = 2, |CD| = 1.
Priamky AD a CE sa pret́ınajú v bode O. Zistite obsah štvoruholńıka BDOE, ak |AB| = |BC| = 8,
|AC| = 6.

20. V rovine lež́ı rovnoramenný pravouhlý trojuholńık, ktorého odvesny majú d́lžku a. Otočeńım tohto
trojuholńıka okolo vrchola pri pravom uhle o 45◦ źıskame druhý rovnoramenný pravouhlý troju-
holńık. Zistite obsah štvoruholńıka, ktorý je prienikom týchto dvoch trojuholńıkov.

21. Vel’kost’ polomeru kružnice vṕısaného do rovnoramenného trojuholńıka ABC je rovná 4,
|AC| = |BC|. Na priamke AB je daný bod D, ktorého vzdialenosti od priamok AC a BC sú

postupne 11 a 3. Zistite cos D̂BC.

22. Obsah lichobežńıka ABCD je rovný 30. Bod P je stred ramena AB. Bod R lež́ı na ramene CD
tak, že 2|CD| = 3|RD|. Priamky AR a PD sa pret́ınajú v bode Q. Zistite obsah trojuholńıka APQ
ak viete, že |AD| = 2|BC|.



1.5. OBSAH TROJUHOLNÍKA 51

23. V lichobežńıku ABCD sú strany AB a CD rovnobežné, pričom |CD| = 2|AB|. Na stranách AD
a BC sú postupne zvolené body P a Q tak, že |DP | : |PA| = 2 : 1, |BQ| : |QC| = 3 : 4. Zistite
pomer obsahov štvoruholńıkov ABQP a CDPQ.

24. Body P a Q ležia na strane BC trojuholńıka ABC tak, že |BP | : |PQ| : |QC| = 1 : 2 : 3. Bod R lež́ı
na strane AC tohto trojuholńıka tak, že |AR| : |RC| = 1 : 2. Aký je pomer obsahu štvoruholńıka
PQST k obsahu trojuholńıka ABC ak sú S a T postupne priesečńıky priamky BR s priamkami
AQ a AP?

25. V trojuholńıku ABC s obsahom S je zostrojená os uhla trojuholńıka CE a t’ažnica BD, ktoré sa
pret́ınajú v bode O. Zistite obsah štvoruholńıka ADOE ak |BC| = a, |AC| = b.

26. Vel’kost’ výšky lichobežńıka ABCD je rovná 7, vel’kosti základńı AD a BC sú postupne rovné 8
a 6. Cez bod E ležiaci na strane CD vedie priamka BE, ktorá pret́ına uhlopriečku AC v bode O
v pomere |AO| : |OC| = 3 : 2. Zistite obsah trojuholńıka OEC.

27. V pravouhlom trojuholńıku je vel’kost’ najmenšieho uhla rovná α. Priamka kolmá na preponu deĺı
tento trojuholńık na dve časti s rovnakým obsahom. Zistite, v akom pomere deĺı táto priamka
preponu.

28. Cez vrchol A a stred M strany BC rovnobežńıka ABCD s obsahom 1 vedie priamka, ktorá pret́ına
uhlopriečku BD v bode O. Zistite obsah štvoruholńıka OMCD.

29. V trojuholńıku ABC je stupňová miera uhla A rovná 45◦ a uhol C je ostrý. Zo stredu strany BC
je na stranu AC spustená kolmica MN . Zistite stupňové miery uhlov trojuholńıka ABC, ak pomer
obsahov trojuholńıkov MNC a ABC je 1 : 8.

30. Bod O je stredom kružnice vṕısanej pravouhlému trojuholńıku ABC s pravým uhlom B. Vieme, že
pomer obsahov trojuholńıkov AOC a ABC je k : k + 1. Zistite vel’kosti ostrých uhlov trojuholńıka
ABC. Pre aké k má úloha riešenie?

31. V trojuholńıku ABC lež́ı bod D na strane AC, |AD| = 2|DC|. Na strane BC je daný bod E tak,
že obsah trojuholńıka AED je rovný 1. Úsečky AE a BD sa pret́ınajú v bode O. Zistite pomer
obsahov trojuholńıkov ABO a OED ak je obsah trojuholńıka ABD rovný 3.

32. Na úsečke AB ležia body C a D, pričom bod C sa nachádza medzi bodmi A a D. Bod M je
zvolený tak, že priamky AM a MD sú na seba kolmé a kolmé sú na seba aj priamky CM a MB.
Zistite obsah trojuholńıka CMD ak viete, že ĈMD = α a obsahy trojuholńıkov AMD a CMB sa
postupne rovnajú S1 a S2.

33. Bod F lež́ı na pred́lžeńı strany BC rovnobežńıka ABCD za vrchol C. Úsečka AF pret́ına uhlo-
priečku BD v bode E a stranu CD v bode G. Vieme, že |GF | = 3, |AE| = |EG| + 1. Akú čast’

obsahu rovnobežńıka ABCD predstavuje obsah trojuholńıka AED?

34. Úsečka BL je os uhla trojuholńıka ABC. Na pred́lžeńı jeho strany AC za bod C lež́ı bod M tak,
že uhol LBM je pravý. Zistite obsah trojuholńıka CBL, ak viete, že obsahy trojuholńıkov ABL
a CBM sú postupne rovné 10 a 15.

35. Body D a E sú postupne stredmi strán AC a BC rovnostranného trojuholńıka ABC. Bod F lež́ı
na úsečke CD, úsečky BF a DE sa pret́ınajú v bode M . Zistite vel’kost’ úsečky MF ak viete, že
obsah štvoruholńıka ABMD je pät’ osmı́n obsahu trojuholńıka ABC a |AB| = a.

36. Na strane BC trojuholńıka ABC sú zvolené body K a L tak, že |BL| = |LC|, |BK| = |KL|.
Body D a F . Body D a F ležia postupne na pred́lženiach úsečiek AL a AK za body L a K tak,
že |KF | = 2|AL|, |LD| = |AK|. Vypoč́ıtajte pomer obsahov štvoruholńıka KLDF a trojuholńıka

ABC ak viete, že ÂBC = β, ÂCB = γ.





Kapitola 2

Kružnice

2.1 Uhly v kružniciach

Teória

1 Stredové uhly

Stredový uhol je meratel’ný dĺ̌zkou kružnicového oblúka, ktorý určuje: ÂOB =
>
AB.

A

B

O

Tento fakt vyplýva z defińıcie oblúkovej miery uhla.
Skutočne, ak máme kružnicu s jednotkovým polomerom, tak
oblúková miera stredového uhla bude presne rovná d́lžke
oblúka, ktorý je ńım určený. Ak vel’kost’ polomeru kružnice
nie je rovná jednej, tak oblúková miera stredového uhla bude
rovná pomeru d́lžky oblúka určeného týmto uhlom a polo-
meru kružnice. Je zrejmé, že v l’ubovol’nom pŕıpade exis-
tuje vzájomne jednoznačný vzt’ah medzi oblúkovou mierou
uhla a d́lžkou oblúka kružnice, preto budeme d’alej pod
slovným spojeńım

”
miera oblúka“ rozumiet’ pomer jeho

d́lžky a vel’kosti polomeru kružnice.

2 Vrcholové uhly

Vrcholový uhol, t.j. uhol určený dvomi tetivami, ktoré majú na kružnici spoločný bod, je, čo sa vel’kosti
týka, rovný polovici stredového uhla nad tým istým oblúkom kružnice (je meratel’ný polovicou oblúka, nad

ktorým je zostrojený): ÂCB = 1
2ÂOB = 1

2

>
AB.

A

B

C

O

α

α

2α

A

B

C

O

2α

A

B

C

O

2α

Pri dôkaze tohto tvrdenia označ́ıme vel’kost’ stredového uhla AOB ako 2α a rozoberieme tri pŕıpady:
stred kružnice môže ležat’ vo vnútri obvodového uhla, mimo neho alebo na jednom z jeho ramien.
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Ak stred kružnice lež́ı na ramene uhla ACB (obrázok vl’avo), tak z toho, že uhly AOB a BOC sú

susedné, vyplýva, že B̂OC = π − 2α a z toho, že trojuholńık BOC je rovnoramenný, dostávame, že
ÂCB = 1

2(π − B̂OC) = α.

Ak stred kružnice lež́ı vo vnútri uhla ACB (obrázok v strede), tak v tom pŕıpade ÂCB = B̂CO+ÂCO.
Trojuholńıky BOC a AOC sú rovnoramenné a preto

B̂CO =
1

2
(π − B̂OC), ÂCO =

1

2
(π − ÂOC) =⇒

=⇒ B̂CO + ÂCO = π − 1

2
(B̂OC + ÂOC) = π − 1

2
(2π − ÂOB) =

1

2
ÂOB = α.

Nakoniec ak stred kružnice lež́ı mimo uhla ACB (obrázok vpravo), tak potom ÂCB = ÂCO− B̂CO.
Trojuholńıky BOC a AOC sú rovnoramenné, takže

B̂CO =
1

2
(π − B̂OC), ÂCO =

1

2
(π − ÂOC) =⇒

=⇒ ÂCO − B̂CO =
1

2
(B̂OC − ÂOC) =

1

2
ÂOB = α.

Q.E.D.

Všimnime si dôležité dôsledky tohto faktu:

� Obvodové uhly nad tým istým oblúkom (alebo nad oblúkmi rovnakej vel’kosti) sú zhodné.

� Ak sú zhodné obvodové uhly, tak sú zhodné aj oblúky, nad ktorými sú zostrojené.

� Ak dve rovnobežky pret́ınajú kružnicu, tak oblúky medzi nimi sú zhodné.

� Ak dve priamky pret́ınajú kružnicu a dva oblúky nachádzajúce sa medzi nimi sú zhodné, tak sú
priamky rovnobežné.

Prvé dve tvrdenia jednoducho vyplývajú z tvrdenia dokázaného vyššie a na dôkaz druhých dvoch si stač́ı
spomenút’ na vlastnosti rovnobežných priamok a podmienky rovnobežnosti.4

3 Uhly medzi tetivou a dotyčnicou

Uhol medzi tetivou a dotyčnicou je vel’kost’ou rovný polovici miery v ňom obsiahnutého oblúka kružnice.

A

B

O

K A

B

O

K

B̂AK =
1

2

>
AB =

1

2
ÂOB

Pri vysvetleńı tohto faktu rozoberieme dva
pŕıpady. Ak je uhol BAK ostrý, tak

ÔAB =
π

2
− B̂AK

ÂOB = π − 2 · ÔAB = 2 · B̂AK.

Ked’že ÂOB =
>
AB (z vlastnosti stredového uhla),

B̂AK = 1
2

>
AB.

Ak je uholBAK tupý, tak ÔAB = B̂AK−π
2 , ÂOB = π−2·ÔAB = 2π−2·B̂AK. Ale

>
AB = 2π−ÂOB.

Preto B̂AK = 1
2

>
AB. Tret́ı pŕıpad, v ktorom je uhol BAK pravý, je zrejmý.

Q.E.D.

4Pozn. prekl.: Posledný uvedený dôsledok, tak ako je sformulovaný, neplat́ı. Patrilo by sa napŕıklad dodat’ podmienku, že
sa priamky nepretnú vo vnútri kružnice. Podobne pri prvých dvoch tvrdeniach treba bud’ podotknút’, že sa jedná o obvodové
uhly v tej istej kružnici, alebo namiesto vel’kost́ı oblúkov hovorit’ o mierach oblúkov.
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4 Uhly medzi pret́ınajúcimi sa tetivami

Uhol medzi pret́ınajúcimi sa tetivami je vel’kost’ou rovný polovici súčtu mier oblúkov kružnice, ktoré
na kružnici tetivy vyt́ınajú.

A

B

C

D

K

ÂKB =
1

2
(
>
AB +

>
CD) = ÂCB + ĈBD.

Dôkaz tohto tvrdenia je zrejmý. Uhol AKB je vonkaǰśım
uhlom trojuholńıka CKB a preto je jeho vel’kost’ rovná súčtu
vel’kost́ı uhlov ACB a CBD. Ale podl’a vlastnost́ı obvodových
uhlov

ÂCB =
1

2

>
AB, ĈBD =

1

2

>
CD.

Q.E.D.

5 Uhly medzi sečnicami

Uhol medzi sečnicami kružnice vychádzajúcimi z jedného bodu je vel’kost’ou rovný polovici rozdielu
mier oblúkov kružnice, ktoré sa medzi nimi nachádzajú.5

A

B

C

D

K

ÂKC =
1

2
(
>
AC −

>
BD) = ÂBC − B̂CD.

Dôkaz tohto tvrdenia je tiež úplne jednoduchý. Uhol ABC je
vonkaǰśım uhlom trojuholńıka CKB a preto je jeho vel’kost’

rovná súčtu vel’kost́ı uhlov BKC a BCK. Ked’ použijeme
vlastnost’ obvodových uhlov, dostaneme

ÂBC =
1

2

>
AC, B̂CK = B̂CD =

1

2

>
BD.

Z toho už tvrdenie, ktoré potrebujeme, vyplýva.

Spomeňme niektoré dôležité dôsledky uvedených tvrdeńı:

� Śınusy obvodových uhlov nad tou istou tetivou (alebo nad zhodnými tetivami) sú rovnaké.

� Obvodový uhol nad priemerom kružnice je pravý.

� Ak je obvodový uhol nad niektorou tetivou pravý, tak je nad priemerom kružnice.

� Súčet vel’kost́ı protil’ahlých uhlov konvexného štvoruholńıka vṕısaného do kružnice je rovná π.

� Zhodné tetivy odsekávajú zhodné oblúky.

6 Veta o štyroch bodoch

Dokážme ešte jeden dôležitý fakt.

Geometrickým miestom bodov, z ktorých je danú úsečku AB vidno pod uhlom zadanej vel’kosti α sú
dva oblúky kružńıc s polomerom dĺ̌zky |AB|

2 sinα , ktoré prechádzajú cez body A a B.

5Pozn. prekl.: Patrilo by sa spomenút’, že priesečńık sečńıc muśı ležat’ mimo kružnice. Inak by situácia zodpovedala
predošlej vete.
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A

B

C

C

C

D

Dα

α

α
Na obrázku sú tieto oblúky vyznačené hru-

bou čiarou a l’ubovol’né body z týchto oblúkov
sú označené ṕısmenom C. Nie je t’ažké domys-
liet’ si, že geometrické miesto bodov, z ktorých je
daná úsečka vidiet’ pod uhlom π − α sú zvyšné
oblúky týchto kružńıc, na obrázku sú vyznačené
čiarkovane a l’ubovol’né body týchto oblúkov sú
označené ṕısmenom D. Tento fakt sa dá jednodu-
cho zdôvodnit’ pomocou śınusovej vety a vlastnost́ı
obvodových uhlov.

Z tohto tvrdenia priamo vyplýva veta, ktorá je pri riešeńı úloh extrémne dôležitá:

Veta o štyroch bodoch. Na to, aby body A, B, C a D ležali na jednej kružnici je nutné a po-
stačujúce, aby bolo splnené jedno z dvoch tvrdeńı:

1. Body A a B ležia vzhl’adom na priamku CD v tej istej polrovine a plat́ı ĈAD = ĈBD.

2. Body A a B ležia vzhl’adom na priamku CD v rôznych polrovinách a plat́ı ĈAD + ĈBD = π.

A

B

C

D A

B

C D

α

π − α

Na záver si všimnime ešte jednu užitočnú vetu. Situácia, ktorej sa týka, nastáva vtedy, ked’ os uhla
l’ubovol’ného trojuholńıka pred́lžime po priesečńık s oṕısanou kružnicou.

Veta. Majme štvoruholńık ABCD vṕısaný do kružnice so stredom O. Potom sú nasledujúce tvrdenia
ekvivalentné:

1. AC je os uhla BAD.

2. |BC| = |CD|.

3. Dotyčnica ku kružnici v bode C je rovnobežná s priamkou BD.

4. Trojuholńıky KDC a DAC sú si podobné (podobné sú si aj trojuholńıky KBC a BAC).

5. Úsečka OC je kolmá na úsečku BD (deĺı ju na polovice).

Dôkaz. Najprv dokážeme, že z tvrdenia 1 vyplývajú všetky ostatné.

Z vlastnost́ı obvodových uhlov:

B̂AC =
1

2

>
BC = B̂DC, D̂AC =

1

2

>
DC = D̂BC

Ked’že sú vel’kosti uhlov BAC a DAC rovnaké, rovnaké sú aj vel’kosti uhlov BDC a DBC. To znamená,
že trojuholńık BDC je rovnoramenný, |BC| = |DC|, tvrdenie 2 vyplýva z tvrdenia 1.
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A

B

C

DK

O

E

Ďalej z vlastnosti uhla medzi dotyčnicou a tetivou

D̂CE =
1

2

>
DC = D̂BC

2.
= B̂DC.

Ked’že sú uhly BDC a DCE striedavé, ležia pri priamkach
CE a BD a ich vel’kosti sa rovnajú, tak podl’a kritéria rov-
nobežnosti priamok CE ∥ BD, čiže tvrdenie 3 vyplýva z tvr-
denia 1.

Pravdivost’ tvrdenia 4 dostaneme takmer automaticky: už
sme ukázali, že uhly BAC, BDC, DAC a DBC majú rov-
nakú vel’kost’, takže dvojice určených trojuholńıkov sú po-
dobné kvôli dvom rovnakým uhlom.

Nakoniec ked’že CE ∥ BD a OC ⊥ CE, tak OC ⊥ BD.
Trojuholńık OBD je očividne rovnoramenný, takže z toho, že
OC ⊥ BD vyplýva, že priesečńık úsečiek OC a BD rozpol’uje
úsečku BD.

Teraz ukážeme, že z každého z tvrdeńı 2 až 5 vyplýva tvrdenie 1. Tým bude dôkaz vety vykonaný.
Ak |BC| = |DC|, tak je trojuholńık BDC rovnoramenný, B̂DC = D̂BC, ale z vlastnosti obvodových

uhlov B̂DC = B̂AC, D̂BC = D̂AC. Preto B̂AC = D̂AC, teda tvrdenie 1 vyplýva z tvrdenia 2.
Ďalej ak CE ∥ BD, tak uhly DCE a CDB sú zhodné, pretože sú striedavé a uhly DCE a DBC sú

zhodné vd’aka vlastnosti obvodových uhlov a uhlov medzi dotyčnicou a tetivou. Kvôli tomu je trojuholńık
BDC rovnoramenný, |BC| = |DC|. Takže tvrdenie 2 (a podl’a dôkazu vyššie aj tvrdenie 1) vyplýva
z tvrdenia 3.

Fakt, že tvrdenie 1 vyplýva z tvrdenia 4 je prakticky očividný: Z podobnosti trojuholńıkov KDC
a DAC vyplýva rovnost’ uhlov KDC a DAC, okrem toho sú uhly KDC a KAB rovnaké ako obvodové
uhly nad tým istým oblúkom BC.

Nakoniec ak OC ⊥ BD, tak vd’aka tomu, že OC ⊥ CE dostávame, že BD ∥ CE. Takže z tvrdenia 5
vyplýva tvrdenie 3, z ktorého d’alej vyplýva tvrdenie 1.
Q.E.D.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. V kružnici sú dané dve pret́ınajúce sa tetivy AB a CD. Zistite vel’kost’ priemeru tejto kružnice,
ako AB ⊥ CD, |AD| = m, |BC| = n.

A B

C

D

K
α

Riešenie. Priesečńık tet́ıv AB a CD si označ́ıme K.
Prvý spôsob
Vel’kost’ uhla ABD označ́ıme α. Ked’že je uhol BKD

pravý, tak vel’kost’ uhla BDC je rovná π/2 − /alpha. Tro-
juholńıky ABD a BCD sú obidva vṕısané do danej kružnice,
preto R△BCD = R△ABD = R0. Pre tieto trojuholńıky
naṕı̌seme śınusovú vetu:

2R△ABD =
|AD|

sin ÂBD
=⇒ |AD| = 2R0 · sinα;

2R△BCD =
|BC|

sin B̂DC
=⇒ |BC| = 2R0 · sin

(π
2
− α

)
= 2R0 · cosα.

Nakoniec tieto rovnosti umocńıme na druhú a sč́ıtame:

|AD|2 + |BC|2 = 4R2
0 · (sin2 α+ cos2 α) = D2

0.

To znamená, že hl’adaná vel’kost’ priemeru kružnice je rovná
√
m2 + n2.

Druhý spôsob
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A B

C

D

K

F
Použijeme vlastnost’ uhla medzi pret́ınajúcimi sa teti-

vami:

π

2
= ÂKD =

1

2

>
AD +

1

2

>
BC =⇒

>
AD +

>
BC = π.

Na kružnici vyznač́ıme oblúk AF rovný BC (bod F sa zvoĺı
tak, aby bod A ležal medzi bodmi D a F ). Vtedy |AF | =
|BC|, ked’že rovnakým tetivám zodpovedajú rovnaké oblúky

a naopak a okrem toho
>
DAF = π, čo znamená, že FD je

priemer. Odtial’ dostávame, že uhol FAD je pravý. Nakoniec
z trojuholńıka ADF z Pytagorovej vety dostávame, že |FD| =

√
m2 + n2.

Odpoved’.
√
m2 + n2.

Úloha 2. Dotyčnica zostrojená vo vrchole C trojuholńıka ABC vṕısaného do kružnice γ pret́ına pred́lženie
strany AB za vrchol B v bode D. Vieme, že vel’kost’ polomeru kružnice γ je rovná 2, |AC| =

√
12

a ÂDC + ÂCB = 2 · B̂AC. Zistite vel’kost’ sečnice AD.

A

B

C D

A

B

C D

Riešenie. Označ́ıme B̂AC = α, ÂBC = β. Potom ÂCB = π − α − β a podl’a vlastnosti uhla medzi
dotyčnicou a tetivou B̂CD = α. Ďalej si všimneme, že uhly ABC a CBD sú susedné, preto ĈBD = π−β
a z trojuholńıka BCD dostaneme ÂDC = π−ĈBD−B̂CD = β−α. Teraz využijeme podmienky zadania:

ÂDC + ÂCB = 2 · B̂AC =⇒ β − α+ π − α− β = 2α =⇒ α =
π

4
.

Potom použijeme na trojuholńık ABC śınusovú vetu:

|AC|
sin ÂBC

= 2R△ABC =⇒ sin ÂBC =
|AC|

2R△ABC
=

√
3

2
.

Takže sú možné dva pŕıpady (oba môžete vidiet’ na obrázku):

1. ÂBC = β =
π

3
, B̂AC = α =

π

4
=⇒ ÂDC =

π

12
, ÂCD =

2π

3
;

2. ÂBC = β =
2π

3
, B̂AC = α =

π

4
=⇒ ÂDC =

5π

12
, ÂCD =

π

3
.

Z trojuholńıka ADC zo śınusovej vety dostávame

|AD|
sin ÂCD

=
|AC|

sin ÂDC
=⇒ |AD| = |AC| sin ÂCD

sin ÂDC
.

Ked’ do tohto vzt’ahu dosad́ıme známu d́lžku úsečky AC a zistené vel’kosti uhlov ACD a ADC, dostaneme,

že |AD| = 3
√
6∓

√
2

4

= 3(
√
6±

√
2).

Odpoved’. 3(
√
6±

√
2).

Úloha 3. V kružnici sú dané tetivy AC a BD, ktoré sa pret́ınajú v bode E, pričom dotyčnica ku kružnici,
ktorá prechádza bodom B je rovnobežná s AC. Vieme, že obsah trojuholńıka DCB je rovná 16, |EA| :
|DA| = 3 : 4. Zistite obsah trojuholńıka BCE.
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A

B

C

D

E

Riešenie. Ked’že úsečka AC je rovnobežná s dotyčnicou ve-
denou cez bod B tak sú jednak uhly BCA a BDC zhodné
a trojuholńıky BCE a BDC podobné, jednak je DB os uhla
ADC. Ked’ využijeme základnú vlastnost’ osi uhla a źıskanú
podobnost’, dostaneme

|CE|
|CD|

=
|EA|
|DA|

=
3

4
,
S△BCE

S△BDC
=

(
|CE|
|CD|

)2

=
9

16
.

Nakoniec S△BCE =
(
3
4

)2 · S△BDC = 9
16 · 16 = 9.

Odpoved’. 9.

Úloha 4. Dve kružnice sa pret́ınajú v bodoch A a B. Cez bod
B vedie priamka pret́ınajúca kružnice v bodoch C a D, ktoré ležia na opačných stranách od priamky
AB. Dotyčnice k týmto kružniciam zostrojené v bodoch C a D sa pret́ınajú v bode E. Zistite vel’kost’

úsečky AE ak |AB| = 10, |AC| = 16, |AD| = 15.

A

B
C

D

E

Riešenie. Z vlastnosti uhla medzi dotyčnicou a tetivou

B̂DE = D̂AB, B̂CE = ĈAB.

Potom si všimneme, že

ĈAD = ĈAB + D̂AB, ĈED = π − B̂CE − B̂DE

teda ĈAD + ĈED = π. Ked’že súčet vnútorných uhlov
štvoruholńıka je rovný 2π, tak ÂCE + ÂDE = π. Vzhl’adom
na to, že body C a D ležia v opačných polrovinách ohl’adom
priamky AB, ležia aj v opačných polrovinách ohl’adom
priamky AE. Takže sú splnené všetky podmienky vety
o štyroch bodoch a štvoruholńıku ACED sa dá oṕısat’

kružnica.

Ked’ teraz využijeme vlastnosti obvodových uhlov, dostaneme, že ÂED = ÂCD, ĈDE = D̂AE.
Z toho vyplýva podobnost’ trojuholńıkov AED a ACB, z čoho dostaneme

|AE|
|AC|

=
|AD|
|AB|

⇐⇒ |AE| = |AC| · |AD|
|AB|

= 24.

Odpoved’. 24.

Úlohy

1. V trojuholńıku ABC je známe, že |AB| = 6, |AB| = |BC|. Nad stranou AB ako nad priemerom je
zostrojená kružnica, ktorá pret́ına stranu BC v bode D tak, že |BD| : |DC| = 2 : 1. Zistite vel’kost’

strany AC.

2. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice, ak obvodový uhol so stranami d́lžky 1 a 2 je zostrojený nad
oblúkom s mierou 2π/3.

3. Okolo trojuholńıka ABC je oṕısaná kružnica. Pred́lženie osi uhla CK trojuholńıka ABC pret́ına
túto kružnicu v bode L, pričom CL je priemer danej kružnice. Zistite pomer d́lžok strán BL a AC,
ak viete, že sin B̂AC = 1/4.
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4. Priemer AB kružnice γ je pred́lžený za bod B a na tom pred́lžeńı je zvolený bod C. Z bodu C vedie
sečnica, ktorá kružnicu pret́ına v bodoch D a E v porad́ı od bodu C. Vieme, že |DC| = 3, stupňové
miery uhlov DAC a ACD sú postupne rovné 30◦ a 7◦. Zistite vel’kost’ priemeru kružnice γ.

5. Nad odvesnou AC pravouhlého trojuholńıka ABC je ako nad priemerom zostrojená kružnica, ktorá
pret́ına preponu AB v bode K. Zistite obsah trojuholńıka CKB, ako |AC| = b, ÂBC = β.

6. Do kružnice, ktorá má vel’kost’ polomeru 7, je vṕısaný konvexný štvoruholńık ABCD. Dĺžky strán
AB a BC sú si rovné. Pomer obsahov trojuholńıkov ABD a BCD je 2 : 1 a ÂDC = 120◦. Zistite
vel’kosti všetkých strán štvoruholńıka ABCD.

7. V trojuholńıku ABC plat́ı |AB| = 3, |AC| = 3
√
7, ÂBC = π/3. Os uhla ABC sa s kružnicou

oṕısanou trojuholńıku ABC pret́ına v bode D. Zistite vel’kost’ úsečky BD.

8. Uhlopriečka BD štvoruholńıka ABCD je priemerom jemu oṕısanej kružnice. Vypoč́ıtajte vel’kost’

uhlopriečky AC ak |BD| = 2, |AB| = 1, ÂBD : D̂BC = 4 : 3.

9. V trojuholńıku sú AN a CM t’ažnice, ÂBC = 2π/3. Kružnica, ktorá prechádza bodmi A, M a N ,
prechádza aj bodom C. Vel’kost’ polomeru tejto kružnice je rovná 7. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

10. Na kružnici γ ležia štyri body A, B, C, D. Pred́lženie tetivy AB za bod B a pred́lženie tetivy CD
za bod C sa pret́ınajú v bode E, pričom ÂED = π/3. Vel’kost’ uhla ABD je trojnásobok vel’kosti
uhla BAC. Dokážte, že AD je priemer kružnice γ.

11. Vrcholy B, C a D štvoruholńıka ABCD ležia na kružnici so stredom O, ktorá pret́ına stranu AB
v bode F a stranu AD v bode E. Vieme, že uhol BAD je pravý, d́lžka tetivy EF je rovná d́lžke
tetivy FB a tiež sú rovnaké d́lžky tet́ıv BC, CD a ED. Zistite vel’kost’ uhla ABO.

12. Nad stranou AB trojuholńıka ABC je ako nad priemerom zostrojená kružnica, ktorá pret́ına strany
AC a BC postupne v bodochD a E. PriamkaDE deĺı obsah trojuholńıka ABC na polovicu a zviera
s priamkou AB uhol vel’kosti π/12. Zistite vel’kosti uhlov trojuholńıka ABC.

13. Na stranách ostrého uhla s vrcholom B sú dané body A a C. Jedna kružnica sa dotýka priamky
AB v bode B a prechádza bodom C. Druhá kružnica sa dotýka priamky BC v bode B a prechádza
bodom A. Bod D je druhý spoločný bod týchto kružńıc. Vieme, že |AB| = c, |BC| = a, |CD| = d.
Zistite |AD|.

14. Do kružnice γ so stredom v bode O je vṕısaný konvexný štvoruholńık ABCD, ktorého uhlopriečky
sú na seba kolmé. Vieme, že vel’kost’ uhla AOB je trikrát väčšia, než vel’kost’ uhla COD. Zistite
obsah kruhu ohraničeného kružnicou γ ak |CD| = 10.

15. Osi uhlov trojuholńıka ABC s obsahom 2 sú pred́lžené až po priesečńıky s kružnicou oṕısanou
trojuholńıku ABC rôzne od bodov A, B a C. Tieto body tvoria nový trojuholńık. Zistite jeho
obsah, ak viete, že uhly trojuholńıka ABC sú rovné π/6, π/3 a π/2.

16. Do kružnice s vel’kost’ou polomeru 2
√
7 je vṕısaný lichobežńık ABCD, pričom jeho základňa AD je

jej priemerom a B̂AD = π/3. Tetiva CE pret́ına priemer AD v bode P tak, že |AP | : |PD| = 1 : 3.
Zistite obsah trojuholńıka BPE.

17. Z vrchola pri tupom uhle A trojuholńıka ABC je spustená výška AD. Kružnica so stredom v bode
D, ktorá prechádza bodom A, pret́ına strany trojuholńıka AB a AC postupne v bodoch M a N .
Vypoč́ıtajte vel’kost’ strany AC ak viete, že |AB| = c, |AM | = n, |AN | = m.

18. Cez bod C vedú dve priamky, ktoré sa dotýkajú kružnice v bodoch A a B. Na väčšom z oblúkov
AB je daný bod D tak, že sin ÂCD · sin B̂CD = 1/3. Zistite vzdialenost’ bodu D od tetivy AB ak
viete, že |CD| = 2.
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19. V trojuholńıku ABC je bod O stredom oṕısanej kružnice, bod L lež́ı na úsečke AB a |AL| = |LB|.
Kružnica oṕısaná trojuholńıku ALO pret́ına priamku AC v bode K. Zistite obsah trojuholńıka
ABC ak ÂOL = π/4, |LK| = 8, |AK| = 7.

20. V kružnici je daný priemer MN a s ńım rovnobežná tetiva AB. Dotyčnica ku kružnici v bode M
pret́ına priamky NA a NB postupne v bodoch P a Q. Vieme, že |MP | = p, |MQ| = q. Zistite
vel’kost’ priemeru MN .

21. Pred́lženie t’ažnice trojuholńıka ABC vedenej z vrchola A pret́ına kružnicu oṕısanú trojuholńıku
ABC v bode D. Zistite vel’kost’ úsečky BC, ak sú vel’kosti úsečiek AC a DC rovné 1.

22. Konvexný štvoruholńık ABCD je vṕısaný do kružnice. Uhlopriečka AC je osou uhla BAD a pret́ına
sa s uhlopriečkou BD v bode K. Zistite vel’kost’ úsečky KC ak viete, že |AK| = 6, |BC| = 4.

23. Dĺžka strany AB trojuholńıka ABC je rovná 3, E je priesečńık pred́lženia osi uhla CD trojuholńıka
ABC s kružnicou jemu oṕısanou, |BC| = 2 · |AC|, |DE| = 1. Zistite vel’kost’ strany AC.

24. V trojuholńıku ABC plat́ı B̂AC = 5π/12, |AB| = c, |AC| = b. Na strane BC je zvolený bod M

tak, že B̂AM = π/6. Pred́lženie priamky AM pret́ına kružnicu oṕısanú trojuholńıku v bode N .
Zistite vel’kost’ úsečky AN .

25. Kružnica so stredom v bode O, ktorý lež́ı na prepone AC pravouhlého trojuholńıka ABC sa dotýka
jeho odvesien AB a BC. Zistite vel’kost’ AC ak viete, že |AM | = 20/9, |AN | : |MN | = 6 : 1 kde M
je bod dotyku AB s kružnicou a N je priesečńık kružnice s AC, ktorý lež́ı medzi A a O.

26. Štvoruholńık ABCD je vṕısaný do kružnice so stredom v bode O. Polomer OA je kolmý na polomer
OB a polomer OC je kolmý na polomer OD. Vel’kost’ kolmice spustenej z bodu C na priamku AD
je rovná 9, |AD| = 2|BC|. Zistite obsah trojuholńıka AOB.

27. V trojuholńıku ABC je |AB| = 3, ÂCB = arcsin 3
5 . TetivaKN kružnice oṕısanej trojuholńıku ABC

pret́ına úsečky AC a BC postupne v bodoch M a L. Vieme, že ÂBC = ĈML, obsah štvoruholńıka
ABLM je rovný 2, |LM | = 1. Zistite vel’kost’ výšky trojuholńıka KNC spustenej z vrchola C
a obsah tohto trojuholńıka.

28. V trojuholńıku ABC lež́ı bod D na strane BC a priamka AD sa pret́ına s osou uhla ACB v bode O.
Vieme, že body C, D a O ležia na kružnici, stred ktorej sa nachádza na strane AC, vel’kost’ uhla
DAC je trojnásobok vel’kosti uhla DAB, |AC| : |AB| = 3 : 2. Zistite kośınus vel’kosti uhla ACB.

29. V trojuholńıku ABC je zostrojená stredná priečka MN , ktorá spája strany AB a BC. Kružnica,
ktorá vedie cez body M , N a C sa dotýka strany AB a jej polomer má vel’kost’

√
2. Zistite sin ÂCB

ak |AC| = 2.

30. V trojuholńıku ABC má strana BC d́lžku 4 a strana AB d́lžku 2
√
19. Vieme, že stred kružnice,

ktorá prechádza cez stredy strán trojuholńıka ABC lež́ı na osi uhla C. Zistite vel’kost’ strany AC.

31. Uhlopriečky konvexného štvoruholńıkaABCD sa pret́ınajú v bode E, CA je os uhla C, |AB| = |AD|,
B̂AD = 7π/9, B̂EA = 11π/18. Zistite vel’kost’ uhla CDB.

32. V trojuholńıku ABC sa os AD uhla A a os BL uhla B pret́ınajú v bode F . Okrem toho plat́ı, že
L̂FA = π/3.

(a) Zistite vel’kost’ uhla ACB.

(b) Ak viete, že |AB| = 2, ĈLD = π/4, zistite obsah trojuholńıka ABC.
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33. V lichobežńıku KLMN plat́ı LM ∥ KN , K̂LM = π/2. Kružnica prechádza bodmiM a N a dotýka
sa priamky KL v bode A. Zistite obsah trojuholńıka AMN ak viete, že |LM | = l, |KN | = k,
|MN | = a.

34. Dve kružnice sa pret́ınajú v bodoch A a K. Ich stredy ležia na rôznych stranách od priamky
obsahujúcej úsečku AK. Body B a C ležia na rôznych kružniciach. Priamka obsahujúca úsečku AB
sa dotýka jednej z kružńıc v bode A. Priamka obsahujúca úsečku AC sa dotýka druhej z kružńıc
v bode A. |BK| = 1, |CK| = 4 a tangens vel’kosti uhla CAB je rovný 1/

√
15. Zistite obsah

trojuholńıka ABC.

35. V trojuholńıku ABC je vel’kost’ uhla B rovná π/6. Cez body A a B prechádza kružnica, ktorá má
vel’kost’ polomeru 2 a dotýka sa priamky AB v bode A. Cez body B a C prechádza kružnica, ktorá
má vel’kost’ polomeru 3, ktorá sa dotýka priamky AC v bode C. Zistite |AC|.

36. Dve kružnice sa zvonka dotýkajú v bode A. Priamka, ktorá prechádza cez bod A pret́ına prvú
kružnicu v bode B a druhú v bode C. Dotyčnica k prvej kružnici prechádza cez bod B a pret́ına
druhú kružnicu v bodoch D a E (D lež́ı medzi B a E). Vieme, že |AB| = 5 a |AC| = 4. Zistite
vel’kost’ úsečky CE a vzdialenost’ bodu A od stredu kružnice, ktorá sa dotýka úsečky AD a pred́lžeńı
úsečiek ED a EA postupne za body D a A.

2.2 Dotyčnice, tetivy, sečnice

Teória

1 Obsah kruhu, kruhového výseku, kruhového odseku

Uvedieme vzorce pre obsah kruhu, kruhového výseku a kruhového odseku:

A B

C

D

O

α

α

� Obsah kruhu s polomerom vel’kosti r je rovný πr2.

� Obsah kruhového výseku s vel’kost’ou α z kruhu s vel’-

kost’ou polomeru r (na obrázku AOB) je rovná
r2α

2
.

� Obsah kruhového odseku s vel’kost’ou α z kruhu
s vel’kost’ou polomeru r (na obrázku CD) je rovná
r2(α− sinα)

2
.

Poznamenajme, že vzorec pre obsah kruhu sa oplat́ı zobrat’ ako axiómu z ktorej môžeme odvodit’ vzorce
pre obsah kruhového výseku a odseku.

2 Dotyčnice vedené z jedného bodu

Úsečky dotýkajúce sa kružnice, vedené z jedného bodu, majú rovnakú dĺ̌zku a zvierajú rovnaké uhly
s priamkou, ktorá spája tento bod a stred kružnice: |AL| = |AK|, ÔAL = ÔAK.

A

K

L

O

Dôkaz tohto tvrdenia je triviálny: vd’aka tomu, že OA
je spoločná strana trojuholńıkov OAK a OAL, uhly OKA
a OLA sú pravé a vel’kosti úsečiek OK a OL sú rovnaké (obe
sú polomery kružnice), pravouhlé trojuholńıky OAK a OAL
sa zhodujú v prepone a jednej odvesne. Z toho vyplýva, že
|AL| = |AK|, ÔAL = ÔAK. Poznamenajme, že fakticky sme
dokázali aj toto tvrdenie: Stred kružnice vṕısanej do uhla lež́ı
na jeho osi.
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3 Vlastnost’ pret́ınajúcich sa tet́ıv

Súčiny dĺ̌zok úsečiek, na ktoré sa navzájom delia
pret́ınajúce sa tetivy, sú rovnaké.

A

B

C

D K

|AK| · |KB| = |CK| · |KD|.

Aby sme tento fakt zdôvodnili, všimneme si, že uhly BAD
a BCD sú obvodové uhly zostrojené nad tým istým oblúkom.
Znamená to, že sú zhodné. Ked’ prihliadneme na to, že uhly
AKD a BKC sú rovné, pretože sú vrcholové, dostaneme, že
trojuholńıky AKD a CKB sú podobné (kvôli dvom uhlom).

Z tejto podobnosti vyplýva |AK|
|CK| =

|KD|
|KB| ⇐⇒ |AK| · |KB| =

|CK| · |KD|, čo sme potrebovali dokázat’.

4 Vlastnost’ sečńıc

Súčin dĺ̌zok úsečiek ležiacich na sečnici, ktoré vedú z daného bodu k priesečńıkom s kružnicou je pre
všetky sečnice prechádzajúce daným bodom konštantná veličina. Táto veličina je rovná druhej mocnine
vel’kosti úsečky, ktorá je dotyčnicou vedenou z toho istého bodu.

A

B

C

D

E

K|AB| · |AC| = |AD| · |AE| = |AK|2.

Vezmime si l’ubovol’nú sečnicu AC. Uhol AKB je uhol
medzi dotyčnicou a tetivou, preto je rovný polovici miery
oblúka

>
KB a rovný uhlu KCB. Z toho vyplýva podobnost’

trojuholńıkov AKB a ACK z čoho dostaneme

|AK|
|AC|

=
|AB|
|AK|

⇐⇒ |AB| · |AC| = |AK|2.

Je zrejmé, že ohl’adom druhej sečnice AE vedenej z bodu A
môžeme spravit’ rovnaké úvahy a obdržat’ rovnaký výsledok.6

Je tiež možné postupovat’ takto: Všimneme si, že uhly BCD a BED sú zhodné kvôli vlastnostiam
obvodových uhlov a preto sú trojuholńıky ACD a AEB podobné. Z tejto podobnosti vyplýva

|AC|
|AE|

=
|AD|
|AB|

⇐⇒ |AB| · |AC| = |AD| · |AE|.

Q.E.D.

5 Vlastnost’ štvoruholńıka oṕısaného kružnici

V l’ubovol’nom štvoruholńıku oṕısanému kružnici sú súčty dĺ̌zok protil’ahlých strán rovnaké a stred tejto
kružnice lež́ı na priesečńıku jeho ośı uhlov.

Na dôkaz tohto faktu použijeme vetu o rovnosti vel’kost́ı úsečiek na dotyčniciach. Dostaneme z nej
nasledujúce rovnosti:

|AP | = |AS|, |BP | = |BQ|,

|CQ| = |CR|, |DR| = |DS|,

6Pozn. prekl.: Podl’a tohto a predošlého tvrdenia je pre daný bod A, kružnicu k a l’ubovol’nú sečnicu kružnice, ktorá cez
bod A prechádza, súčin |AB| · |AC| konštanta, pričom body B a C sú priesečńıky kružnice a sečnice. Hodnota tohto súčinu
sa nazýva mocnost’ bodu A ku kružnici k.
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A

B
C

D

P

Q

R

S

O

∠OAS = ∠OAP, ∠OBP = ∠OBQ,

∠OCQ = ∠OCR, ∠ODR = ∠ODS.

Z toho priamo vyplýva, že stred kružnice vṕısanej do
štvoruholńıka lež́ı na priesečńıku jeho ośı uhlov. Źıskat’ rov-
nost’ súčtov d́lžok protil’ahlých strán je tiež úplne jednoduché:

|AB|+ |CD| = |AP |+ |BP |+ |CR|+ |DR| =

|AS|+ |DS|+ |BQ|+ |CQ| = |AD|+ |BC|.

6 Vlastnost’ tetivy kolmej na priemer

Ak priemer kružnice prechádza stredom niektorej tetivy tejto kružnice, tak je na túto tetivu kolmý.
Plat́ı aj opačné tvrdenie: Ak sa priemer kružnice kolmo pretne s niektorou tetivou kružnice, tak ju deĺı na
polovice.

A B

C

D

OK

Dokázat’ tieto tvrdenia vôbec nie je t’ažké: ak vieme, že
niektorú tetivu deĺı priemer na polovice, čiže |CK| = |DK|,
tak sú trojuholńıky COK a DOK podl’a vety sss zhodné,
z čoho vyplýva rovnost’ uhlov CKO a DKO. Ale tieto uhly
sú susedné, takže musia byt’ obidva pravé, čiže AB ⊥ CD.

Ak vieme, že niektorá tetiva je kolmá na priemer, čiže
AB ⊥ CD, tak pravouhlé trojuholńıky COK a DOK majú
zhodnú preponu a odvesnu, z čoho vyplýva rovnost’ vel’kosti
úsečiek CK a DK.

7 Vlastnost’ spoločnej tetivy dvoch pret́ınajúcich sa
kružńıc

Spoločná tetiva dvoch pret́ınajúcich sa kružńıc je kolmá na priamku, ktorá spája ich stredy a táto
priamka ju deĺı na polovice.

A

B

O1 O2H

A

B

O1 O2
H

Zdôvodnit’ tento fakt je jednoduché: Ked’že |AO1| = |BO1| a |AO2| = |BO2|, tak oba body O1 a O2

ležia na osi úsečky AB a preto O1O2 ⊥ AB, |AH| = |BH|.

8 Vlastnosti dotýkajúcich sa kružńıc

Ak sa dve kružnice dotýkajú (zvnútra alebo zvonka), tak ich stredy a bod dotyku ležia na jednej priamke.
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O1 O2K O1O2K

Pravdivost’ tohto tvrdenia vyplýva z toho, že polomer kružnice, ktorý spája jej stred s dotykovým
bodom s niektorou priamkou je kolmý na túto priamku.

Ak sa dve kružnice dotýkajú zvonka, tak dĺ̌zka úsečky ležiacej na ich spoločnej vonkaǰsej dotyčnici
a ohraničenej dotykovými bodmi je rovná dvojnásobku odmocniny zo súčinu dĺ̌zok ich polomerov a ich
spoločná vnútorná dotyčnica tú úsečku deĺı na polovicu.

|H1H2| = 2
√

|O1H1| · |O2H2|, |H1M | = |H2M |.

O1

O2

H1 H2

N
K

M

Toto tvrdenie dokážeme. Polož́ıme |O1H1| = R,
|O2H2| = r a budeme predpokladat’, že R ≥ r. Zostroj́ıme
úsečku O2N rovnobežnú s H1H2. Potom bude NH1H2O2

pravouholńık,

|H1H2| = |NO2|, |NH1| = |O2H2| = r,

teda |O1N | = |O1H1| − |NH1| = R− r. Tiež si všimneme, že
vzhl’adom na to, že body O1, O2 a K ležia na jednej priamke,

|O1O2| = |O1K|+ |O2K| = R+ r.

Ked’ pre trojuholńık O1O2N naṕı̌seme Pytagorovu vetu, dostaneme

|H1H2| = |NO2| =
√

|O1O2|2 − |O1N |2 =
√
(R+ r)2 − (R− r)2 = 2

√
Rr.

Potom si všimneme, že vzhl’adom na vlastnost’ dotyčńıc vedených z jedného bodu ku kružnici
|KM | = |H1M |, |KM | = |H2M | a preto |H1M | = |H2M |.
Q.E.D.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Dotyčnica ku kružnici s bodom dotyku K je rovnobežná s jej tetivou LM . Viete, že |LM | = 6,
|KM | = 5. Zistite vel’kost’ polomeru tejto kružnice.

O

H L

K

M

P

Riešenie. Zostroj́ıme priemer danej kružnice, ktorý prechádza
bodom K. Ked’že K je dotykový bod, tak bude kolmý na
dotyčnicu zo zadania úlohy a ked’že je tetiva LM s ňou
rovnobežná, tak bude kolmý aj na tú tetivu. Označ́ıme
priesečńık tetivy LM s týmto priemerom ṕısmenom H, stred
kružnice označ́ıme ṕısmenom O a druhý koniec toho priemeru
označ́ıme ṕısmenom P .

Ked’že |LM | = 6 a tetiva kolmá na priemer je ńım roz-
delená na polovice, tak |LH| = |HM | = 3. Z pravouhlého
trojuholńıka MKH dostaneme

|KH|2 = |KM |2 − |HM |2 = 16 =⇒ |KH| = 4.
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Teraz označ́ıme vel’kost’ polomeru kružnice R a potom

|KP | = 2R, |HP | = |KP | − |KH| = 2R− 4.

Ked’ použijeme vetu o súčine d́lžok úsečiek na pret́ınajúcich sa tetivách, dostaneme

|LH| · |HM | = |KH| · |HP | =⇒ 9 = 4 · (2R− 4) =⇒ R =
25

8
.

Odpoved’.
25

8
.

Úloha 2. Dve kružnice s vel’kost’ami polomerov 4 a 3 majú vonkaǰśı dotyk. K týmto kružniciam sú
zostrojené spoločné dotyčnice PQ a RS tak, že body P a S ležia na väčšej kružnici a body Q a R ležia
na menšej kružnici. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice, ktorá sa dotýka úsečiek RS, SP a PQ.

O
H

P

Q

R S

O′
O′′

Riešenie. Stred kružnice, ktorá sa dotýka úsečiek
RS, SP a PQ lež́ı na priesečńıku ośı uhlov
RSP a SPQ. Tento fakt bude východźım bodom
riešenia.

Označ́ıme stredy kružńıc zo zadania ṕısmenami
O′ a O′′ (O′ je stred kružnice s väčš́ım polomerom).
Všimnime si pravouhlý lichobežńık O′PQO′′.
Ked’že kružnice sa dotýkajú, tak |O′O′′| = 7,

cos P̂O′O′′ =
|O′P | − |O′′Q|

|O′O′′|
=

1

7
,

sin P̂O′O′′ =

√
1− 1

49
=

4
√
3

7
.

Teraz poriadne zdôvodńıme niektoré tvrdenia, ktoré sú zrejmé zo symetrie. Nech L je priesečńık priamok
PQ a RS. Potom sú obe kružnice vṕısané do uhla PLS a preto body O′ a O′′ ležia na osi tohto uhla
a |LP | = |LS|. To znamená, že trojuholńık PLS je rovnoramenný a jeho os uhla pri vrchole L je súčasne
jeho t’ažnicou aj výškou. To znamená, že priamka O′O′′ je kolmá na úsečku PS a prechádza jej stredom
(označme ho ṕısmenom H).

Okrem toho sú uhly RSP a SPQ zhodné. Znamená to, že ak označ́ıme ṕısmenom O priesečńık ich
ośı, tak budú uhly OSP a OPS tak isto zhodné. To znamená, že |OP | = |OS|, takže bod O lež́ı na
osi úsečky PS, čiže na priamke O′O′′ a okrem toho je H dotykový bod úsečky PS a kružnice, vel’kost’

polomeru ktorej hl’adáme. To sa dá l’ahko dokázat’ sporom. Nech ten bod dotyku nie je bod H, označme
si ho K. Trojuholńıky OKP a OKS sú zhodné (kvôli prepone a odvesne), to znamená, že |KP | = |KS|.
To je spor s tým, že K nie je stred PS.

Teraz zostáva urobit’ krátky výpočet a zistit’ hl’adanú veličinu |OH|.

tg ÔPH = tg

(
1

2
·
(π
2
− Ô′PH

))
= tg

1

2
P̂O′H =

sin P̂O′H

1 + cos P̂O′H
=

√
3

2

|PH| = |PO′| · sin P̂O′H =
16
√
3

7
, |OH| = |PH| · tg ÔPH =

16
√
3

7
·
√
3

2
=

24

7
.

Odpoved’.
24

7
.

Úloha 3. V trojuholńıku ABC je dané B̂AC = α , B̂CA = β, |AC| = b. Na strane BC je daný bod D
tak, že |BD| = 3|DC|. Cez body B a D vedie kružnica, ktorá sa dotýka strany AC alebo jej pred́lženia
za bod A. Zistite vel’kost’ polomeru tejto kružnice.
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O

H

B CD

A′

A′′
ψ

2ψ

Riešenie. Kvôli názornosti sú na obrázku zobrazené oba
pŕıpady: Dotykový bod priamky AC s kružnicou (ktorý je
označený ṕısmenom H) môže ale nemuśı ležat’ na úsečke AC.
Vidno, že v tejto úlohe sú na začiatku zadané základné prvky
trojuholńıka ABC pričom treba zistit’ dostatočne exotickú
veličinu. Budeme ju zist’ovat’ z rovnoramenného trojuholńıka
DHO. Potrebujeme zistit’ vel’kost’ uhla DOH a d́lžku úsečky
DH. Budeme postupovat’ dôsledne a najprv zist́ıme d́lžky
strán trojuholńıka ABC tak, že naň použijeme śınusovú vetu:

|AC|
sin ÂBC

=
|AB|

sin ÂCB
=

|BC|
sin B̂AC

=⇒

=⇒ b

sin(π − α− β)
=

|AB|
sinβ

=
|BC|
sinα

=⇒ |AB| = b sinβ

sin(α+ β)
, |BC| = b sinα

sin(α+ β)
.

Kvôli skráteniu zápisu budeme d́lžku strany BC označovat’ ṕısmenom Q. Ďalej ked’že |BD| = 3|DC|, tak
|DC| = 1

4Q. Ked’ využijeme mocnost’ bodu ku kružnici, dostaneme

|CH|2 = |CD| · |BC| =⇒ |CH|2 = Q

4
·Q =⇒ |CH| = Q

2
.

Teraz z trojuholńıka CDH s použit́ım kośınusovej vety zist́ıme vel’kost’ strany DH a vel’kost’ uhla CHD:

|DH|2 = |CD|2 + |CH|2 − 2 · |CD| · |CH| · cos D̂CH =⇒

|DH|2 = Q2

16
+
Q2

4
− Q2 cosβ

4
=⇒ |DH| = Q

4
·
√
5− 4 cosβ;

|CD|2 = |CH|2 + |DH|2 − 2 · |CH| · |DH| · cos ĈHD =⇒

=⇒ Q2

16
=
Q2

4
+
Q2

16
+
Q2

4
− Q2 cosβ

4
− Q2 ·

√
5− 4 cosβ

4
cos ĈHD =⇒

=⇒ cos ĈHD =
2− cosβ√
5− 4 cosβ

=⇒ sin ĈHD =

√
1− cos2 β

5− 4 cosβ
=

sinβ√
5− 4 cosβ

.

Na koniec využijeme vlastnost’ uhla medzi dotyčnicou a tetivou a dostaneme D̂OH = 2ĈHD kde O je
stred kružnice. Vd’aka tomu źıskame vel’kost’ polomeru kružnice z rovnoramenného trojuholńıka DOH:

R =
1
2 |DH|

sin 1
2D̂OH

=
|DH|

2 sin ĈHD
=

Q
4 ·

√
5− 4 cosβ

2 sinβ√
5−4 cosβ

=
Q(5− 4 cosβ)

8 sinβ
.

Ked’ do tohto vzt’ahu dosad́ıme hodnotu Q, dostaneme odpoved’. Z riešenia vidno, že odpoved’ nezáviśı
od toho, kde sa nachádza bod A.

Odpoved’.
b sinα(5− 4 cosβ)

8 sinβ sin(α+ β)
.

Úloha 4. Na strane BC trojuholńıka ABC je daný bod D tak, že ĈAD = 2 · B̂AD. Vel’kosti polomerov
kružńıc vṕısaných do trojuholńıkov ACD a ABD sú postupne rovné 8 a 4, vzdialenost’ medzi bodmi
dotyku týchto kružńıc s priamkou BC je rovná

√
129. Zistite |AD|.
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A

B CD

I

J

O′

O

H H ′

Riešenie. Označ́ıme stred kružnice s polomerom d́lžky 4 ṕısmenom O, stred druhej kružnice označ́ıme
ṕısmenom O′. Body ich dotyku s úsečkou BC označ́ıme postupne ako H a H ′, body ich dotyku s úsečkou
AD ako J a I. Vypoč́ıtame vel’kost’ úsečky IJ dvomi spôsobmi.

Uvažujme o pravouhlých trojuholńıkoch AOJ a AO′I. Označme vel’kost’ uhla BAD ako 2α, potom
zo zadania bude vel’kost’ uhla CAD rovná 4α. Body O a O′ sú stredy kružńıc vṕısaných do trojuholńıkov

ABD a ACD, preto sú AO a AO′ osi uhlov BAD a CAD, z čoho vyplýva ÔAD = α, Ô′AD = 2α a

|AJ | = |OJ | cotg ÔAJ = 4 cotgα

|AI| = |O′I| cotg Ô′AI = 8 cotg 2α = 8 · cotg
2 α− 1

2 cotgα
= 4 cotgα− 4

cotgα
< 4 cotgα = |AJ |.

To znamená, že |DI| > |DJ |. Teraz si všimneme, že DO je os uhla ADB a DO′ je os uhla ADC. Vieme,

že uhol medzi osami dvoch susedných uhlov je pravý, teda ÔDO′ = π/2. Preto ÔDJ = D̂O′I. Z toho
vyplýva, že trojuholńıky ODJ a DO′I sú podobné, z čoho vyplýva

|OJ |
|DJ |

=
|DI|
|O′I|

=⇒ |DJ | · |DI| = 32.

Okrem toho vd’aka vete o úsečkách na dotyčniciach z jedného bodu ku kružnici plat́ı |DH| = |DJ |
a |DH ′| = |DI|. Z toho dostaneme |DJ |+ |DI| = |DH|+ |DH ′| = |HH ′| =

√
129. Ked’ vyriešime źıskanú

sústavu rovńıc, dostaneme

|DJ | =
√
129− 1

2
, |DI| =

√
129 + 1

2

Preto |IJ | = |DI| − |DJ | = 1. Okrem toho |IJ | = |AJ | − |AI|, z čoho dostaneme

4 cotgα− 8 cotg 2α = 1 =⇒ 8− 8 cotg2 α

2 cotgα
+ 4 cotgα = 1 =⇒ cotgα = 4.

Preto

|DJ | =
√
129− 1

2
, |AJ | = 4 cotgα = 16, |AD| = |AJ |+ |DJ | = 31 +

√
129

2
.

Odpoved’.
31 +

√
129

2
.



2.2. DOTYČNICE, TETIVY, SEČNICE 69

Úlohy

1. Nad ramenom BC rovnoramenného trojuholńıka ABC je ako nad priemerom zostrojená kružnica,
ktorá pret́ına základňu tohto trojuholńıka v bode D. Zistite vzdialenost’ jej stredu od bodu A, ak
|AD| =

√
3, ÂBC = 2π/3.

2. V trojuholńıku ABC kde |AB| = 4, sú stupňové miery uhlov BAC a ABC rovné postupne 30◦

a 130◦. Nad stranou AB ako nad priemerom je zostrojený kruh. Zistite obsah časti tohto kruhu,
ktorá lež́ı vo vnútri trojuholńıka ABC.

3. Z bodu M , ktorý lež́ı na kružnici, zostroj́ıme tri tetivy MN , MP a MQ tak, že |MN | = 1,
|MP | = 6, |MQ| = 2. Okrem toho sú vel’kosti uhlov NMP a PMQ rovnaké. Zistite vel’kost’

polomeru tejto kružnice.

4. V trojuholńıku ABC s priemerom 2p je d́lžka strany AC rovná a a vel’kost’ ostrého uhla ABC je
rovná α. Kružnica vṕısaná do trojuholńıka ABC so stredom O sa dotýka strany BC v bode K.
Zistite obsah trojuholńıka BOK.

5. Do trojuholńıka ABC je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka jeho strán AB, BC a AC postupne
v bodochM , D a N . Vypoč́ıtajte vel’kost’ úsečkyMD ak viete, že |NA| = 2, |NC| = 3, B̂CA = π/3.

6. Kružnica sa dotýka strán AB a BC trojuholńıka ABC postupne v bodoch D a E. Zistite vel’kost’

výšky trojuholńıka ABC spustenej z vrchola A, ak |AB| = 5, |AC| = 2 a body A, D, E a C ležia
na jednej kružnici.

7. Dve kružnice majú vonkaǰśı dotyk v bode A. Ich spoločná dotyčnica sa dotýka prvej kružnice v bode
B a druhej kružnice v bode C. Priamka, ktorá prechádza cez body A a B pret́ına druhú kružnicu
v bode D. Vieme, že |AB| = 5, |AD| = 4. Zistite |CD|.

8. V kružnici s vel’kost’ou polomeru 4 je daná tetiva AB a priemer AK, pričom B̂AK = π/8. Cez bod
B prechádza dotyčnica k tejto kružnici, ktorá pret́ına pred́lženie priemeru AK v bode C. Zistite
vel’kost’ t’ažnice AM trojuholńıka ABC.

9. V trojuholńıku ABC je nad stranou AC ako nad priemerom zostrojená kružnica, ktorá pret́ına
stranu AB v bode M a stranu BC v bode N . Vieme, že d́lžka úsečky AB je rovná 3, d́lžka úsečky
AC je rovná 2, |AM | : |MB| = 2 : 3. Zistite vel’kost’ úsečky AN .

10. Kružnica prechádza cez vrcholy A a C trojuholńıka ABC, pret́ına stranu AB v bode D a stranu
BC v bode E. Zistite vel’kost’ uhla CDB, ak |AD| = 5, |AC| = 2

√
7, |BE| = 4, |BD| : |CE| = 3 : 2.

11. Do štvoruholńıka ABCD je vṕısaná kružnica s vel’kost’ou polomeru 2. UholDAB je pravý, |AB| = 5,
|BC| = 6. Zistite obsah štvoruholńıka ABCD.

12. Kružnica, ktorá prechádza cez vrchol A trojuholńıka ABC sa dotýka strany BC v bodeM a pret́ına
strany AC a AB postupne v bodoch L a K. Zistite pomer |AC| : |AB| ak viete, že d́lžka úsečky
CL je dvakrát väčšia, než d́lžka úsečky BK a |CM | : |BM | = 3 : 2

13. V kruhu so stredom O pret́ına tetiva AB polomer OC v bode D, pričom vel’kost’ uhla ADC je
rovná 2π/3. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice, ktorá sa dotýka úsečiek AD a DC a oblúka AC, ak
|OC| = 2, |OD| =

√
3.

14. Dve kružnice s rôznymi polomermi sa v bode A dotýkajú tej istej priamky a nachádzajú sa od nej
na rôznych stranách. Úsečka AB je priemer kružnice s menš́ım polomerom. Z bodu B zostroj́ıme
dve priamky, ktoré sa dotýkajú kružnice s väčš́ım polomerom v bodoch M a N . Priamka, ktorá

prechádza cez body M a A pret́ına menšiu kružnicu v bode K. Vieme, že |MK| =
√
2 +

√
3,
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B̂MA = π/12. Zistite obsah útvaru ohraničenému úsečkami BM a BN z dotyčńıc a tým oblúkom
MN na väčšej kružnici, ktorý neobsahuje bod A.

15. Dve kružnice, ktorých vel’kosti polomerov sú v pomere (9− 4
√
3) : 1, sa dotýkajú zvnútra. Sú dané

dve tetivy väčšej kružnice rovnakej d́lžky, ktoré sa dotýkajú menšej kružnice. Jedna z týchto tet́ıv je
kolmá na úsečku spájajúcu stredy kružńıc a druhá nie. Zistite vel’kost’ uhla medzi týmito tetivami.

16. Dve kružnice s vel’kost’ami polomerov 6 a 8 sa pret́ınajú v bodoch A a B. Cez stredy O1 a O2 týchto
kružńıc vedie priamka. C1 a C2 sú dva zo štyroch priesečńıkov tejto priamky s kružnicami, pričom
bod C1 lež́ı na kružnici so stredom O1 a vel’kost’ úsečky C1C2 je väčšia než 20. Zistite vzdialenost’

medzi bodmi O1 a O2 ak je súčin obsahov trojuholńıkov C1O1A a C2O2B rovný 336.

17. V kruhu s polomerom vel’kosti 1 sú dané tetivy AB a BC. Zistite obsah časti tohto kruhu, ktorá
lež́ı vo vnútri uhla ABC, ak je uhol BAC ostrý, |AB| =

√
2 a |BC| = 10/7.

18. Vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku KLM je rovná R. Cez vrchol L vedie priamka
kolmá na stranu KM . Túto priamku pret́ınajú osi strán KL a LM v bodoch A a B. Viete, že
|AL| = a. Zistite |BL|.

19. V kružnici s vel’kost’ou polomeru R je daná tetiva AB a priemer AC. Tetiva PQ kolmá na priemer
AC pret́ına tetivu AB v bode M .Vieme, že |AB| = a, |PM | : |MQ| = 1 : 3. Zistite vel’kost’

úsečky AM .

20. Priemer AB a tetiva CD kružnice sa pret́ınajú v bode E tak, že |CE| = |DE|. Cez body B a C
vedú dve dotyčnice k tejto kružnici, ktoré sa pret́ınajú v bode K. Úsečky AK a CE sa pret́ınajú
v bode M . Zistite obsah trojuholńıka CKM ak |AB| = 10, |AE| = 1.

21. Je daná kružnica s polomerom vel’kosti 2 a stredom v bode O. Z konca úsečky OA, ktorá pret́ına
úsečku v bode M je ku kružnici zostrojená dotyčnica AK. Vel’kost’ uhla OAK je rovná π/3. Zistite
vel’kost’ polomeru kružnice, ktorá sa dotýka úsečiek AK, AM a oblúka MK.

22. Obsah trojuholńıka ABC je rovný 3
√
15 a vel’kost’ polomeru do neho vṕısanej kružnice je rovná√

15/3. Kružnica s vel’kost’ou polomeru 5
√
15/9 sa dotýka polpriamok tvoriacich uholACB a kružnice

vṕısanej trojuholńıku ABC. Zistite tg ÂBC ak najväčšia zo strán trojuholńıka ABC je strana AC.

23. Do trojuholńıka ABC je vṕısaná kružnica γ. Dotyčnica k tejto kružnici rovnobežná so stranou
BC pret́ına stranu AB v bode D a stranu AC v bode E. Obvody trojuholńıkov ABC a ADE sú
postupne rovné 40 a 30, ÂBC = 2β. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice γ.

24. Do uhla s vrcholom A a vel’kost’ou π/3 je vṕısaná kružnica so stredom v bode O. K tejto kružnici
je zostrojená dotyčnica, ktorá pret́ına strany uhla v bodoch B a C. Úsečky BC a AO sa pret́ınajú
v bodeM . Zistite vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej do trojuholńıka ABC ak |AM | : |MO| = 2 : 3,
|BC| = 7.

25. Dve kružnice s polomermi vel’kosti R a r sa pret́ınajú v bodoch A a B a dotýkajú sa nejakej priamky
v bodoch C a D. Bod N je priesečńık priamok AB a CD (B je medzi A a N). Zistite:

1) vel’kost’ polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku ACD;

2) pomer vel’kost́ı výšok trojuholńıkov NAC a NAD spustených z vrchola N .

26. V trojuholńıku ABC je B̂AC = α, |AC| = b. Kružnica do neho vṕısaná sa dotýka strán AB a BC
v bodoch M a N , os uhla BAC pret́ına priamku MN v bode K. Zistite vzdialenost’ bodu K od
priamky AC.
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27. Do uhla je vṕısaných niekol’ko kružńıc, ktorých polomery sa zväčšujú. Každá d’aľsia kružnica sa
dotýka predchádzajúcej. Zistite súčet d́lžok druhej a tretej kružnice, ak je vel’kost’ polomeru prvej
rovná 1 a obsah kruhu ohraničeného štvrtou kružnicou je rovný 64π.

28. Na strane OK ostrého uhla KOM je daný bod L (L lež́ı medzi O a K). Kružnica prechádza cez
bodyK a L a dotýka sa polpriamky OM v bodeM . Na oblúku tejto kružnice LM , ktorý neobsahuje
bod K je daný bod N . Vzdialenosti bodu N od priamok OM , OK a KM sú postupne rovné m, k
a l. Zistite vzdialenost’ bodu N od priamky LM .

29. Na priamke sú dané tri body L, M a N (M je medzi L a N , |LM | ̸= |MN |). Nad úsečkami LM ,
MN a LN sú ako nad priemermi zostrojené polkružnice, stredy ich oblúkov sú postupne body A,
B a C. Bod C lež́ı na jednu stranu a body A a B na druhú stranu od priamky LN . Zistite vzt’ah
medzi obsahom útvaru, ktorý je ohraničený týmito tromi polkružnicami a obsahom trojuholńıka
ABC.

30. V kružnici γ sú dané tetivy KL, MN a PS. Tetivy KL a PS sa pret́ınajú v bode C, tetivy KL
a MN sa pret́ınajú v bode A a tetivy MN a PS sa pret́ınajú v bode B, pričom |AL| = |CK|,
|AM | = |BN |, |BS| = 5, |BC| = 4. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice γ ak je vel’kost’ uhla BAC
rovná π/4.

31. Je daná kružnica, ktorej priemer MN má vel’kost’ 16. Na dotyčnici k tejto kružnici v bode M je
vyznačená úsečka MP , ktorá má d́lžku väčšiu než 15. Z bodu P je zostrojená druhá dotyčnica ku
kružnici, ktorá pret́ına priamku MN v bode Q. Zistite obsah trojuholńıka MPQ, ak je jeho obvod
rovný 72.

32. Nad stranou BC ostrouhlého trojuholńıka ABC (AB ̸= AC) je ako nad priemerom zostrojená
polkružnica, ktorá pret́ına výšku AD v bode M , bod H je priesečńık výšok trojuholńıka ABC,
|AD| = a, |MD| = b. Zistite |AH|.

33. Tri kruhy so stredmi v bodoch P , Q a R sa po dvojiciach navzájom zvonka dotýkajú v bodoch A,
B a C. Vieme, že P̂QR = 2arcsin(1/3) a súčet vel’kost́ı polomerov všetkých troch kruhov je rovný
12
√
2. Akú najväčšiu d́lžku môže mat’ kružnica, ktorá prechádza bodmi A, B a C?

34. Kružnica vṕısaná rovnoramennému trojuholńıku ABC sa dotýka jeho základne AC v bode D
a ramena AB v bode E. Bod F je stred strany AB a bod G je priesečńık kružnice a úsečky FD
rôzny od D. Dotyčnica ku kružnici, ktorá prechádza bodom G pret́ına stranu AB v bode H. Zistite
vel’kost’ uhla BCA ak viete, že |FH| : |HE| = 2 : 3.

35. Z bodu A sú zostrojené ku kružnici dve dotyčnice (M a N sú body dotyku) a sečnica, ktorá pret́ına
kružnicu v bodoch B a C a tetivuMN v bode P . Vieme, že |AB| : |BC| = 2 : 3. Zistite |AP | : |PC|.

36. Dve kružnice so stredmi A a B a d́lžkami polomerov postupne 2 a 1 sa navzájom dotýkajú. Bod

C lež́ı na ich spoločnej dotyčnici a nachádza sa vo vzdialenosti 3
√
3

2
√
2
od stredu úsečky AB. Zistite

obsah S trojuholńıka ABC ak viete, že S > 2.





Kapitola 3

Štvoruholńıky a mnohouholńıky

3.1 Rovnobežńıky

Teória

Lomená čiara A1A2A3 . . . An je útvar pozostávajúci z bodov A1, A2,. . . , An (vrcholy lomenej čiary)
a úsečiek A1A2, A2A3,. . . , An−1An, ktoré ich spájajú (hrany lomenej čiary).

Jednoduchý mnohouholńık sa nazýva uzavretá lomená čiara, ktorá sama seba nepret́ına, ktorej susedné
hrany neležia na jednej priamke.

Ked’že sa v elementárnej geometrii uvažujú iba jednoduché mnohouholńıky, v d’aľsom texte budeme
automaticky pod mnohouholńıkom rozumiet’ jednoduchý mnohouholńık. Ak budeme mat’ na mysli sa-
mopret́ınajúci sa mnohouholńık, bude na to upozornené zvlášt’.

Defińıcia. Rovnobežńık je taký štvoruholńık, ktorého obe dvojice protil’ahlých strán sú rov-
nobežné.

Všimnime si, že rovnobežńık je konvexný štvoruholńık (teda lež́ı v jednej polrovine vzhl’adom na
l’ubovol’nú priamku, ktorá obsahuje jeho hranu), jeho uhlopriečky sa pret́ınajú a (tak ako uhlopriečky
každého konvexného mnohouholńıka) ležia v jeho vnútri.

1 Vlastnosti rovnobežńıka

Ak je štvoruholńık rovnobežńık, tak

1. Vel’kosti jeho protil’ahlých uhlov sú rovnaké.

2. Vel’kosti jeho protil’ahlých strán sú rovnaké.

3. Jeho uhlopriečky sa pret́ınajú a ich priesečńık ich deĺı na polovicu.

4. Trojuholńıky, na ktoré je rozdelený uhlopriečkami, majú rovnaké obsahy.

5. Súčet druhých mocńın dĺ̌zok jeho uhlopriečok je rovný súčtu druhých mocńın dĺ̌zok jeho strán.

A

B C

D

O

Majme rovnobežńık ABCD, priesečńık jeho uhlopriečok
označ́ıme O. Ked’že AB ∥ CD a AD ∥ BC, tak z vlastnost́ı
striedavých uhlov dostaneme

ÂCB = ĈAD, ÂCD = ĈAB,

ÂBD = B̂DC, ĈBD = ÂDB.

Z toho vyplýva, že za prvé

ÂBC = ÂBD + ĈBD = ĈDB + ÂDB = ÂDC,

73
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B̂AD = B̂AC + ĈAD = ÂCD + ÂCB = B̂CD

a za druhé, trojuholńıky ABC a CDA sú zhodné podl’a druhého kritéria pre zhodnost’ trojuholńıkov.7 To
znamená, že |AB| = |CD| a |BC| = |AD|. Ale potom sú trojuholńıky AOB a COD taktiež zhodné podl’a
druhého kritéria pre zhodnost’ trojuholńıkov a preto |AO| = |OC| a |BO| = |OD|. Z týchto rovnost́ı
s prihliadnut́ım k tomu, že śınusy uhlov AOB, BOC, COD a AOD sú rovnaké (pretože tieto uhly sú
susedné alebo vrcholové) dostávame rovnost’ obsahov trojuholńıkov, na ktoré je rovnobežńık rozdelený
svojimi uhlopriečkami.

Posledná vlastnost’ sa najjednoduchšie ukáže takto: Uhly ABC a BAD sú vnútorné uhly medzi dvoma
rovnobežkami BC a AD a ich sečnicou AB, preto je súčet ich vel’kost́ı rovný π a kośınusy ich vel’kost́ı
majú opačné hodnoty. Ked’ použijeme kośınusovú vetu na trojuholńıky ABC a BAD, využijeme, že
|AD| = |BC|, |AB| = |CD| a źıskané vzt’ahy sč́ıtame, dostaneme

|BD|2 = |AB|2 + |AD|2 − 2 · |AB| · |AD| · cos B̂AD =

= |CD|2 + |AD|2 + 2 · |AB| · |BC| · cos ÂBC

|AC|2 = |AB|2 + |BC|2 − 2 · |AB| · |BC| · cos ÂBC =⇒

=⇒ |AC|2 + |BD|2 = |AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |AD|2.

Q.E.D.

2 Kritériá pre rovnobežńık

Ak pre štvoruholńık plat́ı aspoň jedno z tvrdeńı:

1. Vel’kosti jeho protil’ahlých uhlov sú rovnaké.

2. Vel’kosti jeho protil’ahlých strán sú rovnaké.

3. Dvojica jeho protil’ahlých strán je rovnobežná a má rovnakú dĺ̌zku.

4. Jeho uhlopriečky sú ich priesečńıkom rozdelené na polovicu,

tak je to rovnobežńık.
Na doplnenie k týmto štyrom základným kritériám pre rovnobežńık dokážeme ešte dve pomocné

kritériá.
Ak pre konvexný štvoruholńık plat́ı aspoň jedno z tvrdeńı:

a) Trojuholńıky, na ktoré je rozdelený uhlopriečkami, majú rovnaké obsahy.

b) Súčet druhých mocńın dĺ̌zok jeho uhlopriečok je rovný súčtu druhých mocńın dĺ̌zok jeho strán,

tak je to rovnobežńık.

A

B C

D

O

Majme konvexný štvoruholńık ABCD.
a) Nech sú obsahy trojuholńıkov AOB, BOC, COD

a DOA rovnaké. Použijeme vzt’ahy pre obsahy trojuholńıkov
AOB a BOC:

S△AOB =
1

2
· |AO| · |OB| · sin ÂOB,

S△BOC =
1

2
· |BO| · |OC| · sin B̂OC.

Teraz si všimneme, že śınusy susedných uhlov AOB a BOC
sú rovnaké a vydeĺıme pravé a l’avé strany rovnice. Dostaneme

7Pozn. prekl.: Podl’a vety usu.
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|AO| = |OC|. Analogicky dokážeme, že |BO| = |OD| čo vzhl’adom na to, čo sme dokázali predtým,
znamená, že ABCD je rovnobežńık.

b) Dôkaz posledného kritéria je komplikovaneǰśı, než predošlý. Zavedieme si označenie |AO| = a,

|BO| = b, |CO| = c, |DO| = d, ÂOB = α. Potom

ĈOD = α, B̂OC = ÂOD = π − α, |AC| = a+ c, |BD| = b+ d.

Použijeme kośınusovú vetu pre trojuholńıky AOB, BOC, COD a DOA:

|AB|2 = a2 + b2 − 2ab cosα, |BC|2 = b2 + c2 + 2bc cosα,

|CD|2 = c2 + d2 − 2cd cosα, |AD|2 = a2 + d2 + 2ad cosα.

Ked’ tieto vzt’ahy sč́ıtame a využijeme to, že

|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |AD|2 = |AC|2 + |BD|2,

dostaneme

2(a2 + b2 + c2 + d2) + 2(ad+ bc− ab− cd) cosα = (a+ c)2 + (b+ d)2 ⇐⇒

⇐⇒ (a− c)2 + (b− d)2 − 2(a− c)(b− d) cosα = 0.

Ak b = d, tak zo źıskanej rovnosti vyplýva, že a = c, čiže uhlopriečky štvoruholńıka ABCD deĺı ich
priesečńık na polovice a teda je to podl’a dokázaného vyššie rovnobežńık. Ak b ̸= d, tak ked’ vydeĺıme
obe strany rovnosti (b− d)2, dostaneme(

a− c

b− d

)2

− 2 cosα · a− c

b− d
+ 1 = 0,

D

4
= cos2 α− 1 ≥ 0 =⇒ α = πn, n ∈ Z.

Ale vel’kost’ uhla AOB lež́ı v intervale (0, π), takže v pŕıpade b ̸= d nemá rovnica riešenie.
Q.E.D.

3 Obsah rovnobežńıka

Obsah rovnobežńıka ABCD sa dá vypoč́ıtat’ zo vzorcov

S =
1

2
· |AB| · |AD| · sin B̂AD, S = |AD| · h1 = |AB| · h2, S =

1

2
· |AC| · |BD| · sinα,

kde h1 a h2 sú vel’kosti výšok rovnobežńıka ABCD zostrojených postupne na jeho strany AD a AB a α je
uhol medzi jeho uhlopriečkami.

4 Vṕısaná a oṕısaná kružnica

Rovnobežńıku je možné vṕısat’ kružnicu vtedy a len vtedy, ked’ je to kosoštvorec.

Rovnobežńıku je možné oṕısat’ kružnicu vtedy a len vtedy, ked’ je to pravouholńık.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Obvod rovnobežńıka ABCD je rovný 26, vel’kost’ uhla ABC je rovná 2π/3 a vel’kost’ polomeru
kružnice vṕısanej trojuholńıku BCD je rovná

√
3. Zistite vel’kosti strán rovnobežńıka ABCD ak viete,

že vel’kost’ strany AD je väčšia, než vel’kost’ strany AB.
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A

B C

D

O

KRiešenie. Ked’že ABCD je rovnobežńık, tak
|AB| = |CD|, |AD| = |BC|. Z toho s prihliad-
nut́ım na fakt, že obvod ABCD je rovný 26
vyplýva, že |BC|+|CD| = 13. Preto ked’ označ́ıme
vel’kosti úsečiek AD a BC ako y, tak vel’kosti
úsečiek AB a CD budú rovné 13−y. Z podmienky
v zadańı |AD| > |AB|, čiže y > 13 − y ⇐⇒
y > 13/2.

Ďalej, ked’že sú priamky AB a CD rovnobežné,
z vlastnost́ı vnútorných zodpovedajúcich si uhlov B̂CD = π − ÂBC = π/3. Z kośınusovej vety pre
trojuholńık BCD dostaneme

|BD|2 = |BC|2 + |CD|2 − 2 · |BC| · |CD| · cos B̂CD =⇒ |BD| =
√

3y2 − 39y + 169.

Teraz označ́ıme stred kružnice vṕısanej trojuholńıku BCD ṕısmenom O a bod jej dotyku so stranou BC
ṕısmenom K. Potom je CO os uhla BCD, čiže ÔCK = π/6 a z vlastnosti úsečiek, na ktoré kružnica
vṕısaná trojuholńıku deĺı jeho strany |CK| = s△BCD−|BD|. Nakoniec z pravouhlého trojuholńıka OCK
dostaneme

|OK| = |CK| · tg ÔCK =⇒
√
3 =

13−
√
3y2 − 39y + 169

2
· 1√

3
=⇒

=⇒
√
3y2 − 39y + 169 = 7.

Ked’ źıskanú rovnost’ umocńıme na druhú, dostaneme

3y2 − 39y + 169 = 49 =⇒ y2 − 13y + 40 = 0 =⇒ y = 8 alebo y = 5.

No a ked’že y > 13/2, tak

|AD| = |BC| = y = 8, |AB| = |CD| = 13− y = 5.

Odpoved’. |AD| = |BC| = 8, |AB| = |CD| = 5.

Úloha 2. V rovine je daný štvorec ABCD a bod O. Vieme, že obsah štvorca je väčš́ı, než 225, |OB| =
|OD| = 13, |OC| = 5

√
2. Zistite vel’kost’ strany AB a to, kde lež́ı bod O – či vo vnútri alebo mimo štvorca

ABCD.

A

B C

D

O′

O′′

K

Riešenie. Označ́ıme stred uhlopriečky BD ṕısmenom K
a všimneme si, že bod O je podl’a podmienok zadania rovnako
d’aleko od bodov B a D. To znamená, že lež́ı na osi úsečky
BD, teda na priamke, ktorá prechádza cez bod K a je kolmá
na BD. Okrem toho je ABCD štvorec a preto sú jeho uhlop-
riečky na seba kolmé a pret́ınajú sa v bode K. Z týchto dvoch
faktov vyplýva, že bod O lež́ı na priamke AC.

Ďalej, ked’že obsah štvorca je rovný druhej moc-
nine jeho strany, tak z podmienok zadania vyplýva, že
|AB| = |BC| > 15. Teraz vezmeme do úvahy, že AB, BC
a OB sú úsečky spájajúce bod B s bodmi priamky AC,
|AB| = |AC| > |OB|, z čoho vyplýva, že |AK| = |CK| >
|OK| a teda bod O lež́ı vo vnútri štvorca ABCD.

Vo všeobecnosti môže bod O ležat’ na úsečke KC (túto
možnost’ označ́ıme O′) aj na úsečke AK (túto možnost’

označ́ıme O′′). Polož́ıme |BK| = x > 0, potom |KC| = x,

|AB| =
√
|BK|2 + |KC|2 = x

√
2,
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|O′K| = |O′′K| =
√
|OB|2 − |BK|2 =

√
169− x2.

Rozoberieme obe možnosti pre polohu bodu O. Pre možnost’ O′ z rovnosti |KC| = |O′K| + |O′C|
źıskame rovnicu x =

√
169− x2 + 5

√
2, z ktorého sa jednoducho źıska x = 17/

√
2. Vtedy |AB| = 17,

čo vyhovuje podmienkam zadania. V druhom pŕıpade |KC| = |O′′C| − |O′′K| z čoho źıskame rovnicu
x =

√
169− x2 − 5

√
2. Riešeńım tejto rovnice je x = 7/

√
2, ale vtedy |AB| = 7 čo odporuje podmienke

v zadańı.

Odpoved’. 17, bod O lež́ı vo vnútri štvorca.

Úloha 3. V rovnobežńıku ABCD ležia body E a F postupne na stranách AB a BC tak, že |AE| = 2|BE|,
|BF | = 3|CF |. M je priesečńık priamok AF a DE. Zistite č́ıselné vyjadrenie pomeru |AM | : |MF |.

A

B C

D

E

F

M

N

Riešenie. Konfigurácia oṕısaná v tejto úlohe je pomerne
štandardná: sú dané nejaké vzt’ahy medzi d́lžkami úsečiek
a nejaký vzt’ah treba nájst’. V takýchto pŕıpadoch sa väčšinou
použ́ıva podobnost’ alebo Menelaova veta. Napriek tomu ak
zostaneme pri tom, že nakresĺıme rovnobežńık ABCD a zo-
stroj́ıme úsečky AF a DE, tak na obrázku nebudú ani po-
dobné trojuholńıky, ani konštrukcia, v ktorej by sa dala
uplatnit’ Menelaova veta. Preto muśıme spravit’ doplnkovú
konštrukciu, konkrétne pred́lžit’ priamku DE po priesečńık
s priamkou BC v bode N .

Zavedieme označenie |BE| = x, |CF | = y, potom z pod-
mienok zadania |AE| = 2x, |BF | = 3y, |BC| = 4y a z vlastnost́ı rovnobežńıka |AD| = 4y. Trojuholńıky
ADE a BNE sú si podobné, z čoho dostaneme

|BN |
|AD|

=
|BE|
|AE|

=⇒ |BN | = |AD| · |BE|
|AE|

=
4y · x
2x

= 2y, |FN | = |BN |+ |BF | = 5y.

Trojuholńıky ADM a FNM sú podobné, ž čoho dostaneme

|AM |
|MF |

=
|AD|
|FN |

=⇒ |AM |
|MF |

=
4y

5y
=

4

5
.

Odpoved’. 4 : 5.

Úloha 4. Do trojuholńıka ABC je vṕısaný štvorec, ktorého dva vrcholy ležia na strane AC, jeden na
strane AB a jeden na strane BC. Cez stred D strany AC a stred tohto štvorca vedie priamka, ktorá
sa pret́ına s výškou BH trojuholńıka ABC v bode E. Zistite obsah trojuholńıka DEC ak |AB| = 6,
|BC| = 5 a |AC| = 7.

Riešenie. Pri prvom pohl’ade na podmienky tejto úlohy sa môže zdat’, že je čisto výpočtová. Skutočne
sú dané všetky d́lžky strán trojuholńıka ABC a preto skôr či neskôr takým či onakým spôsobom možno
vypoč́ıtat’ všetky veličiny, ktoré sa v úlohe vyskytujú. Ale takýto pŕıstup hrubou silou vedie k pomerne
vel’kému množstvu práce. Preto budeme uvažovat’ takto: použijeme vzt’ahy pre obsahy trojuholńıkov ABC
a DEC a vypoč́ıtame ich pomer:

S△ABC =
1

2
· |AC| · |BH|, S△DEC =

1

2
· |DC| · |EH| =⇒

=⇒
S△DEC

S△ABC
=

|EH|
|BH|

· |DC|
|AC|

=
|EH|
2|BH|

.
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A

B

C D

E

HK

L M

NQ

Q′

O

Takže v podstate nám stač́ı zistit’, v akom pomere deĺı bod
E výšku BH. Označ́ıme vrcholy štvorca ṕısmenamiK, L,M ,
N tak, že bod L lež́ı na strane BC a bod M lež́ı na strane
AB a jeho stred označ́ıme ṕısmenom O. Zostroj́ıme úsečku
BD a jej priesečńık s úsečkou M označ́ıme ṕısmenom Q′.
Ked’že LM ∥ AC, trojuholńık BLM je podobný trojuholńıku
BCA a ked’že je BD t’ažnica trojuholńıka BCA, tak je BQ′

t’ažnica trojuholńıka BLM a teda bod Q′ je stred LM . Z toho
vyplýva, že ak spust́ıme kolmicu Q′Q na stranu AC, tak bude
obsahovat’ bod O, pričom |Q′O| = |OQ|.

Ďalej ked’že QQ′ ∥ BH, tak je trojuholńık DQQ′ po-
dobný trojuholńıku DHB a ked’že je DO t’ažnica trojuholńıka DQQ′, tak je DE t’ažnica trojuholńıka
DHB, čiže E je stred BH, t.j. |EH| : |BH| = 1 : 2. Ostáva len dopoč́ıtat’ odpoved’:

s△ABC =
5 + 6 + 7

2
= 9, S△ABC =

√
9 · 2 · 3 · 4 = 6

√
6, S△DEC =

1

4
S△ABC =

3
√
6

2
.

Odpoved’.
3
√
6

2
.

Úlohy

1. Zistite obsah rovnostranného trojuholńıka, strana ktorého je rovnaká, ako strana kosoštvorca s uhlo-
priečkami d́lžky 10 a 12.

2. Do štvorca s obsahom 18 je vṕısaný pravouholńık tak, že na každej strane štvorca lež́ı jeden vrchol
pravouholńıka. Dĺžky strán tohto pravouholńıka sú v pomere 1 : 2. Zistite obsah pravouholńıka.

3. V rovnobežńıku ABCD pret́ına os uhla BAD stranu CD v bode M tak, že |DM | : |MC| = 2.

Zistite vel’kost’ uhla BAD ak viete, že ĈAM = α

4. V pravouholńıku ABCD je strana AB dvakrát dlhšia ako strana BC. V jeho vnútri lež́ı bod N ,
pričom |AN | =

√
2, |BN | = 4

√
2, |DN | = 2. Zistite kośınus vel’kosti uhla BAN a obsah pravou-

holńıka ABCD.

5. V kosoštvorci ABCD je vel’kost’ uhla pri vrchole A rovná π/3. Bod N deĺı stranu AB v pomere

2 : 1 v porad́ı od bodu A. Zistite tg D̂NC.

6. V kosoštvorci ABCD s d́lžkou strany 6 je na strane BC daný bod E tak, že |CE| = 2. Zistite

vzdialenost’ od bodu E do stredu kosoštvorca ak B̂AD = π/3.

7. Obsah pravouholńıka ABCD je rovný 48 a vel’kost’ jeho uhlopriečky he rovná 10. V rovine, v ktorej
sa pravouholńık ABCD nachádza, je daný bod O tak, že |OB| = |OD| = 13. Zistite vzdialenost’

bodu O a toho vrchola pravouholńıka ABCD, ktorý je od neho najd’alej.

8. V konvexnom štvoruholńıku ABCD sú body E, F , H a G postupne stredmi úsečiek AB, BC, CD
a AD a bod O je priesečńık úsečiek EH a FG. Vieme, že |EH| = a, |FG| = b, F̂OH = α. Zistite
vel’kosti uhlopriečok štvoruholńıka ABCD.

9. Konvexný štvoruholńık ABCD je oṕısaný okolo kružnice so stredom v bode O. Zistite jeho obvod,
ak viete, že |AO| = |OC| = 1, |BO| = |OD| = 2.

10. Do kosoštvorca, ktorého jedna z uhlopriečok má d́lžku 10 je vṕısaný kruh s obsahom 9π. Zistite
obsah tej časti kosoštvorca, ktorá sa nachádza mimo kruhu.
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11. V rovnobežńıku ABCD sú d́lžky uhlopriečok AC a BD rovné d1 a d2 (d1 ̸= d2). Zistite obsah

rovnobežńıka ABCD ak ÂBC = α.

12. Cez vrchol A a stred M strany BC rovnobežńıka ABCD s obsahom 1 vedie priamka, ktorá pret́ına
uhlopriečku BD v bode O. Zistite obsah štvoruholńıka OMCD.

13. V rovnobežńıku ABCD plat́ı |AB| = |BD| = 1 a d́lžky jeho uhlopriečok sú v pomere 1 :
√
3. Zistite

obsah tej časti kruhu oṕısanému trojuholńıku BDC, ktorá nepatŕı do kruhu oṕısanému trojuholńıku
ADC.

14. v rovnobežńıku PQRS os uhla pri vrchole P so stupňovou mierou 80◦ pret́ına stranu RS v bode
L. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice, ktorá sa dotýka úsečky PQ a polpriamok QR a PL ak viete,
že |PQ| = 7.

15. V rovnobežńıku ABCD je vel’kost’ uhla BCD rovná 5π/6 a vel’kost’ základne AD je rovná 8. Zistite
vel’kost’ polomeru kružnice, ktorá sa dotýka priamky CD, prechádza bodom A a základňu AD
pret́ına vo vzdialenosti 2 od bodu D.

16. Kružnica, ktorej priemer má vel’kost’
√
10 prechádza cez susedné vrcholy A a B pravouholńıka

ABCD. Vel’kost’ dotyčnice zostrojenej z bodu C k tejto kružnici je rovná 3 a |AB| = 1. Nájdite
všetky hodnoty, ktoré môže nadobúdat’ d́lžka strany BC.

17. V pravouholńıku ABCD v ktorom |AD| = 3 + 3
√
2/2 a |AB| = 6 ležia dve kružnice. Kružnica so

stredom v bode K a s vel’kost’ou polomeru 2 sa dotýka strán AB a AD. Kružnica so stredom v bode
L a s vel’kost’ou polomeru 1 sa dotýka strany CD a prvej kružnice. Zistite obsah trojuholńıka CLM
ak M je päta kolmice spustenej z vrchola B na priamku, ktorá prechádza bodmi K a L.

18. Kružnica, ktorá prechádza cez vrcholy B, C a D rovnobežńıka ABCD sa dotýka priamky AD
a pret́ına priamku AB v bodoch B a E. Zistite vel’kost’ úsečky AE ak |AD| = 4 a |CE| = 5.

19. V rovnobežńıku sú zostrojené osi všetkých vnútorných uhlov. Štvoruholńık určený priesečńıkmi
týchto ośı má obsah rovný dvom tretinám obsahu pôvodného rovnobežńıka. Zistite pomer d́lžok
väčšej a menšej strany pôvodného rovnobežńıka.

20. Cez vrcholy A, B a C rovnobežńıka ABCD vedie kružnica, ktorá pret́ına priamku BD v bode E
tak, že |BE| = 9. Zistite |BD| ak |AB| = 3, |BC| = 5.

21. Strany kosoštvorca EFGH sú preponami pravouhlých rovnoramenných trojuholńıkov EAF , FDG,
GCH a HBE, pričom všetky tieto trojuholńıky majú spoločné vnútorné body s kosoštvorcom
EFGH. Súčet obsahov štvoruholńıka ABCD a kosoštvorca EFGH je 12. Zistite |GH|.

22. V rovnobežńıku ležia dve kružnice, z ktorých sa každá dotýka troch jeho strán a druhej kružnice.
Vel’kost’ polomeru jednej z nich je 1. Tiež vieme, že d́lžka vel’kost’ jednej z úsečiek na strane rov-
nobežńıka od vrchola po dotykový bod s jednou z kružńıc je rovná

√
3. Zistite obsah rovnobežńıka.

23. Do kosoštvorca ABCD v ktorom |AB| = l a B̂AD = 2α je vṕısaná kružnica. Dotyčnica k tejto
kružnici pret́ına stranu AB v bodeM a stranu AD v bode N . Vieme, že |MN | = 2a. Zistite vel’kosti
úsečiek MB a ND ak viete, že |MB| ≤ |ND|.

24. Na strane AB trojuholńıka ABC je daný bod D tak, že |CD| =
√
13 a sin ÂCD : sin B̂CD = 4 : 3.

Cez stred úsečky CD vedie priamka, ktorá pret́ına strany AC a BC postupne v bodoch M a N .
Vieme, že ÂCB = 2π/3, obsah trojuholńıka MCN je 3

√
3 a vzdialenost’ bodu M od priamky AB

je dvakrát väčšia, než vzdialenost’ bodu N od tej istej priamky. Zistite obsah trojuholńıka ABC.

25. V rovnobežńıku ABCD sa uhlopriečky pret́ınajú v bode O a d́lžka uhlopriečky BD je rovná 12.
Vzdialenost’ medzi stredmi kružńıc oṕısaných trojuholńıkom AOD a COD je rovná 16. Vel’kost’

polomeru kružnice oṕısanej trojuholńıku AOB je rovná 5. Zistite obsah rovnobežńıka ABCD.
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26. V rovnobežńıku je vel’kost’ uhla medzi uhlopriečkami rovná π/6. Vieme, že |AC| : |BD| = 2 :
√
3.

Bod B1 je súmerný s bodom B podl’a priamky AC a bod C1 je súmerný s bodom C podl’a priamky
BD. Zistite pomer obsahov trojuholńıka AB1C1 a rovnobežńıka ABCD.

27. Je daný rovnobežńık ABCD, |AB| = 3, |AD| =
√
3 + 1, B̂AD = π/3. Na strane AB je daný bod

K tak, že |AK| : |KB| = 2 : 1. Cez bod K prechádza priamka rovnobežná s AD. Na tejto priamke
je vo vnútri rovnobežńıka ABCD daný bod L a na strane AD daný bod M tak, že |AM | = |KL|.
Priamky BM a CL sa pret́ınajú v bode N . Zistite vel’kost’ uhla BKN .

3.2 Lichobežńıky

Teória

Defińıcia. Lichobežńık sa nazýva štvoruholńık, ktorý má dve protil’ahlé strany rovnobežné. Tieto
strany sa nazývajú základne lichobežńıka a druhé dve strany sa nazývajú ramená lichobežńıka.

Pripomı́name, že lichobežńık je konvexný štvoruholńık a v súlade s jeho defińıciou je rovnobežńık
špeciálnym pŕıpadom lichobežńıka.

Poznámka. V niektorých učebných materiáloch sa pod lichobežńıkom rozumie štvoruholńık, v ktorom sú
dve protil’ahlé strany rovnobežné a druhé dve nie sú rovnobežné.

1 Stredná priečka lichobežńıka

Stredná priečka lichobežńıka je rovnobežná s jeho základňami a jej vel’kost’ je aritmetický priemer dĺ̌zok
základńı.

A

B C

D

K L

M

Pri dôkaze tohto faktu majme lichobežńık ABCD so
základňami AD a BC, bod K je stred AB, bod L je stred
CD. Pred́lžime úsečku BL za bod L, až sa pretne s priam-
kou AD v bode M . Uhly BLC a DLM sú zhodné, pretože
sú vrcholové a uhly BCL a LDM sú zhodné, pretože sú to
striedavé uhly pri rovnobežkách AD a BC, ktoré pret́ınam
priamka CD. Ked’ sa vezme do úvahy fakt, že |CL| = |DL|,
dostaneme, že trojuholńıky BCL a MDL sú zhodné podl’a
druhého kritéria pre zhodnost’ trojuholńıkov,8 z čoho dosta-
neme |BC| = |DM |, |BL| = |LM |.

Takže úsečkaKL je strednou priečkou trojuholńıka ABM
a preto jednak KL ∥ AD (z čoho automaticky vyplýva, že KL ∥ BC) a jednak |KL| = 1

2 |AM | =
1
2(|AD|+ |DM |) = 1

2(|AD|+ |BC|).
Q.E.D.

2 Výška lichobežńıka

Vel’kosti ramien lichobežńıka sa dajú vypoč́ıtat’ ako podiel vel’kosti výšky lichobežńıka a śınusu vel’kosti
zodpovedajúceho uhla pri základni lichobežńıka:

|AB| = |PQ|
sin B̂AD

; |CD| = |PQ|
sin ĈDA

.

Obsah lichobežńıka je rovný súčinu aritmetického priemeru vel’kost́ı jeho základńı a vel’kosti jeho výšky:

SABCD =
|AD|+ |BC|

2
· |PQ| = |KL| · |PQ|.

8Pozn. prekl.: Veta usu.
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A

B C

D

K L

P

Q

Majme lichobežńık ABCD so základňami AD a BC,K je
stred AB, L je stred BC, PQ je jeho výška. Na dôkaz prvého
tvrdenia stač́ı spustit’ kolmice z bodov B a C na základňu AD
a zvážit’ patričné pravouhlé trojuholńıky, pričom sa vezme
do úvahy, že vel’kosti zostrojených kolmı́c sú rovnaké, ako
vel’kost’ výšky PQ. Druhé tvrdenie sa l’ahko zdôvodńı tak, že
si všimneme trojuholńıky ABD a BCD, ktoré majú postupne
obsahy rovné 1

2 · |AD| · |PQ| a 1
2 · |BC| · |PQ|. No a súčet ich

obsahov je rovný obsahu lichobežńıka ABCD.

3 Uhlopriečky lichobežńıka

Veta. Uhlopriečky lichobežńıka ho delia na štyri trojuholńıky, z ktorých sú dva podobné
(△AOD ∼ △COB) a druhé dva majú rovnaký obsah (S△AOB = S△COD). Okrem toho platia nasle-
dujúce vzt’ahy:

S△AOD

S△COB
=

(
|AD|
|BC|

)2

;
S△AOD

S△AOB
=

|AD|
|BC|

.

A

B C

DKH

O

Dôkaz. Ked’že sú priamky AD a BC rovnobežné a priamka
AC ich pret́ına, tak uhly CAD a ACB sú zhodné, pretože sú
striedavé.

Okrem toho sú uhly AOD a COB zhodné, pretože sú
vrcholové a preto sú trojuholńıky AOD a COB podobné,
ked’že majú zhodné dva uhly. Z toho dostaneme nasledujúci
vzt’ah:

k =
|AO|
|OC|

=
|DO|
|OB|

=
|AD|
|BC|

kde k je koeficient podobnosti týchto trojuholńıkov. Prvý zo
vzt’ahov vety bezprostredne vyplýva z toho, že pomer obsahov podobných trojuholńıkov je druhá mocnina
ich koeficientu podobnosti.

Teraz spust́ıme z bodov B a C na priamku AD kolmice BH a CK. Vel’kosti týchto úsečiek sú rovnaké
(každá z týchto d́lžok je v skutočnosti vzdialenost’ou medzi rovnobežnými priamkami AD a BC). Ked’

to vezmeme do úvahy pri zápise vzt’ahov pre obsahy trojuholńıkov ABD a ACD, dostaneme

S△ABD =
1

2
· |AD| · |BH|; S△ACD =

1

2
· |AD| · |CK| =⇒ S△ABD = S△ACD.

Ostáva len pripomenút’, že

S△AOB = S△ABD − S△AOD; S△COD = S△ACD − S△AOD

a preto S△AOB = S△COD. Nakoniec využijeme, že uhly AOD a AOB sú susedné, preto je ich súčet rovný
π a ich śınusy rovnaké. To znamená

S△AOD

S△AOB
=

1
2 · |AO| · |DO| · sin ÂOD
1
2 · |AO| · |OB| · sin ÂOB

=
|DO|
|OB|

=
|AD|
|BC|

.

Q.E.D.

4 Vlastnosti priesečńıka uhlopriečok a priesečńıka ramien lichobežńıka

Veta. Nech je v lichobežńıku ABCD AD ∥ BC bod E priesečńıkom priamok AB a CD, body P a Q sú
postupne stredy základńı AD a BC a bod O je priesečńık uhlopriečok. Potom body P , Q, O a E ležia
na jednej priamke.
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A

B C

D

E

P

Q

O

Dôkaz. Dokážeme, že priamka, ktorá prechádza bodmi E
a O prechádza aj cez stredy základńı lichobežńıka.

Na začiatok budeme predpokladat’, že body P a Q sú len
priesečńıky tejto priamky so základňami lichobežńıka.

Ked’že sú priamky AD a BC rovnobežné, tak trojuholńık
AEP je podobný trojuholńıku BEQ a trojuholńık DEP je
podobný trojuholńıku CEQ. Z týchto podobnost́ı dostávame

|AP |
|BQ|

=
|EP |
|EQ|

,
|DP |
|CQ|

=
|EP |
|EQ|

=⇒ |AP |
|BQ|

=
|DP |
|CQ|

.

Okrem toho je trojuholńık AOP podobný trojuholńıku COQ
a trojuholńık DOP je podobný trojuholńıku BOQ. Z týchto
podobnost́ı vyplýva

|AP |
|CQ|

=
|OP |
|OQ|

,
|DP |
|BQ|

=
|OP |
|OQ|

=⇒ |AP |
|CQ|

=
|DP |
|BQ|

.

Ked’ navzájom vydeĺıme jednotlivé strany źıskaných vzt’ahov, dostaneme

|CQ|
|BQ|

=
|BQ|
|CQ|

=⇒ |BQ| = |CQ| =⇒ |AP | = |DP |,

čiže P a Q sú postupne stredmi základńı AD a BC.
Q.E.D.

5 Kružnica vṕısaná lichobežńıku

Lichobežńıku je možné vṕısat’ kružnicu vtedy a len vtedy, ked’ súčet d́lžok základńı lichobežńıka je
rovný súčtu d́lžok jeho ramien

Veta. Ak je do lichobežńıka ABCD (AD ∥ BC) možné vṕısat’ kružnicu so stredom v bode O, tak bod
O je priesečńık ośı všetkých vnútorných uhlov lichobežńıka, vel’kost’ výšky lichobežńıka ABCD je rovná
dvojnásobku vel’kosti polomeru tejto kružnice a uhly AOB a COD sú pravé.

A

B C

D

K

L

M

N

O

Dôkaz. Dotykové body kružnice vṕısanej do ABCD so stra-
nami AB, BC, CD a AD označ́ıme postupne ṕısmenami K,
L, M a N .

Potom |OK| = |OL| = |OM | = |ON |, čiže bod O je rov-
nako d’aleko od úsečiek AB, BC, CD a DA, z čoho vyplýva,
že bod O lež́ı na osi každého z uhlov ABC, BCD, DCA
a DAB.

Okrem toho si všimnime, že OL ⊥ BC a ON ⊥ AD.
Z toho s prihliadnut́ım na rovnobežnost’ priamok AD a BC
vyplýva rovnobežnost’ priamok OL a ON . Ale tieto priamky
majú spoločný bod O a preto sú totožné, čiže body L, O
a N ležia na jednej priamke kolmej na základne lichobežńıka.
Preto je LN výška lichobežńıka ABCD a |LN | = |OL| +
|ON | = 2r, kde r je vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej do ABCD.

Nakoniec uhly ABC a DAB sú vnútorné uhly pri rovnobežných priamkach AD a BC pret’atých
priamkou AB, preto ÂBC + D̂AB = π. AO a BO sú osi uhlov DAB a ABC, čo znamená

ÔAB + ÔBA =
1

2
· D̂AB +

1

2
· ÂBC =

π

2
; ÂOB = π − (ÔAB + ÔBA) =

π

2
.

To, že je pravý aj uhol COD, sa dokáže úplne analogicky.
Q.E.D.
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6 Rovnoramenné lichobežńıky

Defińıcia. Rovnoramenný lichobežńık sa nazýva lichobežńık, ktorého ramená sú rovnako dlhé a nie sú
rovnobežné.

Všimnime si, že pri takejto defińıcii venujeme pozornost’ rovnobežńıkom. Pre žiadny rovnobežńık
s výnimkou pravouholńıkov nižšie uvedené vlastnosti nebudú platit’. Napriek tomu ale kvôli jednotnosti
z našich úvah vylúčime aj pravouholńıky.

Majme rovnoramenný lichobežńık ABCD (AD ∥ BC), budeme predpokladat’, že |AD| > |BC|. Nech
sú BH a CK jeho výšky.

Veta. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

1. Lichobežńık ABCD je rovnoramenný.

2. Vel’kosti uhlov pri niektorej zo základńı lichobežńıka ABCD sú rovnaké.

3. Vel’kosti uhlopriečok lichobežńıka ABCD sú rovnaké.

4. Vel’kosti uhlov CAD a ADB (alebo CND a ACB) sú rovnaké.

5. Vel’kosti úsečiek AH a KD sú rovnaké (sú rovné polovici rozdielu vel’kost́ı základńı AD a BC).

6. Lichobežńıku ABCD je možné oṕısat’ kružnicu.

A

B C

DKH

O

Dôkaz. Najprv dokážeme všetky vlastnosti rovnoramenného
lichobežńıka, čiže ten fakt, že z tvrdenia 1 vyplývajú všetky
ostatné.

Ked’že |AB| = |CD|, |BH| = |CK| tak pravouhlé tro-
juholńıky ABH a DCK majú zhodnú preponu a odvesnu,
z čoho plynie rovnost’ d́lžok úsečiek AH a KD. Všimnime
si, že BHKS je pravouholńık a preto |HK| = |BC|. Odtial’

s prihliadnut́ım na to, že |AH| + |HK| + |KD| = |AD| bez-
prostredne vyplýva, že |AH| = |KAD| = 1

2(|AD| − |BC|).
Preto 1.⇒ 5.

Ďalej zo zhodnosti trojuholńıkov ABH a DCK vyplýva
aj rovnost’ uhlov BAD a ADC. No a ked’že súčet vel’kost́ı
uhlov BAD a ABC je rovný π a súčet vel’kost́ı uhlov ADC a BCD je tiež rovný π (kvôli vlastnosti
vnútorných uhlov na jednej strane sečnice rovnobežiek), tak sú zhodné aj uhly ABC a BCD, čiže 1.⇒ 2.

Ked’že sú zhodné uhly BAD a ADC, tak sú zhodné aj trojuholńıky ABD aDCA (kvôli dvom stranám
a uhlu medzi nimi). Preto |AC| = |BD| a ∠ADB = ∠CAD. Ale uhol ADB je zhodný s uhlom CBD
a uhol CAD je zhodný s uhlom ACB (sú to striedavé uhly), čo znamená, že sú zhodné aj uhly ACB
a CBD. Takže 1.⇒ 3. a 1.⇒ 4.

Nakoniec si všimnime, že priamka, ktorá prechádza stredmi základńı lichobežńıka ABCD je na ne
kolmá. To vyplýva z toho, že prechádza priesečńıkom priamok AB a CD a z rovnoramennosti troju-
holńıka tvoreného týmto bodom a bodmi A a D. Priesečńık O tejto priamky a osi úsečky AB bude
stredom kružnice oṕısanej lichobežńıku ABCD, ked’že bod O má podl’a konštrukcie rovnakú vzdialenost’

od všetkých vrcholov lichobežńıka. Vlastnosti rovnoramenného lichobežńıka sú tak dokázané.
Teraz dokážeme kritériá pre rovnoramennost’ lichobežńıka. Nech sú vel’kosti uhlov pri niektorej základni

lichobežńıka ABCD rovnaké. Potom sú nutne rovnaké aj uhly BAD a ADC, z čoho plynie zhodnost’

pravouhlých trojuholńıkov ABH a DCK kvôli odvesne a ostrému uhlu. Všimnime si, že zhodnost’ týchto
trojuholńıkov vyplýva aj z toho faktu, že |AH| = |KD|. No a ked’ sú raz trojuholńıky zhodné, tak plat́ı
aj |AB| = |CD|. To znamená, že 2.⇒ 1. a 5.⇒ 1.

Ak sú rovné vel’kosti úsečiek AC a BD, tak sú trojuholńıky ACK a DBH zhodné kvôli prepone
a odvesne a ak ∠CAD = ∠ADB ⇐⇒ ∠ACB = ∠CBD, tak sú zhodné kvôli prepone a ostrému uhlu.
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Preto v každom pŕıpade |AK| = |HD|, ale ked’že |AK| = |AH| + |HK| a |HD| = |HK| + |KD|, tak
|AH| = |KD|. Preto 3.⇒ 5.⇒ 1. a 4.⇒ 5.⇒ 1.

Nakoniec ak okolo lichobežńıka ABCD možno oṕısat’ kružnicu, tak z vlastnost́ı obvodových uhlov
ÂBC + ÂDC = π a z vlastnost́ı uhlov na jednej strane sečnice rovnobežiek ÂBC + B̂AD = π. To
znamená, že uhly ADC a BAD sú zhodné, čiže 6.⇒ 2.⇒ 1.
Q.E.D.

Uved’me ešte dve vlastnosti, ktoré sa týkajú l’ubovol’ných štvoruholńıkov, ktoré budú užitočné pri
riešeńı úloh z tejto časti.

I. Obsah l’ubovol’ného konvexného štvoruholńıka je rovný polovici súčinu dĺ̌zok jeho uhlopriečok a śınusu
vel’kosti uhla medzi nimi.

II. Ak sú uhlopriečky štvoruholńıka na seba kolmé, tak sa súčty druhých mocńın jeho protil’ahlých strán
rovnajú.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. V lichobežńıku ABCD sú strany AD a BC rovnobežné, |AB| = c a vzdialenost’ stredu úsečky
CD od priamky AB je rovná d. Zistite obsah lichobežńıka ABCD.

A

B C

D

H

K

Riešenie. Označme stred úsečky CD ṕısmenomK a pätu kol-
mice spustenej z bodu K na priamku AB označme ṕısmenom
H. Ukážeme tri spôsoby riešenia tejto úlohy: prvý spôsob je
založený na lemách o obsahoch, ostatné dva využ́ıvajú dopl-
nenie konštrukcie.

Prvý spôsob
Z toho, čo je dané v zadańı, možno jednoducho zistit’ ob-

sah trojuholńıka ABK:

S△ABK =
1

2
· |AB| · |KH| = cd

2

Pokúsime sa vyjadrit’ obsah lichobežńıka z obsahu trojuholńıka ABK. Z toho, že |CK| = |KD| vyplýva,
že S△AKD = 1

2S△ACD a S△BCK = 1
2S△BCD. Preto

S△AKD + S△BCK =
1

2
· (S△ACD + S△BCD) =

1

2
·
(
1

2
· |AD| · h+

1

2
· |BC| · h

)
=

1

2
· |AD|+ |BC|

2
· h =

1

2
· SABCD,

kde h je výška lichobežńıka. Preto aj S△ABK = 1
2 · SABCD. Z čoho plynie

SABCD = 2S△ABK = cd.

Druhý spôsob

A

B C

D

H

K
N

E

Cez body B aK zostroj́ıme priamku a nájdeme
jej priesečńık E s priamkou AB. Ked’že sú priamky
AD a BC rovnobežné, tak uhly KDE a KCB sú
zhodné, pretože sú striedavé. Uhly BKC a DKE
sú zhodné, pretože sú vrcholové. Takže vzhl’adom
na to, že |CK| = |KD| dostávame, že trojuholńıky
KCB a KDE sú zhodné (podl’a vety usu). Preto
po prvé |BK| = |KE| a po druhé

S△KCB = S△KDE =⇒ SABCD = S△ABE .
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Zist́ıme výšku trojuholńıka ABE. Označ́ıme pätu výšky zostrojenej z bodu E na stranu AB ṕısmenom
N . Potom očividne △BKH ∼ △BEN =⇒

|EN |
|KH|

=
|BE|
|BK|

= 2 =⇒ |EN | = 2d =⇒ S△ABE =
1

2
· |AB| · |EN | = cd.

Tret́ı spôsob

A

B C

D

H

K

F

E

Cez bod K zostroj́ıme priamku rovnobežnú s priamkou
AB a označ́ıme ṕısmenami E a F postupne priesečńıky tejto
priamky s priamkami BC a AD. Všimnime si, že ABEF je
rovnobežńık. Ked’že sú priamky AD a BC rovnobežné, tak
uhly KCE a KDF sú zhodné (pretože sú striedavé). Uhly
CKE a DKF sú zhodné, pretože sú vrcholové. Z toko, že
|CK| = |KD| dostaneme, že trojuholńıky CKE a DKF sú
zhodné (podl’a vety usu). Preto

S△CKE = S△DKF =⇒ SABCD = SABEF = |AB|·|KH| = cd.

Odpoved’. cd.

Úloha 2. V lichobežńıku je vel’kost’ strednej priečky rovná 4, stupňové miery uhlov pri jednej základni
sú rovné 40◦ a 50◦. Zistite vel’kost’ základńı lichobežńıka, ak je vel’kost’ úsečky, ktorá spája ich stredy,
rovná 1.

A

B C

D

E

K

L

M N

Riešenie. Označme si vrcholy lichobežńıka ṕısmenami A, B,
C a D a stredy strán AB, BC, CD, a AD označme postupne
ṕısmenami M , K, N a L. Budeme predpokladat’, že AD ∥
BC, B̂AD = 40◦ a ÂDC = 50◦, potom podl’a podmienok
zo zadania |MN | = 4, |KL| = 1. Ak označ́ıme ṕısmenom E
priesečńık priamok AB a CD, tak

ÂED = 180◦ − ÊAD − ÊDA = 90◦,

čiže trojuholńıky BEC a AED sú pravouhlé. Ďalej si všimneme, že EK a EL sú t’ažnice pravouhlých
trojuholńıkov vedené na ich prepony, čo znamená

|EK| = |BK| = |KC| = |BC|
2

, |EL| = |AL| = |LD| = |AD|
2

.

Nakoniec body E, K a L ležia na jednej priamke a preto

|KL| = |EL| − |EK| = |AD| − |BC
2

=⇒ |AD| − |BC| = 2.

Druhý rovnicu źıskame celkom jednoducho: Využijeme to, že vel’kost’ strednej priečky lichobežńıka je
rovná aritmetickému priemeru vel’kost́ı jeho základńı:

|MN | = |AD|+ |BC|
2

=⇒ |AD|+ |BC| = 8.

Na záver zo źıskaných rovńıc dostaneme |AD| = 5, |BC| = 3.

Odpoved’. 3 a 5.

Úloha 3. V lichobežńıku ABCE je vel’kost’ základne AE rovná 16 a vel’kost’ ramena CE rovná 8
√
3.

Kružnica, ktorá prechádza bodmi A, B a C pret́ına priamku AE v bode H. Vel’kost’ uhla AHB je π/3.
Zistite vel’kost’ úsečky BH.
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A

B C

H E

Riešenie. Ked’že ABCE je lichobežńık a CE je
jeho rameno, tak priamky AE a BC sú rov-
nobežné, z čoho plynie AH ∥ BC. Z podmienok
úlohy ležia body A, B, C a H na jednej kružnici,
čiže ABCH je lichobežńık vṕısaný do kružnice.
Z čoho plynie, že je rovnoramenný, z čoho nám
d’alej vyplynú nasledujúce vzt’ahy:

|AC| = |BH|, ∠AHB = ∠CAH.

Takže nám stač́ı zistit’ vel’kost’ úsečky AC, čo
sa sprav́ı jednoducho pomocou kośınusovej vety v trojuholńıku ACE:

|CE|2 = |AC|2 + |AE|2 − 2 · |AC| · |AE| · cos ĈAE =⇒

=⇒ 192 = |AC|2 + 256− 1 · |AC| · 16 · 1
2

=⇒ |AC| = 8.

Odpoved’. 8.

Úloha 4. V lichobežńıku ABCD plat́ı AD ∥ BC, |AB| = 9, |CD| = 5, os uhla D pret́ına osi uhlov A
a C postupne v bodoch M a N a os uhla B pret́ına tie isté osi v bodoch L a K, pričom bod K lež́ı na
základni AD.

a) V akom pomere deĺı priamka LN stranu AB a priamka MK stranu BC?

b) Zistite pomer |MN | : |KL| ak |LM | : |KN | = 3 : 7.

A

B C

D

E

K

L

M

N

P

Riešenie. Označ́ıme vel’kosti uhlov ABC a BCD postupne ako 2α a 2β. Potom B̂AD = π−2α a ÂDC =
π − 2β (kvôli vlastnosti vnútorných uhlov pri sečnici rovnobežiek). Ked’že AL a BK sú osi uhlov BAD

a ABC, tak B̂AL = π/2 − α, ÂBK = α a preto ÂLB = π − α − (π/2 − α) = π/2. Preto je AL výška
trojuholńıka ABK a preto je jednak trojuholńık ABK rovnoramenný a |AB| = |AK| = 9, jednak je
L stred úsečky BK. Úplne rovnako sa ukáže, že DN je výška aj os uhla trojuholńıka CDK, |CD| =
|KD| = 5 a N je stred úsečky CK.

Teraz si všimneme, že úsečka LN spája stredy strán BK a CK trojuholńıka BCK a preto je jeho
stredná priečka, z čoho plynie rovnobežnost’ priamok LN , BC a AD. V takom pŕıpade priamka LN muśı
prechádzat’ aj cez stred úsečky AB. A skutočne, úsečka, ktorá má jeden koncový bod L a druhý koncový
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bod priesečńık priamok AL a AB je jednak rovnobežná s priamkou AD, jednak prechádza stredom úsečky
BK. Znamená to, že je to stredná priečka trojuholńıka ABK a preto jej druhý koniec je stred úsečky
AB. Takže priamka LN deĺı stranu AB v pomere 1 : 1.

Pri odpovedi na druhú čast’ prvej otázky si všimneme, že ked’že |AB| ≠ |CD|, tak ABCD nie je
rovnobežńık, z čoho vyplýva, že priamky AB a CD sa pretnú v bode E. Teraz ukážeme, že body M a K
ležia na osi uhla AED.

Bod M jednak lež́ı na osi uhla EAD a preto má rovnakú vzdialenost’ od strán tohto uhla, čiže od
priamok AE a AD. Okrem toho bod M lež́ı na osi uhla ADE a preto má rovnakú vzdialenost’ od strán
tohto uhla, čiže od priamok DE a AD. To znamená, že bod M má rovnakú vzdialenost’ od priamok AE
a DE, čiže lež́ı na osi uhla AED. Analogicky ukážeme, že na osi AED lež́ı aj bod K.

Označ́ıme ṕısmenom P priesečńık priamky EK a úsečky BC. Potom je EP os uhla trojuholńıka
BEC a EK je os uhla trojuholńıka AED. Potom z vlastnosti osi uhla trojuholńıka

|BP |
|PC|

=
|BE|
|CE|

,
|AK|
|KD|

=
|AE|
|DE|

Ale ked’že sú trojuholńıky ADE a BCE podobné, tak

|AE|
|BE|

=
|DE|
|CE|

⇐⇒ |AE|
|DE|

=
|BE|
|CE|

a dostaneme
|BP |
|PC|

=
|BE|
|CE|

=
|AE|
|DE|

=
|AK|
|KD|

=
9

5
.

Pri odpovedi na druhú otázku si všimnime štvoruholńık MNKL. Ako vyplýva z vyššie uvedených
úvah, uhly MLK a MNK sú pravé, takže ich súčet je π, čo znamená, že štvoruholńıku MNKL možno
oṕısat’ kružnicu. Preto sú vd’aka vlastnostiam obvodových uhlov uhlyMNL aMKL zhodné a uhlyMNL
a NDK sú zhodné, lebo sú to súhlasné uhly pri priamkach LN a AD. Z toho vyplýva, že sú zhodné aj
uhly MKL a NDK. Preto sú podobné pravouhlé trojuholńıky MKL a KDN . Odtial’ dostaneme

|ML|
|KN |

=
|MK|
|KD|

.

Analogicky sa dokáže podobnost’ trojuholńıkov KNM a ALK. Preto

|MN |
|KL|

=
|MK|
|AK|

=⇒ |MN |
|KL|

=
|MK|
|KD|

· |KD|
|AK|

=
|ML|
|KN |

· |KD|
|AK|

=
3

7
· 5
9
=

5

21
.

Odpoved’. a) 1 : 1; 5 : 9; b) 5 : 21.

Úlohy

1. V lichobežńıku KLMN sú úsečky KN a LM základne a tiež vieme, že |KL| = 36, |MN | = 34,
|LM | = 10. Zistite vel’kost’ uhlopriečky LN ak sa kośınus vel’kosti uhla KLM rovná −1/3.

2. Do lichobežńıka je vṕısaná kružnica. Dotykový bod deĺı jedno z ramien na úsečky vel’kosti 12 a 3,
vel’kost’ jeho menšej základne je 9. Zistite obsah lichobežńıka.

3. V lichobežńıku ABCD sú úsečky AB a CD základňami. Uhlopriečky lichobežńıka sa pret́ınajú
v bode E. Vieme, že |AB| = 30, |CD| = 24, |AD| = 3, D̂AB = π/3. Zistite obsah trojuholńıka
BEC.

4. V lichobežńıku ABCD sú dané vel’kosti základńı |AD| = 4, |BC| = 1 a uhly BAD a ADC, ktorých
vel’kosti sú postupne arctg 2 a arctg 3. Zistite vel’kost’ polomeru kružnice vṕısanej do trojuholńıka
BCE kde E je priesečńık uhlopriečok lichobežńıka.
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5. V lichobežńıku ABCD poznáme vel’kosti základńı |AD| = 39 a |BC| = 26 a vel’kosti ramien
|AB| = 5 a |CD| = 12. Zistite vel’kosti jeho uhlopriečok.

6. V lichobežńıku ABCD so základňami AD a BC je d́lžka ramena AB rovná 2. Os uhla BAD
pret́ına priamku BC v bode E. Do trojuholńıka ABE je vṕısaná kružnica, ktorá sa dotýka strany
AB v bode M a strany BE v bode H, |MH| = 1. Zistite vel’kost’ uhla BAD.

7. Do lichobežńıka ABCD so základňami BC a AD je vṕısaná kružnica so stredom O. Zistite obsah
lichobežńıka, ak je uhol DAB pravý, |OC| = 2, |OD| = 4.

8. V konvexnom štvoruholńıku MNLQ sú uhly pri vrcholoch N a L pravé a tangens vel’kosti uhla pri
vrchole M je rovný 2/3. Zistite vel’kost’ uhlopriečky NQ ak viete, že vel’kost’ strany LQ je dvakrát
menšia, ako vel’kost’ strany MN a o 2 väčšia, než vel’kost’ strany LN .

9. V lichobežńıkuACD je stranaAB rovnobežná so stranou CD. Uhlopriečky lichobežńıka sa pret́ınajú
v bode O, pričom trojuholńık BOC je rovnostranný. Zistite vel’kost’ strany BC ak |AB| = 5,
|CD| = 3.

10. V lichobežńıku KLMN je KN ∥ LM , LA je os uhla KLM pričom bod A je stred úsečky MN .
Vel’kost’ strednej priečky lichobežńıka ABCD je rovná

√
5, |AK| = 4. Zistite |AL|.

11. V lichobežńıku ABCD je AD ∥ BC, os uhla BAD pret́ına stranu CD v bode M . Zistite vel’kost’

úsečky AM ak viete, že trojuholńıky ACM a ADM majú rovnaký obsah, |BM | = 8,
|BC|+ |AD| = 17.

12. Nerovnobežné strany lichobežńıka sú na seba kolmé. Vel’kost’ jednej z nich je rovná 3 a stupňová
miera uhla medzi ňou a jednou z uhlopriečok je rovná 40◦. Druhá z nich zviera s jednou zo základńı
rovnaký uhol. Zistite vel’kost’ strednej priečky tohto lichobežńıka.

13. Zistite obsah lichobežńıka ABCD, ak AB ∥ CD, ĈAB = 2D̂BA, |AC| = 5, |BD| = 7.

14. Vel’kosti ramien lichobežńıka oṕısaného okolo kružnice sú 3 a 5. Vieme, že stredná priečka tohto
lichobežńıka ho deĺı na dve časti, pomer obsahov ktorých je 5/11. Zistite vel’kosti základńı li-
chobežńıka.

15. V lichobežńıku ABCD so základňami AD a BC sa uhlopriečky pret́ınajú v bode E. Okolo troju-
holńıka ECB je oṕısaná kružnica a dotyčnica k tejto kružnici zostrojená v bode E pret́ına priamku
AD v bode F tak, že body A, D a F ležia na priamke v uvedenom porad́ı. Vieme, že |AF | = a,
|AD| = b. Zistite vel’kost’ úsečky EF .

16. V lichobežńıku ABCD je vel’kost’ základne AD väčšia, než vel’kost’ základne BC. Vieme, že |AD| =
|CD| = 14/3, B̂AD = π/2, B̂CD = 5π/6. Na základni AD je zostrojený trojuholńık AED tak, že
body B a E ležia na jednu stranu od priamky AD, pričom |AE| = |DE|. Vel’kost’ výšky tohto troju-
holńıka vedená z vrchola E je 7/5. Zistite obsah spoločnej časti lichobežńıka ABCD a trojuholńıka
AED.

17. V lichobežńıku ABCD je vel’kost’ základne AD rovná 4, vel’kost’ základne BC je rovná 3, d́lžky
strán AB a CD sú rovnaké. Body M a N ležia na uhlopriečke BD, pričom bod M lež́ı medzi
bodmi B a N a úsečky AM a CN sú kolmé na uhlopriečku BD. Zistite vel’kost’ úsečky CN , ak
|BM | : |DN | = 3 : 2.

18. Okolo kružnice s polomerom vel’kosti R je oṕısaný lichobežńık. Tetiva, ktorá spája dotykové body
tejto kružnice s ramenami lichobežńıka, je rovnobežná so základňami lichobežńıka. Vel’kost’ tejto
tetivy je rovná b. Zistite obsah lichobežńıka.
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19. V lichobežńıku BCDE (CD ∥ BE) je zostrojená stredná priečka LN (bod L lež́ı na strane BC).
Priamka, ktorá prechádza bodom B a je kolmá na stranu DE pret́ına úsečku LN v bode M ,
|LM | : |MN | = 2 : 1. Tiež vieme, že |BE| = 14, |CD| = 10, BC ⊥ BE. Zistite obsah lichobežńıka
BCDE.

20. V lichobežńıku ABCD (AD ∥ BC) je |AD| = 8, |BC| = 6 a vel’kost’ uhla medzi priamkami AB
a CD je rovná arctg 0,25. Zistite obsah lichobežńıka ABCD ak viete, že jeho uhlopriečky sú na
seba kolmé.

21. Lichobežńık ABCD so základňami BC a AD je vṕısaný do kružnice. Na oblúku CD je daný bod E,
ktorý je úsečkami spojený so všetkými vrcholmi lichobežńıka. Vieme, že vel’kost’ uhla CED je rovná
2π/3, ÂBE − B̂AE = δ. Zistite pomer medzi obvodom trojuholńıka ABE a vel’kost’ou polomeru
kružnice, ktorá je do neho vṕısaná.

22. Bod M lež́ı na ramene CD lichobežńıka ABCD. Zistite vel’kost’ úsečky BM ak viete, že B̂CD =
ĈBD = ÂBM = arccos(5/6), |AB| = 9.

23. V lichobežńıku ABCD plat́ı BC ∥ AD, |BC| < |AD|, vel’kost’ uhlopriečky BD je 4/3-krát väčšia,
než polomer kružnice oṕısanej lichobežńıku ABCD. Zistite pomer d́lžky úsečky CD a polomeru
tejto kružnice, ak je pomer obsahov trojuholńıkov ABD a BCD rovný 5.

24. Je daný lichobežńık, do ktorého je vṕısaná kružnica a okolo ktorého je oṕısaná kružnica. Pomer
vel’kosti výšky tohto lichobežńıka k vel’kosti polomeru kružnice jemu oṕısanej je rovný

√
2/3. Zistite

vel’kosti uhlov lichobežńıka.

25. Do kružnice so stredom O je vṕısaný lichobežńık ABCD so základňami AB a CD, |AB| = 5,

|DC| = 1, ÂBC = π/3. Bod K lež́ı na úsečke AB tak, že |AK| = 2. Priamka CK pret́ına kružnicu
v bode F rôznom od C. Zistite obsah trojuholńıka OFC.

26. Nad základňami AD a BC lichobežńıka ABCD sú zostrojené štvorce ADEF a BCGH, ktoré ležia
mimo lichobežńıka. Uhlopriečky lichobežńıka ABCD sa pret́ınajú v bode O. Zistite vel’kost’ úsečky
AD, ak |BC| = 2, |GO| = 7 a |GF | = 18.

27. Vieme, že lichobežńık ABCD je rovnoramenný, AD ∥ BC a |BC| > |AD|. Lichobežńık ECDA
je tiež rovnoramenný, pričom AE ∥ CD a |AE| > |CD|. Zistite |BE| ak viete, že |DE| = 7

a ĈDE + B̂DA = arccos 1/3.

28. V rovnoramennom lichobežńıku so základňami d́lžky 1 a 4 ležia dve kružnice, každá z nich sa dotýka
dvoch ramien lichobežńıka, druhej kružnice a jednej zo základńı lichobežńıka. Zistite obsah tohto
lichobežńıka.

29. V lichobežńıku ABCD sa uhlopriečky pret́ınajú v bode E a vel’kosti uhlov AED a BCD sú rovnaké.
Kružnica s vel’kost’ou polomeru 17 prechádza cez body C, D a E, pret́ına základňu AD v bode F
a dotýka sa priamky BF . Zistite vel’kosti základńı a výšky lichobežńıka ABCD ak |CD| = 30.

30. Na ramene AB lichobežńıka ABCD je daný bod M tak, že |AM | : |BM | = 2 : 3. Na protil’ahlej
strane CD je daný taký bod N , že úsečka MN deĺı lichobežńık na dve časti, kde obsah jednej je
dvojnásobok obsahu druhej. Zistite pomer |CN | : |ND| ak viete, že |BC| : |AD| = 1 : 2.

31. V lichobežńıku ABCD je BC ∥ AD, ÂBC = π/2. Priamka kolmá na stranu CD pret́ına stranu
AB v bode M a stranu CD v bode N . Vieme, že vzdialenost’ bodu D od priamky MC je rovná c,
|MC| = a, |BN | = b. Zistite vzdialenost’ bodu A od priamky BN .

32. Do kružnice s vel’kost’ou polomeru
√
7 je vṕısaný lichobežńık. Vel’kost’ jeho menšej základne je

rovná 4. Cez bod tejto kružnice, v ktorom je dotyčnica rovnobežná s jedným z ramien lichobežńıka,
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vedie tetiva, ktorá je rovnobežná so základňami lichobežńıka. Vel’kost’ tejto tetivy je 5. Zistite obsah
lichobežńıka a vel’kost’ jeho uhlopriečok.

33. Do kružnice je vṕısaný lichobežńık ABCD, AD ∥ BC, |AD| > |BC|. Na oblúku AD, ktorý neob-
sahuje body B a C je daný bod S. Body P , Q, M a N sú pätami kolmı́c spustených z bodu S
postupne na priamky AD, BC, AB a CD. Vieme, že |SP | = a, |SQ| = b, |SN | = c. Zistite pomer
obsahov trojuholńıkov MQS a NQS.

34. Je daný lichobežńık ABCD, ktorého strana AB je kolmá na základne AD a BC. Nad stranou
AB ako nad priemerom je zostrojená kružnica, ktorá sa dotýka strany CD. Vel’kost’ polomeru
tejto kružnice je rovná

√
6. Druhá kružnica, vel’kost’ polomeru ktorej je rovná

√
2 sa dotýka strán

AD a CD a pret́ına prvú kružnicu tak, že vel’kost’ ich spoločnej tetivy je
√
6 a stredy kružńıc sa

nachádzajú na opačných stranách od tejto tetivy. Zistite obsah lichobežńıka ABCD.

3.3 Všeobecné štvoruholńıky a mnohouholńıky

Teória

Najprv uvedieme niektoré fakty a tvrdenia týkajúce sa štvoruholńıkov.

1 Súčet vel’kost́ı uhlov štvoruholńıka

Súčet vel’kost́ı vnútorných uhlov štvoruholńıka je rovný 2π.
Na dôkaz tohto faktu stač́ı dat’ dohromady súčty vel’kost́ı uhlov dvoch trojuholńıkov, na ktoré je

štvoruholńık rozdelený jednou z jeho uhlopriečok. V konvexnom štvoruholńıku je možné použit’ l’ubovol’nú
uhlopriečku, v nekonvexnom štvoruholńıku je treba použit’ tú, ktorá sa nachádza v jeho vnútri.

2 Vzorec pre obsah štvoruholńıka

Obsah štvoruholńıka je rovný polovici súčinu dĺ̌zok jeho uhlopriečok a śınusu vel’kosti uhla medzi nimi.
Pri dôkaze tohto tvrdenia rozoberieme dva pŕıpady. Ak je štvoruholńık ABCD konvexný (obrázok

vl’avo), tak priesečńık O jeho uhlopriečok lež́ı v jeho vnútri a jeho obsah sa dá vyjadrit’ ako súčet obsahov
trojuholńıkov AOB, BOC, COD a AOD.

A

B

C

D

O

A

B

C

D

O

Všimnime si, že śınusy vel’kost́ı všetkých štyroch uhlov AOB,BOC, COD a AOD sú rovnaké, ked’že sú
tie uhly navzájom bud’ susedné alebo vrcholové. Ked’ označ́ıme vel’kost’ l’ubovol’ného z nich α a použijeme
vzt’ah pre obsah trojuholńıka, dostaneme

SABCD = S△AOB + S△BOC + S△COD + S△AOD =

=
1

2
· |AO| · |BO| · sinα+

1

2
· |BO| · |CO| · sinα+

1

2
· |CO| · |DO| · sinα+

1

2
· |AO| · |DO| · sinα =

1

2
· (|AO|+ |CO|)(|BO|+ |DO|) · sinα =

1

2
· |AC| · |BD| · sinα.
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Ak je štvoruholńık ABCD nekonvexný (obrázok vpravo), tak bod O (priesečńık priamok obsahujúcich
jeho uhlopriečky) lež́ı mimo neho. Budeme predpokladat’, že lež́ı na pred́lžeńı uhlopriečky BD za bod
B. Vtedy je obsah štvoruholńıka ABCD rovný rozdielu obsahov trojuholńıkov ACD a ABC, z ktorých
každý sa dá zaṕısat’ ako súčet obsahov zodpovedajúcich trojuholńıkov. Uhly AOB a COB sú susedné
a preto sú si śınusy ich vel’kost́ı rovné. Označ́ıme vel’kost’ niektorého z nich α a po úvahách analogických
k predošlému pŕıpadu dostaneme

SABCD = S△AOD + S△COD − S△AOB − S△COB =

=
1

2
· |AO| · |DO| · sinα+

1

2
· |CO| · |DO| · sinα− 1

2
· |AO| · |BO| · sinα− 1

2
· |CO| · |BO| · sinα =

1

2
· (|AO|+ |CO|)(|DO| − |BO|) · sinα =

1

2
· |AC| · |BD| · sinα.

Q.E.D.

A

B

C

D

A

B

C

D

Ak je použitie dokázaného vzt’ahu z nejakého dôvodu
t’ažké, tak ak je štvoruholńık konvexný, dá sa postupovat’ na-
sledovne: zostroj́ıme l’ubovol’nú z jeho uhlopriečok a sč́ıtame
jednotlivé obsahy źıskaných trojuholńıkov.

Týmto spôsobom źıskame d’aľsie dva vzt’ahy:

SABCD =
1

2
· |AB| · |AD| ·sin B̂AD+

1

2
· |BC| · |CD| ·sin B̂CD,

SABCD =
1

2
· |AB| · |BC| ·sin ÂBC+

1

2
· |AD| · |CD| ·sin ÂDC.

Ak štvoruholńık nie je konvexný, dá sa postupovat’ analogicky a zostrojit’ tú jeho uhlopriečku, ktorá lež́ı
v jeho vnútri.

Poznamenajme, že vd’aka tomu, že śınus vel’kosti uhla nie je väčš́ı, než 1, z týchto vzt’ahov vyplýva
nasledujúce tvrdenie:

Obsah štvoruholńıka neprevyšuje aritmetický priemer súčinov dĺ̌zok dvoch dvoj́ıc jeho susedných strán
a je mu rovný vtedy a len vtedy, ked’ sú oba uhly zvierané týmito stranami pravé.9

3 Kružnica oṕısaná štvoruholńıku

Ak štvoruholńıku možno oṕısat’ kružnicu, tak je súčet vel’kost́ı jeho protil’ahlých uhlov rovný π. Plat́ı
aj opačné tvrdenie: Ak je súčet vel’kost́ı dvoch protil’ahlých uhlov štvoruholńıka rovný π, tak sa mu dá
oṕısat’ kružnica.

Dôkaz týchto dvoch tvrdeńı sa sprav́ı jednoducho pomocou obvodových uhlov a vety o štyroch bodoch.
Všimnime si tiež, že možnost’ oṕısat’ štvoruholńıku je ekvivalentná tomu faktu, že sa osi jeho strán
pret́ınajú v jednom bode.

Dokážeme ešte jednu krásnu vlastnost’ tetivového štvoruholńıka, konkrétne Ptolemaiovu vetu.

Veta. Súčin d́lžok uhlopriečok tetivového štvoruholńıka je rovný súčtu súčinov d́lžok jeho protil’ahlých
strán.10

9Pozn. prekl.: Ak má štvoruholńık ABCD po porad́ı strany d́lžok a, b, c a d, tak plat́ı SABCD ≤ ab+cd
2

a rovnost’ nastáva
práve vtedy, ked’ sú prvé dve aj druhé dve strany na seba kolmé.

10Pozn. prekl.: Ptolemaios potreboval túto vetu na výpočet tabuliek chord, čo bol dobový ekvivalent našich goniometrických
tabuliek.
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A

B

C

D

Kα

β

γ

δ

φ

A

B

C

D

C ′

Dôkaz. Majme štvoruholńık ABCD vṕısaný do kružnice, označme ṕısmenom K priesečńık jeho uhlop-
riečok.

Najprv si všimnime, že kvôli vlastnostiam obvodových uhlov plat́ı

ĈAD = ĈBD, ÂBD = ÂCD, B̂CA = B̂DA, ĈDB = ĈAB

a kvôli vlastnosti uhla medzi pret́ınajúcimi sa tetivami

ÂKB = ĈKD = ÂDB + ĈAD, B̂KC = ÂKD = B̂AC + ÂCD.

Zavedieme označenie ĈAB = α, ĈBD = β, ÂCD = γ, ÂDB = δ, B̂KC = φ a s prihliadnut́ım na vyššie
povedané dostaneme φ = α+ γ, π − φ = β + δ.

Teraz si všimneme štvoruholńık ABC ′D, ktorý źıskame zo štvoruholńıka ABCD preklopeńım troju-
holńıka BCD, teda |BC ′| = |CD|, |C ′D| = |BC|. Je zrejmé, že trojuholńıky BC ′D a BCD sú zhodné

podl’a vety sss a preto za prvé Ĉ ′BD = ĈDB = α, Ĉ ′DB = ĈBD = β a za druhé obsahy štvoruholńıkov
ABCD a ABC ′D sú rovnaké.

Na koniec si všimneme, že

SABCD =
1

2
· |AC| · |BD| · sinφ,

SABC′D = S△ABC′ + S△ADC′ =
1

2
· |AB| · |BC ′| · sin ÂBC ′ +

1

2
· |AD| · |DC ′| · sin ÂDC ′ =

=
1

2
·|AB|·|BC ′|·sin(α+γ)+ 1

2
·|AD|·|DC ′|·sin(β+δ) = 1

2
·|AB|·|BC ′|·sinφ+1

2
·|AD|·|DC ′|·sin(π−φ) =

=
1

2
(|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|) · sinφ.

Ked’ navzájom porovnáme pravé časti týchto rovnost́ı, dostaneme

|AC| · |BD| = |AB| · |CD|+ |AD| · |BC|

Q.E.D.

4 Kružnica vṕısaná do štvoruholńıka

Ak sa do štvoruholńıka dá vṕısat’ kružnica, tak je konvexný a súčty vel’kost́ı dvoch protil’ahlých strán sú
rovnaké. Plat́ı aj toto tvrdenie: Ak sú súčty vel’kost́ı dvoch protil’ahlých strán konvexného štvoruholńıka
rovnaké, tak sa mu dá vṕısat’ kružnica.

Dôkaz prvého z týchto tvrdeńı jednoducho vyplýva z vety o rovnosti vel’kost́ı úsečiek na dotyčniciach
vedených z jedného bodu ku kružnici. Druhé tvrdenie sa dokazuje nasledujúcim spôsobom: využije sa
fakt, že všetky štyri osi uhlov daného štvoruholńıka sa pretnú v jednom bode, ktorý lež́ı vo vnútri
štvoruholńıka. Tento bod bude stredom kružnice vṕısanej do štvoruholńıka. Poznamenajme, že to, že
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je možné štvoruholńıku vṕısat’ kružnicu je ekvivalentné s tým, že sa všetky osi jeho vnútorných uhlov
pret́ınajú v jednom bode.11

Dokážeme ešte jednu vlastnost’ štvoruholńıka oṕısaného kružnici, konkrétne vetu o jeho obsahu.

Veta. Obsah štvoruholńıka oṕısaného kružnici je rovný vel’kosti polomeru tejto kružnice a polovici jeho
obvodu.

Dôkaz. Majme štvoruholńık ABCD oṕısaný okolo kružnice. Označme ṕısmenom O jej stred, vel’kost’ jej
polomeru označme r a ṕısmenami K, L,M a N označ́ıme postupne dotykové body so stranami AB, BC,
CD a AD.

A

B

C

D

K

L

M

N

O

Potom |OK| = |OL| = |OM | = |ON | = r a okrem toho
OK ⊥ AB, OL ⊥ BC, OM ⊥ CD, ON ⊥ AD. Ked’že
je štvoruholńık ABCD konvexný, tak je jeho obsah rovný
súčtu obsahov trojuholńıkov OAB, OBC, OCD a OAD.
Ked’ použijeme vzorce pre obsahy týchto trojuholńıkov, do-
staneme

SABCD = S△OAB + S△OBC + S△OCD + S△OAD =

1

2
·|AB|·|OK|+1

2
·|BC|·|OL|+1

2
·|CD|·|OM |+1

2
·|AD|·|ON | =

1

2
· (|AB|+ |BC|+ |CD|+ |AD|) · r = sABCD · r,

čo sme mali dokázat’.

5 Uhlopriečky štvoruholńıka

Ak sú priamky, ktoré obsahujú uhlopriečky štvoruholńıka, na seba kolmé, tak sa súčty druhých mocńın
dĺ̌zok jeho protil’ahlých strán rovnajú.

A

B

C

D

K
A

B

C

D

K

A

B

C

D

K

Dôkaz tohto faktu je prakticky zrejmý. Majme štvoruholńık ABCD, priesečńık priamok, ktoré obsa-
hujú jeho uhlopriečky, označ́ıme ṕısmenomK. Na obrázku sú všetky možné pŕıpady: konvexný štvoruholńık,
nekonvexný štvoruholńık s nepret́ınajúcimi sa stranami a nekonvexný štvoruholńık s pret́ınajúcimi sa
stranami. Použijeme Pytagorovu vetu pre trojuholńıky ABK, BCK, CDK a ADK a dostaneme

|AB|2 = |AK|2 + |BK|2, |CD|2 = |CK|2 + |DK|2,
11Pozn. prekl.: Možno mi len nenapadol jednoduchš́ı spôsob, ale dorazit’ do v́ıt’azného konca dôkaz druhého tvrdenia bolo

o niečo komplikovaneǰsie, než naznačujú autori. Ked’ som našiel priesečńık ośı dvoch susedných uhlov štvoruholńıka, tak
ten priesečńık je rovnako vzdialený od troch strán štvoruholńıka. Spravil som z neho kolmicu na štvrtú stranu. Ukázat’, že
jej d́lžka je rovnaká, ako vzdialenost’ priesečńıka od ostatných troch strán, chcelo štyri Pytagorove vety a nejaké úpravy
výrazov, v ktorých sa využilo, že a+c = b+d. Teda nie nejaký nadl’udský výkon, ale istú námahu to stálo. Rozhodne väčšiu,
než dôkaz nasledujúcej vety. Elegantneǰśı pŕıstup vymyslel môj žiak Mat’o: V štvoruholńıku ABCD, ktorý má požadovanú
vlastnost’, zostrojil rovnako kružnicu, ktorá sa dotýkala strán AB, BC a CD. Ak by sa kružnica nedotýkala aj strany DA,
vedel by z bodu D zostrojit’ k tejto kružnici dotyčnicu, ktorá pretne priamku AB v bode E rôznom od A. O trojuholńıku
ADE sa ale dá l’ahko ukázat’, že preň neplat́ı trojuholńıková nerovnost’.
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|BC|2 = |BK|2 + |CK|2, |AD|2 = |AK|2 + |DK|2.

Na koniec sč́ıtame po dvojiciach tieto vzt’ahy a dostaneme

|AB|2 + |CD|2 = |AD|2 + |BC|2 = |AK|2 + |BK|2 + |CK|2 + |DK|2.

Q.E.D.

Uhlopriečky konvexného štvoruholńıka ho delia na štyri trojuholńıky tak, že súčiny obsahov protil’ahlých
trojuholńıkov sú si rovné.

A

B

C

D

O

S△AOB · S△COD = S△BOC · S△AOD

Pravdivost’ tohto tvrdenia vyplýva z nasledujúcej úvahy:
Všimnime si, že śınusy uhlov AOB, BOC, COD, DOA sú
si rovné, pretože tieto uhly sú si navzájom bud’ susedné
alebo vrcholové. Ked’ označ́ıme l’ubovol’nú z ich vel’kost́ı α
a použijeme vzt’ah pre obsah trojuholńıka, dostaneme

S△AOB =
1

2
·|AO|·|BO|·sinα, S△COD =

1

2
·|CO|·|DO|·sinα;

S△BOC =
1

2
·|BO|·|CO|·sinα, S△AOD =

1

2
·|AO|·|DO|·sinα.

Ked’ dvojice týchto vzt’ahov navzájom vynásob́ıme, dosta-
neme

S△AOB · S△COD = S△BOC · S△AOD =
1

4
· |AO| · |BO| · |CO| · |DO| · sin2 α.

Q.E.D.

6 Varignonova veta

Štvoruholńık, ktorého vrcholy sú stredy strán l’ubovol’ného štvoruholńıka, je rovnobežńık.

A

B

C

D

K L

MN
A

B

C

D

K L

MN

A

BC

D

K

L

M

N

Majme l’ubovol’ný štvoruholńık ABCD, ṕısmenamiK, L,M a N označ́ıme postupne stredy strán AB,
BC, CD a DA. Na obrázku sú všetky možné pŕıpady: konvexný štvoruholńık, nekonvexný štvoruholńık
s nepret́ınajúcimi sa stranami a nekonvexný štvoruholńık s pret́ınajúcimi sa stranami. Všimnime si, že
úsečka KL je strednou priečkou trojuholńıka ABC a preto KL ∥ AC, |KL| = 1

2 |AC|. Úsečka MN je
strednou priečkou trojuholńıka ADC a preto MN ∥ AC, |MN | = 1

2 |AC|. Z vyššie uvedeného vyplýva,
že úsečky KL a MN sú jednak rovnobežné, jednak rovnako dlhé. To znamená, že štvoruholńık KLMN
je rovnobežńık. Poznamenajme tiež, že úplne rovnakým spôsobom vieme dostat’ |LM | = |KN | = 1

2 |BD|.
Q.E.D.

Poznámka. Ak sa strany štvoruholńıka ABCD pret́ınajú, nevylúčili sme pŕıpad, že stredy strán AB a CD
budú totožné. Vtedy sa zo štvoruholńıka KLMN stane úsečka.

Teraz uvedieme niektoré vzt’ahy a fakty týkajúce sa l’ubovol’ných mnohouholńıkov.
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7 Súčet vel’kost́ı uhlov l’ubovol’ného mnohouholńıka

Súčet vel’kost́ı všetkých vnútorných uhlov l’ubovol’ného konvexného n-uholńıka je rovný (n− 2)π.

Toto tvrdenie sa dokazuje úplne rovnako, ako tvrdenie o súčte vel’kost́ı vnútorných uhlov štvoruholńıka.
Všimnime si, že uvedený fakt bude pravdivý aj pre l’ubovol’né nekonvexné mnohouholńıky.

8 Vlastnosti pravidelných mnohouholńıkov

Defińıcia. Mnohouholńık, ktorý má rovnako vel’ké všetky strany aj všetky vnútorné uhly sa nazýva
pravidelný.

Všimnime si, že na rozdiel od trojuholńıkov je v tejto defińıcii potrebná aj rovnost’ vel’kost́ı strán aj rov-
nost’ vel’kost́ı uhlov. Napŕıklad ani každý kosoštvorec ani každý obd́lžnik nie je pravidelným štvoruholńıkom.
Pravidelný bude len taký štvoruholńık, ktorý je súčasne kosoštvorec aj obd́lžnik, čiže štvorec.

Dokážeme niekol’ko vzt’ahov, ktoré popisujú vzt’ahy medzi štandardnými prvkami pravidelných mno-
houholńıkov.

1. Vel’kosti všetkých vnútorných uhlov pravidelného n-uholńıka sú rovné (n−2)π
n .

2. Pravidelnému n-uholńıku je možné oṕısat’ kružnicu. Ak je vel’kost’ jeho strany rovná a, tak vel’kost’

polomeru jemu oṕısanej kružnice je a
2 sin π

n
.

3. Do pravidelného n-uholńıka je možné vṕısat’ kružnicu. Ak je vel’kost’ jeho strany rovná a, tak vel’kost’

polomeru do neho vṕısanej kružnice je a
2 cotg

π
n .

4. Obsah pravidelného n-uholńıka, ktorý má stranu vel’kosti a, je na2

4 cotg π
n .

Dôkazy všetkých týchto tvrdeńı sú pomerne jednoduché. Majme pravidelný n-uholńık A1A2 . . . An. Je
zrejmé, že má n vnútorných uhlov, ktoré majú rovnaké vel’kosti a súčet tých vel’kost́ı je rovný (n− 2)π,

z čoho vyplýva, že vel’kost’ každého jeho vnútorného uhla je (n−2)π
n .

O

An

A1

A2

A3

P

π/n

Ďalej zostroj́ıme osi uhlov AnA1A2 a A1A2A3 a ich
priesečńık označ́ıme ṕısmenom O. Ked’že sú tieto uhly
zhodné, tak sú zhodné aj uhly OA1A2 a OA2A1, takže tro-
juholńık OA1A2 je rovnoramenný. Teraz zostroj́ıme os uhla
A2A3A4. Nech je R bod, v ktorom pret́ına os uhla A1A2A3.
Z analogických úvah dostaneme, že aj trojuholńık RA2A3 je
rovnoramenný. No ked’že sú zhodné uhly OA2A1 a RA2A3,
tak sú zhodné aj trojuholńıky OA1A2 a RA2A3. Z tejto rov-
nosti vyplýva, že |OA2| = |RA2|. A ked’že oba body O a R
ležia na osi uhla A1A2A3, tak musia byt’ totožné. Ked’ bu-
deme opakovat’ túto úvahu, tak očividne dostaneme, že všetky
osi vnútorných uhlov daného mnohouholńıka prechádzajú bo-
dom O, ten bod je rovnako vzdialený od všetkých jeho strán
a preto sa do A1A2 . . . An dá vṕısat’ kružnica a O bude jej
stred. Všimnime si tiež, že popri tom sme dokázali rovnost’

vel’kost́ı všetkých úsečiek OA1, OA2,. . . , OAn. To ale zna-
mená, že bod O má rovnakú vzdialenost’ od všetkých vrcholov
daného mnohouholńıka a je aj stredom jemu oṕısanej kružnice.

Na koniec si všimnime trojuholńık OA1A2, zostrojme jeho výšku OP , ktorá je súčasne jeho osou
uhla aj t’ažnicou. Je zrejmé, že úsečka OA2 je polomerom kružnice oṕısanej A1A2 . . . An a úsečka OP je
polomerom jemu vṕısanej kružnice.

Ked’že sú všetky trojuholńıky OA1A2, OA2A3,. . . ,OAnA1 navzájom zhodné, tak sú zhodné aj uhly
A1OA2, A2OA3,. . . ,AnOA1. Týchto uhlov je n kusov, súčet ich vel’kost́ı je 2π, takže vel’kost’ každého
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z nich je rovná 2π/n. Vd’aka tomu z pravouhlého trojuholńıka OA2P dostaneme

|OA2| =
|PA2|

sin Â2OP
=

1
2 |A1A2|

sin
(
Â1OA2

2

) =
a

2 sin π
n

,

|OP | = |PA2| · cotg Â2OP =
1

2
|A1A2| · cotg

(
Â1OA2

2

)
=
a

2
cotg

π

n
.

Nakoniec

S△AnOA1 = · · · = S△A2OA3 = S△A1OA2 =
1

2
· |A1A2| · |OP | =

a2

4
cotg

π

n

SA1A2...An = S△A1OA2 + S△A2OA3 + · · ·+ S△AnOA1 =
na2

4
cotg

π

n

Q.E.D.

9 Mnohouholńık oṕısaný okolo kružnice

Obsah mnohouholńıka oṕısaného okolo kružnice je rovný súčinu vel’kosti polomeru tejto kružnice a po-
lovice jeho obvodu.

Dôkaz tohto vzt’ahu je úplne analogický dôkazu vzt’ahu pre obsah štvoruholńıka oṕısaného okolo
kružnice.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Do štvoruholńıka ABCD sa dá vṕısat’ kružnica a bod K je priesečńık jeho uhlopriečok. Vieme,
že |AB| > |BC| > |KC|, |BK| = 4 +

√
2 a obvod a obsah trojuholńıka BKC sú postupne rovné 14 a 7.

Zistite vel’kost’ strany CD.

A

B

C

D

K

Riešenie. V tejto úlohe je dost’ náročné nájst’ postup riešenia. Napriek
tomu je jasné, že v trojuholńıku BKC poznáme tri prvky a preto
môžeme zistit’ vel’kosti jeho uhlov a jeho strán. Označ́ıme |BC| = x,
|KC| = y, pričom podl’a podmienok úlohy x > y. Ked’ použijeme známy
obvod trojuholńıka BKC a Herónov vzorec, dostaneme sústavu rovńıc

x+ y + 4 +
√
2 = 14,√

7 · (7− x) · (7− y) · (7− (4 +
√
2)) = 7,

x > y,

ktorej vyriešeńım zist́ıme, že |BC| = x = 6, |KC| = y = 4−
√
2.

Na prvý pohl’ad sa nezdá, že by sme sa nejako zásadne pribĺıžili k nájdeniu hl’adanej veličiny. Napriek
tomu si môžeme všimnút’ (a je to hlavný krok riešenia), že vd’aka tomu, že

|BC|2 = 36 = (4 +
√
2)2 + (4−

√
2)2 = |BK|2 + |KC|2,

je uhol BKC pravý. Použijeme vlastnosti štvoruholńıka s navzájom kolmými uhlopriečkami a vlastnosti
štvoruholńıka oṕısaného okolo kružnice:

|AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|, |AB|2 + |CD|2 = |AD|2 + |BC|2.

Ked’ prvú rovnost’ umocńıme na druhú a odč́ıtame ju od dvojnásobku druhej rovnosti, dostaneme

(|AB| − |CD|)2 = (|AD| − |BC|)2 ⇐⇒
∣∣|AB| − |CD|

∣∣ = ∣∣|AD| − |BC|
∣∣.
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Ked’ rozoberieme jednotlivé možnosti a využijeme, že |AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|, dostaneme
{

|AB| − |CD| = |AD| − |BC|,
|AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|;{
|AB| − |CD| = |BC| − |AD|,
|AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|;

=⇒


{

|AB| = |AD|,
|CD| = |BC|;{
|AB| = |BC|,
|CD| = |AD|.

Tak sme dokázali, že štvoruholńık oṕısaný kružnici s navzájom kolmými uhlopriečkami je deltoid, čiže
štvoruholńık, v ktorom majú susedné strany po dvojiciach rovnakú vel’kost’. V našej úlohe je podmienka
|AB| > |BC|, takže nám ostáva iba pŕıpad |AB| = |AD|, |CD| = |BC| = 6.

Odpoved’. 6.

Úloha 2. Pät’uholńık ABCDE je vṕısaný do kružnice s polomerom 1. Vieme, že |AB| =
√
2, ÂBE = π/4,

ÊBD = π/6 a |BC| = |CD|. Aký je obsah pät’uholńıka ABCDE?

A

B

C

D

E

Riešenie. Na výpočet obsahov mnohouholńıkov sa podl’a správnosti
využ́ıva nasledujúci postup: mnohouholńık sa rozdeĺı na niekol’ko
trojuholńıkov alebo jednoduchých štvoruholńıkov, ktorých obsahy sa
vypoč́ıtajú samostatne a potom sa sč́ıtajú.

Najprv si všimneme, že trojuholńık ABE je tiež vṕısaný do kružnice
z podmienok úlohy. Ked’ naň použijeme śınusovú vetu, dostaneme

sin ÂEB =
|AB|
2R

=
1√
2,

a vel’kost’ uhla AEB je rovná bud’ π/4 alebo 3π/4. Druhá z týchto
možnost́ı nie je možná vd’aka tomu, že súčet uhlov ABE a AEB muśı
byt’ menš́ı, než π. Takže ÂEB = π/4, preto je trojuholńık BAE rov-
noramenný a pravouhlý, |AB| = |AE| =

√
2, obsah tohto trojuholńıka je rovná 1 a BE je priemer

kružnice.

Ďalej si všimnime, že uhol BDE je pravý, ked’že je to uhol nad priemerom, preto je vel’kost’ uhla BED
rovná π/3, vel’kost’ uhla BCD je rovná 2π/3 vd’aka vlastnosti tetivového štvoruholńıka BCDE a vel’kosti
uhlov CBD a CDB sú rovné π/6 (pretože trojuholńık BCD je rovnoramenný z podmienok úlohy). Ked’

použijeme vzorec pre obsah trojuholńıka z vel’kosti polomeru jemu oṕısanej kružnice a śınusov vel’kost́ı
jeho uhlov, dostaneme

S△BDE =
1

2
· |BE| · |BD| · sin D̂BE =

1

2
· 2 · 2 · sin π

3
· sin π

6
=

√
3

2
,

S△BCD =
1

2
· |BD| · |BC| · sin ĈBD =

1

2
· 2 · sin π

3
· 2 · sin π

6
· sin π

6
=

√
3

4
.

Na záver SABCDE = S△BDE + S△BCD + S△ABE = 1 +
3

4

√
3

Odpoved’. 1 +
3

4

√
3.

Úloha 3. Vieme, že obsah konvexného štvoruholńıka ABCD je rovný aritmetickému priemeru súčinov
|AB| · |CD| a |AD| · |BC|, |BC| = 4, ÂDC = π/3, B̂AD = π/2. Zistite vel’kost’ strany CD.

Riešenie. Podmienka pre obsah štvoruholńıka ABCD zo zadania pripomı́na podmienku z faktu uvedeného
v teoretických materiáloch, že obsah konvexného štvoruholńıka je menš́ı alebo rovný, ako polovica súčtu
súčinov jeho susedných strán. Budeme uvažovat’ nasledujúcim spôsobom: V tej istej polrovine ohraničenej
priamkou BD, v ktorej sa nachádza bod C, zostroj́ıme bode C ′ tak, že |BC| = |C ′D|, |CD| = |BC ′|.
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Potom budú trojuholńıky BCD a DC ′B zhodné podl’a vety sss a preto budú rovnaké aj ich obsahy
a z toho plynie, že budú rovnaké aj obsahy štvoruholńıkov ABCD a ABC ′D. To znamená, že

SABC′D =
|AB| · |CD|+ |AD| · |BC|

2
=

|AB| · |BC ′|+ |AD| · |C ′D|
2

,

z čoho vyplýva, že uhly ABC ′ a ADC ′ sú pravé.

A

B

C

D

C ′

Ďalej už je všetko jasné. Ked’že je pravý aj uhol BAD,
tak štvoruholńık ABC ′D bude pravouholńık, preto B̂CD =

B̂C ′D = π/2, |AB| = |C ′D|. Potom sú ale pravouhlé tro-
juholńıky ABD a CBD zhodné vd’aka prepone a odvesne,
čo znamená, že sú zhodné aj uhly ADB a CDB. Súčet
ich vel’kost́ı je rovný vel’kosti uhla ADC čiže π/3. Preto

ĈDB = π/6 a z pravouhlého trojuholńıka CDB dostávame,

že |CD| = |BC| · cotg B̂DC = 4
√
3.

Odpoved’. 4
√
3.

Úloha 4. Vel’kosti všetkých vnútorných uhlov šest’uholńıka ABCDEF sú rovnaké. Vieme, že |AB| = 3,
|BC| = 4, |CD| = 5, |EF | = 1. Zistite vel’kosti strán DE a AF .

A

B C

D

EFK

L

M

Riešenie. Najprv vypoč́ıtame vel’kosti všetkých vnútorných
uhlov nášho šest’uholńıka. Súčet týchto vel’kost́ı je rovný
π · (6 − 2) = 4π a preto je vel’kost’ každého z týchto uhlov
rovná 2π/3. Vzhl’adom na tento fakt si môžeme všimnút’,
že l’ubovol’ný trojuholńık, ktorý k šest’uholńıku ABCDEF
doplńıme, bude rovnostranný. A skutočne, ak označ́ıme
ṕısmenom K priesečńık priamok AB a EF , ṕısmenom L
priesečńık priamok AB a CD a ṕısmenomM priesečńık pria-
mok CD a EF , tak vd’aka tomu, že ÂBC = B̂CD = 2π/3,

dostaneme, že L̂BC = L̂CB = π/3, preto L̂ = π/3 a troju-
holńık BLC je rovnostranný. Analogickou úvahou pŕıdeme
k uzáveru, že trojuholńıky AKF a DEM sú tiež rovno-
stranné, K̂ = M̂ = π/3. Z toho vyplýva, že aj trojuholńık KLM je rovnostranný.

Teraz označ́ıme |AF | = x, |DE| = y. Z toho, čo bolo povedané, potom vyplýva

|AK| = |KF | = x, |DM | = |ME| = y, |BC| = |BL| = |LC| = 4.

Nakoniec vypoč́ıtame d́lžky strán trojuholńıka KLM a ich porovnańım dostaneme

|KL| = x+ 3 + 4, |LM | = 4 + 5 + y, |KM | = x+ 1 + y =⇒

=⇒
{
x+ 7 = x+ y + 1,
9 + y = x+ y + 1

=⇒ y = 6, x = 8.

Odpoved’. |DE| = 6, |AF | = 8.

Úlohy

1. Do kružnice s vel’kost’ou polomeru 17 je vṕısaný štvoruholńık, ktorého uhlopriečky sú na seba kolmé
a majú vzdialenost’ 8 a 9 od stredu kružnice. Zistite vel’kosti strán tohto štvoruholńıka.

2. V konvexnom štvoruholńıku ABCD je bod E priesečńık jeho uhlopriečok. Vieme, že obsah každého
z trojuholńıkov ABE a DCE je rovný 1, obsah štvoruholńıka ABCD nie je väčš́ı, ako 4, |AD| = 3.
Zistite vel’kost’ strany BC.
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3. Konvexný štvoruholńık má vel’kosti uhlopriečok rovné 1 a 2. Zistite jeho obsah ak viete, že vel’kosti
uhlopriečok, ktoré spájajú stredy jeho protil’ahlých strán sú rovnaké.

4. V konvexnom štvoruholńıku ABCD je vel’kost’ úsečky, ktorá spája stredy uhlopriečok rovnaká, ako
vel’kost’ úsečky, ktorá spája stredy strán AD a BC. Zistite vel’kost’ uhla priamok AB a CD.

5. V konvexnom štvoruholńıku ABCD je vel’kost’ uhla, pod ktorým sa pret́ınajú úsečky, ktoré spájajú
stredy protil’ahlých strán, rovná π/3 a vel’kosti týchto úsečiek sú v pomere 1 : 3. Aká je vel’kost’

menšej uhlopriečky štvoruholńıka ABCD, ak je vel’kost’ väčšej rovná
√
39?

6. V ostrouhlom trojuholńıku ABC sú z päty D výšky BD spustené kolmice DM a DN na strany
AB a BC. Vieme, že |MN | = a, |BD| = b. Zistite vel’kost’ uhla ABC.

7. V konvexnom štvoruholńıku ABCD je vel’kost’ strany AD rovná 4, vel’kost’ strany CD rovná 7,
kośınus vel’kosti uhla ADC rovný 1/2 a śınus vel’kosti uhla BCA rovný 1/3. Zistite vel’kost’ strany
BC ak viete, že kružnica oṕısaná trojuholńıku ABC prechádza aj cez bod D.

8. Štvoruholńık PQRS je vṕısaný do kružnice. Jeho uhlopriečky PR aQS sú na seba kolmé a pret́ınajú
sa v bode M . Vieme, že |PS| = 13, |QM | = 10, |QR| = 26. Zistite obsah štvoruholńıka PQRS.

9. V konvexnom štvoruholńıku ABCD sa uhlopriečky pret́ınajú v bode O. Obsahy trojuholńıkov
BOC, COD a AOD sú postupne rovné 20, 40 a 60. Zistite stupňovú mieru uhla BAO ak viete, že
|AB| = 15, |AO| = 8 a stupňová miera uhla BOA je väčšia, než 31◦.

10. Uhlopriečky štvoruholńıka PQRS, ktorý je vṕısaný do kružnice, sa pret́ınajú v bode D. Na priamke
PR je daný bod A, ŜAD = 50◦, P̂QS = 70◦, R̂QS = 60◦. Kde lež́ı bod A? Na uhlopriečke PR
alebo na jej pred́lžeńı? Odpoved’ zdôvodnite.

11. Lichobežńıku, ktorý má vel’kosti základńı 3 a 5 sa dá vṕısat’ aj oṕısat’ kružnica. Vypoč́ıtajte obsah
pät’uholńıka tvoreného polomermi vṕısanej kružnice, ktoré sú kolmé na ramená lichobežńıka, jeho
menšou základňou a zodpovedajúcimi úsečkami ležiacimi na ramenách.

12. Body K, L, M , N , P ležia postupne na kružnici s vel’kost’ou polomeru 2
√
2. Zistite obsah troju-

holńıka KLM ak viete, že LM ∥ KN , KM ∥ NP , MN ∥ LP a L̂OM = π/4, kde O je priesečńık
tet́ıv LN a MP .

13. Do kružnice je vṕısaný štvoruholńık ABCD, ktorého uhlopriečky sú na seba kolmé a pret́ınajú
sa v bode E. Priamka, ktorá prechádza cez bod E a je kolmá na priamku AB, pret́ına stranu
CD v bode M . Dokážte, že EM je t’ažnica trojuholńıka CED a zistite jej vel’kost’, ak |AD| = 8,

|AB| = 4 a ĈDB = α.

14. V štvoruholńıku ABCD sa uhlopriečky AC a BD pret́ınajú v bode K. Body L a M sú po-
stupne stredmi strán BC a AD. Úsečka LM obsahuje bod K. Štvoruholńık ABCD je taký, že
sa do neho dá vṕısat’ kružnica. Zistite vel’kost’ polomeru tejto kružnice ak |AB| = 3, |AC| =

√
13

a |LK| : |KM | = 1 : 3.

15. V lichobežńıku BCDE plat́ı CD ∥ BE, |BE| = 13, |CD| = 3, |CE| = 10. Na kružnici oṕısanej
BCDE je daný bodA rôzny od E taký, že |AC| = 10. Zistite vel’kost’ úsečkyAB a obsah pät’uholńıka
ABCDE.

16. Štvoruholńık ABCD má navzájom kolmé uhlopriečky, ktoré sa pret́ınajú v bode P . BodM je stred
úsečky AD, vel’kost’ úsečky CM je 5/4. Vzdialenost’ bodu P od úsečky BC je 1/2, |AP | = 1. Zistite
vel’kost’ úsečky AD ak viete, že štvoruholńıku ABCD sa dá oṕısat’ kružnica.
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17. Rovnobežńıky ABCD a A′BCD′ majú spoločnú stranu BC a sú navzájom symetrické podl’a
priamky BC (bod A′ je symetrický s bodom A a bod D′ je symetrický s bodom D). Uhlopriečka
BD prvého rovnobežńıka a strana BA′ druhého rovnobežńıka ležia na jednej priamke. Vel’kost’ uhla
medzi uhlopriečkami AC a A′C týchto rovnobežńıkov je π/4, obsah pät’uholńıka ADCD′A′ je 15

√
2.

Zistite vel’kosti strán rovnobežńıka ABCD.

18. Body K, L a M ležia postupne na stranách AB, BC a CD konvexného štvoruholńıka ABCD,
pričom plat́ı, že |AK| : |BK| = |CL| : |BL| = |CM | : |DM | = 1 : 2. Vel’kost’ polomeru kružnice
oṕısanej trojuholńıku KLM je 5/2, |KL| = 4, |LM | = 3. Aký je obsah štvoruholńıka ABCD ak
vieme, že |KM | < |KL|?

19. V konvexnom štvoruholńıku ABCD úsečka CM , ktorá spája vrchol C s bodom M ležiacim na
strane AD pret́ına uhlopriečku BD v bode K. Vieme, že |CK| : |KM | = 2 : 1, |CK| : |DK| = 5 : 3,

ÂBD + ÂCD = π. Zistite pomer d́lžok strany AB a uhlopriečky AC.

20. Do kružnice je vṕısaný štvoruholńık ABCD, P je priesečńık jeho uhlopriečok, |AB| = |CD| = 5,
|AD| > |BC|. Vel’kost’ výšky zostrojenej z bodu B na stranu AD je rovná 3 a obsah trojuholńıka
ADP je rovný 25/2. Zistite vel’kosti strán AD a BC aj vel’kost’ polomeru kružnice.

21. O konvexnom štvoruholńıku ABCD je známe, že uholDAB je ostrý, uhol ADC je tupý, sin D̂AB =
3/5, cos ÂBC = −63/65. Kružnica so stredom v bode O sa dotýka strán BC, CD a AD. Zistite
vel’kost’ úsečky OC, ak |AB| = 25/64, |BC| = 793/64, |CD| = 25/4.

22. Do kružnice s vel’kost’ou polomeru 2 je vṕısaný pravidelný šest’uholńık ABCDEF . Z bodu K, ktorý
lež́ı na pred́lžeńı strany AF tak, že |KA| < |KF | a |KA| =

√
11− 1 je vedená sečnica KH, ktorá

pret́ına kružnicu v bodoch N a H, pričom bod N lež́ı medzi bodmi K a H. Viete, že |KN | = 2
a uhol NFH je tupý. Zistite vel’kost’ uhla HKF .

23. V konvexnom pät’uholńıku ABCDE sú uhlopriečky BE a CE postupne osami uhlov pri vrcholoch
B a C, Â = 35◦, D̂ = 145◦ a obsah trojuholńıka BCE je rovný 11. Zistite obsah pät’uholńıka
ABCDE.

24. Pred́lženia strán AD a BC konvexného štvoruholńıka ABCD sa pret́ınajú v bode M a pred́lženia
strán AB a CD sa pret́ınajú v bode O. Úsečka MO je kolmá na os uhla AOD. Zistite pomer medzi
obsahom trojuholńıka AOD a štvoruholńıka ABCD ak |OA| = 12, |OD| = 8, |CD| = 2.

25. V štvoruholńıku ABCD vṕısanom do kružnice sa osi uhlov Â a B̂ pret́ınajú v bode E, ktorý lež́ı
na strane CD. Viete, že pomer vel’kosti úsečky CD k vel’kosti úsečky BC je rovný m. Zistite

1) pomer vzdialenost́ı bodu E od priamok AD a BC,

2) pomer obsahov trojuholńıkov ADE a BCE.

26. Uhlopriečky štvoruholńıka ABCD vṕısaného do kružnice sa pret́ınajú v bode E, pričom
|AD| · |CE| = |DC| · |AE|, |BD| = 6, ÂDB = π/8. Zistite obsah štvoruholńıka ABCD.

27. Na jednom ramene uhla Ô sú dané body K, L a M a na jeho druhom ramene body P , Q a R tak,
že KQ ⊥ PR, PL ⊥ KM , LR ⊥ PQ, QM ⊥ KL. Viete že pomer vzdialenosti bodu O a stredu
kružnice vṕısanej do štvoruholńıka KPRM k d́lžke úsečky KP je rovný 17 : 6. Zistite vel’kost’

uhla Ô.



Kapitola 4

Dôkazové úlohy

Úlohy prezentované v tejto časti sa na ṕısomných skúškach vyskytujú vel’mi zriedka. Napriek tomu
takéto úlohy umožňujú spoznat’ mnoho zauj́ımavých faktov, ktoré sú užitočné aj pri riešeńı úloh na
ṕısomných skúškach. Okrem toho umožňujú naučit’ sa vidiet’ a dokazovat’ užitočné vzt’ahy v troju-
holńıkoch, mnohouholńıkoch a kružniciach.

4.1 Trojuholńıky

Teória

Pripomeňme základné vzt’ahy a vety týkajúce sa trojuholńıkov.

� Trojuholńıková nerovnost’: Ak sú dané tri úsečky s d́lžkami a, b, c, tak na to, aby existoval trojuholńık
so stranami a, b, c je nutné a postačujúce, aby boli splnené podmienky

a+ b > c, a+ c > b, b+ c > a.

Tuto aj d’alej budeme predpokladat’, že a, b, c sú strany trojuholńıka a α, β, γ sú zodpovedajúce
protil’ahlé uhly.

� Monotónnost’ závislosti strán od uhlov: Ak sú dané strany trojuholńıka a, b, c, tak na to, aby sṕlňali
nerovnosti a ≥ b ≥ c je nutné a postačujúce, aby boli splnené nerovnosti α ≥ β ≥ γ.

� Veta o súčte uhlov trojuholńıka: Pre uhly trojuholńıka α, β, γ plat́ı rovnost’ α+ β + γ = π.

� Veta o osiach uhlov trojuholńıka: Všetky osi uhlov trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode. Tento
bod je stred kružnice vṕısanej do trojuholńıka.

� Veta o t’ažniciach: Všetky t’ažnice trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode a sú ńım delené v pomere
2 : 1 v porad́ı od vrchola.

� Veta o výškach: Všetky výšky trojuholńıka sa pret́ınajú v jednom bode.

� Veta o osiach strán: Všetky osi strán sa pret́ınajú v jednom bode. Tento bod je stred oṕısanej
kružnice.

� Kośınusová veta: Pre strany a uhly trojuholńıka plat́ı rovnost’

a2 = b2 + c2 = 2bc · cosα.

101
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� Śınusová veta: Pre strany a uhly trojuholńıka plat́ı rovnost’

a

sinα
=

b

sinβ
=

c

sin γ
= 2R

kde R je polomer trojuholńıku oṕısanej kružnice.

� Veta o osi uhla: Os uhla α trojuholńıka deĺı protil’ahlú stranu a na úsečky ab a ac pril’ahlé k úsečkám
b a c, ktoré majú rovnaký pomer, ako pomer strán b a c:

ab
ac

=
b

c
.

� Tálesova veta: Ak rovnobežné priamky pret́ınajúce obe ramená uhla pret́ınajú jedno rameno tak, že
na ňom vyt́ınajú úsečky rovnakej d́lžky, tak vyt́ınajú úsečky rovnakej d́lžky aj na druhom ramene.

� Zovšeobecnená Tálesova veta: Ak rovnobežné priamky pret́ınajú obe ramená uhla, tak na stranách
uhla vytnú úsečky, ktorých d́lžky sú v rovnakom pomere.

� Vzt’ahy pre dĺ̌zku osi uhla:

la =
2bc · cos α

2

b+ c
, l2a = bc− ab · ac,

kde ab, ac sú úsečky z vety o osi uhla.

� Vzt’ah pre dĺ̌zku t’ažnice:

ta =

√
2b2 + 2c2 − a2

2
.

� Kritériá podobnosti trojuholńıkov: Dva trojuholńıky sú podobné podl’a vety uu, podl’a vety sus
a podl’a vety sss.

Pripomeňme, že v podobných trojuholńıkoch je pomer zodpovedajúcich d́lžok strán, ośı uhla, t’ažńı
a výšok rovný k, čo je koeficient podobnosti. Pomer obsahov podobných trojuholńıkov je rovný k2.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Je daný trojuholńık ABC. Dokážte, že

cos∠A + cos∠B + cos∠C ≤ 3

2
.

Riešenie. Nech ∠A = α, ∠B = β, ∠C = γ = π − α− β, potom

cosα+ cosβ + cos γ = cosα+ cosβ − cos(α+ β) =

= 2 cos
α+ β

2
· cos α− β

2
− 2 cos2

α+ β

2
+ 1 =

= −2

(
cos

α+ β

2
− 1

2
· cos α− β

2

)2

+
1

2
· cos2 α− β

2
+ 1 ≤ 3

2
.

Q.E.D.

Úloha 2. Existuje trojuholńık s uhlami

arctg 2, arcsin

(
1√
10

)
, arccos

(
− 1

5
√
2

)
?
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Riešenie. Na to, aby taký trojuholńık existoval, je nutné, aby

arctg 2 + arcsin

(
1√
10

)
+ arccos

(
− 1

5
√
2

)
= π.

Na to, aby sme dokázali rovnost’

arctg 2 + arcsin

(
1√
10

)
= π − arccos

(
− 1

5
√
2

)
stač́ı ukázat’, že kośınus l’avej strany je rovný kośınusu pravej strany a obe strany ležia v intervale od nula
do π. Pre l’avú stranu plat́ı

π

4
< arctg 2 + arcsin

(
1√
10

)
<

2π

3

pretože
π

4
< arctg 2 <

π

2
, 0 < arcsin

(
1√
10

)
<
π

6
.

Pre pravú stranu rovnice plat́ı

0 < π − arccos

(
− 1

5
√
2

)
<
π

2
, pretože

π

2
< arccos

(
− 1

5
√
2

)
< π.

Teraz vypoč́ıtame hodnotu kośınusu l’avej a pravej časti rovnosti a dostaneme

cos

(
arctg 2 + arcsin

(
1√
10

))
=

1

5
√
2

a cos

(
π − arccos

(
− 1

5
√
2

))
=

1

5
√
2
.

Z toho vyplýva, že taký trojuholńık existuje.

Odpoved’. Existuje.

Úloha 3. V pravouhlom trojuholńıku sú d́lžky strán prirodzené navzájom nesúdelitel’né č́ısla. Dokážte, že
d́lžka prepony je nepárne č́ıslo a že d́lžky odvesien majú rôznu paritu.

Riešenie. Nech m a k sú d́lžky odvesien pravouhlého trojuholńıka a n je d́lžka prepony, m, n, k sú
navzájom nesúdelitel’né č́ısla a n2 = m2 + k2.

Nech je n párne č́ıslo, čiže n = 2l. Z rovnosti m2 + k2 = 4l2 vyplýva, že m a k majú rovnakú paritu.
Obe ale nemôžu byt’ párne, lebo podl’a podmienok úlohy majú byt’ nesúdelitel’né.

To znamená, že m = 2l1 + 1, k = 2l2 + 1 a

4l2 = (2l1 + 1)2 + (2l2 + 1)2 ⇐⇒ 4l2 = 4l21 + 4l22 + 4l1 + 4l2 + 2.

To ale nie je možné, pretože l’avá strana rovnosti je delitel’ná štyrmi a pravá nie.

Z toho vyplýva, že n = 2l + 1, ale v tom pŕıpade musia č́ısla m a k mat’ rôznu paritu.

Úloha 4. Dokážte, že ak sú v trojuholńıku z jedného vrchola zostrojené t’ažnica, os uhla a výška, tak os
uhla lež́ı medzi t’ažnicou a výškou.

AB

C

DH L

Riešenie. Majme trojuholńık ABC v ktorom sú na stranu
AB zostrojené výška CH, os uhla CL a t’ažnica CD. Ak
BC = AC, tak sú CH, CL a CD totožné. Nech bez ujmy na
všeobecnosti plat́ı AC > BC.

Z vlastnosti osi uhla

BL

AL
=
BC

AC
< 1 =⇒ BL < AL,
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takže bod L lež́ı medzi bodmi B a D, pretože BD = AD.
Ked’že

AC > BC =⇒ ∠CBA > ∠CAB,

tak ∠BCH < ∠ACH a teda ked’že ∠BCL = ∠ACL, tak ∠BCH < ∠BCL a bod H lež́ı medzi bodmi
B a L.

Úloha 5. Dokážte, že ak sú vel’kosti všetkých ośı uhlov trojuholńıka menšie, ako jedna, tak je obsah
trojuholńıka menš́ı, ako jedna.

A B

C

N
O

L

Riešenie. Ked’že je výška v trojuholńıku vždy menšia alebo
rovná, než zodpovedajúca os uhla, tak

ha ≤ la < 1, hb ≤ lb < 1, hc ≤ lc < 1.

Dokážeme, že všetky strany trojuholńıka sú menšie, ako 2.
Nech sa osi uhla AL a BN trojuholńıka ABC pret́ınajú
v bode O.

Z trojuholńıkovej nerovnosti pre △ABO vyplýva, že

AB < AO +BO < AL+BN < 2.

Analogicky dostaneme, že BC < 2 a AC < 2. Odhadneme obsah △ABC

SABC =
1

2
a · ha <

1

2
· 2 · 1 = 1,

čiže SABC < 1.

Úlohy

1. Akého typu je trojuholńık, ktorý má výšky 3, 4 a 5?

2. Dokážte, že ak má trojuholńık dve rovnaké výšky, tak je rovnoramenný.

3. Ťažnica trojuholńıka je totožná s osou uhla. Dokážte, že tento trojuholńık je rovnoramenný.

4. Dokážte, že ak má trojuholńık dve rovnaké t’ažnice, tak je rovnoramenný.

5. Nech sú d́lžky strán pravouhlého trojuholńıka prirodzené č́ısla. Dokážte, že d́lžka jednej z jeho
odvesien je delitel’ná tromi.

6. Dokážte, že všetky pravouhlé trojuholńıky, d́lžky strán ktorých tvoria aritmetickú postupnost’, sú
podobné

”
egyptskému“ trojuholńıku (d́lžky jeho strán sú rovné 3, 4 a 5).

7. Nech a, b, c sú d́lžky strán trojuholńıka. Dokážte, že

2(a2b2 + b2c2 + c2a2) > a4 + b4 + c4.

8. Dokážte, že ak t’ažnica a výška zostrojené z jedného vrchola trojuholńıka delia jeho uhol na tri
rovnaké časti, tak je tento trojuholńık pravouhlý.

9. Dokážte, že v l’ubovol’nom trojuholńıku zodpovedá väčšej strane menšia os uhla.

10. Dokážte, že ak má trojuholńık dve rovnaké osi uhla, tak je rovnoramenný.

11. Dokážte, že v rovnoramennom trojuholńıku je súčet vzdialenost́ı l’ubovol’ného bodu základne k jeho
ramenám rovný vel’kosti výšky na rameno.
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12. V trojuholńıku ABC je uhol A pravý. Z vrchola A zostroj́ıme t’ažnicu AM , výšku AH a os uhla
AL. Dokážte, že AL je os uhla v trojuholńıku AMH.

13. Dokážte, že spomedzi všetkých trojuholńıkov s danou základňou a daným uhlom oproti tejto
základni má rovnoramenný trojuholńık najväčš́ı obsah.

14. Dokážte, že spomedzi všetkých trojuholńıkov s danou základňou a daným uhlom oproti tejto
základni má rovnoramenný trojuholńık najväčš́ı obvod.

15. Dokážte, že súčet t’ažńıc trojuholńıka je

a) menš́ı, než P ,

b) väčš́ı, než 3
4P , kde P je obvod trojuholńıka.

16. Dokážte, že súčet vzdialenost́ı l’ubovol’ného bodu, ktorý lež́ı vo vnútri alebo na strane trojuholńıka
od všetkých troch strán lež́ı medzi vel’kost’ou najmenšej a najväčšej výšky. Nájdite bod trojuholńıka,
pre ktorý je súčet vzdialenost́ı k jednotlivým stranám najväčš́ı.

17. Akého typu je trojuholńık, ktorý má t’ažnice 3, 4 a 5?

18. Nech α, β, γ sú uhly trojuholńıka. Dokážte, že

sinα · sinβ · sin γ ≤

(√
3

2

)3

.

19. Dokážte, že pre každý trojuholńık plat́ı nerovnost’ ha ≤
√
s · (s− a). (s je polovica obvodu troju-

holńıka).

20. Dokážte, že pre každý trojuholńık plat́ı nerovnost’

1

s− a
+

1

s− b
+

1

s− c
≥ 2

(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
.

4.2 Mnohouholńıky

Teória

Pripomeňme základné vzt’ahy a vety týkajúce sa trojuholńıkov.

V rovnobežńıku

� sú protil’ahlé strany zhodné;

� sú protil’ahlé uhly zhodné;

� sa uhlopriečky pret́ınajú a priesečńık ich deĺı na polovice;

� súčet druhých mocńın uhlopriečok je rovný súčtu druhých mocńın strán.

V lichobežńıku

� je stredná priečka lichobežńıka rovnobežná so základňami a rovná ich aritmetickému priemeru;

� je súčet uhlov ležiacich pri ramene rovný π.

V pravouholńıku
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� sú uhlopriečky zhodné.

V kosoštvorci

� sú uhlopriečky na seba kolmé a sú osami zodpovedajúcich uhlov.

V l’ubovol’nom konvexnom n-uholńıku

� je súčet uhlov π(n− 2).

Kritériá pre rovnobežńık. Štvoruholńık je rovnobežńık, ak je splnená aspoň jedna z nasledujúcich
podmienok:

� protil’ahlé strany sú navzájom zhodné;

� protil’ahlé uhly sú navzájom zhodné;

� uhlopriečky sa pret́ınajú a priesečńık ich deĺı na polovice;

� jedna dvojica protil’ahlých strán je navzájom zhodná a rovnobežná.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Vo vnútri konvexného štvoruholńıka ABCD nájdite bod, pre ktorý je súčet jeho vzdialenost́ı
k vrcholom štvoruholńıka minimálny.

A

B

C

D

O

O1

Riešenie. Majme štvoruholńık ABCD, ktorého uhlopriečky
sa pret́ınajú v bode O. Súčet vzdialenost́ı bodu O od vrcholov
štvoruholńıka je rovný

AO +BO + CO +DO = AC +BD.

Majme l’ubovol’ný bod O1, ktorý lež́ı vo vnútri štvoruholńıka.
Plat́ı

AO1 +O1C ≥ AC, BO1 +O1D ≥ BD,

z čoho plynie

AO1 +O1C +BO1 +O1D ≥ AC +BD,

čiže priesečńık uhlopriečok je ten bod, pre ktorý je súčet jeho vzdialenost́ı k vrcholom štvoruholńıka
minimálny.

Odpoved’. Priesečńık uhlopriečok.

Úloha 2. Dokážte, že ak spoj́ıte stredy strán konvexného štvoruholńıka, tak dostanete rovnobežńık. Kedy
ten rovnobežńık bude kosoštvorec? A štvorec?

A

B

C

D

O
K

F

M

N

Riešenie. Nech sú K, F , M a N postupne stredy strán AB,
BC, CD < a AD štvoruholńıka ABCD.

Úsečka KF je stredná priečka trojuholńıka ABC a úsečka
MN je stredná priečka trojuholńıka ADC, čo znamená, že

KF ∥ AC, KF =
1

2
AC, MN ∥ AC, MN =

1

2
AC,

z čoho plynie, že

KF ∥MN, KF =MN

a štvoruholńık KFMN bude rovnobežńık.
Ak sú uhlopriečky štvoruholńıka zhodné (AC = BD), tak

rovnobežńık KFMN bude kosoštvorec. Ak sú uhlopriečky
ešte navyše navzájom kolmé, tak kosoštvorec KFMN bude štvorec.
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Úlohy

1. Dokážte, že ak každá z uhlopriečok deĺı konvexný štvoruholńık na trojuholńıky s rovnakým obsa-
hom, tak je ten štvoruholńık rovnobežńık.

2. V rovnoramennom lichobežńıku má jedna uhlopriečka d́lžku 8 a je osou jedného z uhlov. Môže byt’

jedna zo základńı tohto lichobežńıka menšia než 4 a druhá byt’ rovná 5?

3. Dokážte, že spomedzi všetkých pravouholńıkov s danou uhlopriečkou má najväčš́ı obsah štvorec.

4. Aký štvoruholńık s uhlopriečkami d1 a d2 má maximálny obsah?

5. Dokážte, že ak je úsečka spájajúca stredy dvoch protil’ahlých strán konvexného štvoruholńıka rovná
aritmetickému priemeru druhých dvoch strán, tak je ten štvoruholńık lichobežńık.

6. Dokážte, že osi uhlov ležiacich pri jednom ramene lichobežńıka sú na seba kolmé a pret́ınajú sa
v bode, ktorý lež́ı na strednej priečke lichobežńıka (alebo na jej pred́lžeńı).

7. V konvexnom štvoruholńıku ABCD s uhlopriečkami AC a BD sú na strany CD a AB postupne
spustené výšky AE a DF . Vieme, že AE ≥ BD, DF ≥ AC, AD = 2 · AB. Zistite vel’kosti uhlov
štvoruholńıka ABCD.

8. V konvexnom štvoruholńıku KLMN s uhlopriečkami LN a KM sú na strany MN a KL postupne
spustené výšky KP a NQ. Vieme, že KP ≥ LN , NQ ≥ KM , KL = 3, KN = 5. Zistite KM .

9. Je daný konvexný štvoruholńık ABCD, v ktorom AB + BD ≤ AC + CD. Porovnajte vel’kosti
úsečiek AB a AC.

4.3 Kružnice

Teória

Pripomeňme základné vzt’ahy a vety týkajúce sa kružńıc.

� stredový uhol je čo do vel’kosti rovný miere oblúka kružnice, ktorý mu zodpovedá;

� obvodový uhol je čo do vel’kosti rovný polovici miery oblúka kružnice, ktorý mu zodpovedá;

� uhol tvorený sečnicami kružnice je čo do vel’kosti rovný polovici rozdielu mier oblúkov kružnice,
ktoré mu zodpovedajú;

� uhol tvorený pret́ınajúcimi sa tetivami je čo do vel’kosti rovný polovici súčtu mier oblúkov kružnice,
ktoré mu zodpovedajú;

� uhol medzi dotyčnicou a tetivou je čo do vel’kosti rovný polovici miery oblúka kružnice, ktorý zod-
povedá tetive.

Užitočné dôsledky:

� obvodové uhly nad tým istým oblúkom sú zhodné;

� obvodové uhly nad tou istou tetivou (alebo nad zhodnými tetivami) sú zhodné alebo majú súčet π;

� Obvodový uhol je pravý vtedy a len vtedy, ked’ je zostrojený nad priemerom.

Vety o dotyčniciach, tetivách a sečniciach:
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� úsečky na dotyčniciach ku kružnici, ktoré vedú z jedného bodu, sú zhodné a zvierajú rovnaké uhly
s priamkou, ktorá prechádza týmto bodom a stredom kružnice;

� súčiny d́lžok úsečiek na dvoch pret́ınajúcich sa tetivách sú rovnaké;

� druhá mocnina vel’kosti úsečky z bodu na dotyčnici ku kružnici je rovná súčinu d́lžok úsečiek na
sečnici z toho istého bodu k spoločným bodom s kružnicou

Vety o vṕısaných a oṕısaných kružniciach:

� každému trojuholńıku sa dá oṕısat’ kružnica, jej stredom je priesečńık ośı strán trojuholńıka;

� každému trojuholńıku sa dá vṕısat’ kružnica, jej stredom je priesečńık ośı uhlov trojuholńıka;

� na to, aby sa štvoruholńıku dala oṕısat’ kružnica je nutné a postačujúce, aby bol súčet protil’ahlých
uhlov rovný π;

� na to, aby sa štvoruholńıku dala vṕısat’ kružnica je nutné a postačujúce, aby bol súčet d́lžok pro-
til’ahlých strán rovnaký;

� na to, aby sa lichobežńıku dala oṕısat’ kružnica je nutné a postačujúce, aby bol ten lichobežńık
rovnoramenný;

Ukážky riešených úloh
A

B C

D

Úloha 1. Dokážte, že os uhla A nerovnoramenného trojuholńıka ABC
a os strany BC sa pret́ınajú na kružnici oṕısanej trojuholńıku ABC.

Riešenie. Nech D je priesečńık osi uhla BAC trojuholńıka ABC
a oṕısanej kružnice. Z rovnosti uhlov BAD a CAD vyplýva, že BD =
CD a trojuholńık BDC je rovnoramenný. Vd’aka tomu kolmica spus-
tená z bodu D na úsečku BC deĺı túto úsečku na polovice.

Úloha 2. Dokážte, že vzdialenost’ bodu kružnice od tetivy tejto kružnice je rovná geometrickému priemeru
vzdialenost́ı koncových bodov tetivy od dotyčnice zostrojenej v tomto bode.

A

B

S

F

K

M

N

Riešenie. Ak je tetiva AB rovnobežná s dotyčnicou zostroje-
nou v bode M , tak sú všetky tri vzdialenosti rovnaké a tvr-
denie zo zadania je pravdivé. Rozoberme pŕıpad, v ktorom
sa pred́lženie tetivy AB a dotyčnica v bode M pret́ınajú.
Označme ich priesečńık S, vzdialenost’ boduM od tetivy AB
označme MN a AK a BF budú vzdialenosti koncov tetivy
od dotyčnice. Chceme dokázat’, že MN =

√
BF ·AK.

Trojuholńık SKA je podobný s trojuholńıkom SFB
a preto AS

SB = AK
BF . Trojuholńık SAK je podobný s troju-

holńıkom SMN a preto AS
SM = AK

MN , čiže MN = SM
AS ·AK.

Z vlastnost́ı dotyčnice a sečnice

SM =
√
SA · SB.

Z toho dostaneme, že

MN =
SM

AS
·AK =

√
SB

AS
·AK =

√
BF

AK
·AK =

√
BF ·AK.

Úloha 3. Dokážte, že ak je štvoruholńık vṕısaný do kružnice, tak súčin jeho uhlopriečok je rovný súčte
súčinov jeho protil’ahlých strán (Ptolemaiova veta).
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A A1

B

C

DO

αα

β

γ

φ

Riešenie. Majme štvoruholńık ABCD s uhlopriečkami AC
a BD. Zavedieme označenia:

AB = b, AD = a, BC = c, CD = d, AC = d1, BD = d2.

Treba dokázat’, že d1d2 = ac + bd. Zostroj́ıme úsečku AA1

rovnobežnú s BD, takže štvoruholńık AA1DB je lichobežńık
a A1D = AB = b, A1B = AD = a. Trojuholńık DA1B je
zhodný s trojuholńıkom DAB podl’a vety sss. Preto

SDA1B = SDAB,

SABCD = SBCD + SBAD, SA1BCD = SBCD + SBA1D,

takže SABCD = SA1BCD. Nech ∠DOA = φ, potom jednak

SABCD =
1

2
d1d2 sinφ

a okrem toho

SABCD = SA1BCD = SA1BC + SA1CD =

=
1

2
A1B ·BC · sin∠A1BC +

1

2
A1D · CD · sin∠A1DC =

1

2
ac · sin∠A1BC +

1

2
bd · sin∠A1DC.

Na to, aby sme ukázali, že plat́ı rovnost’ d1d2 = ac+ bd nám stač́ı dokázat’, že ∠A1DC = φ. Označ́ıme

>
AB =

>
A1D = α,

>
BC = β,

>
AA1 = γ

a vd’aka vlastnosti obvodového uhla

∠A1DC =
α+ β + γ

2
,

a z vlastnosti uhlov medzi pret́ınajúcimi sa tetivami dostaneme

∠AOD = φ =
α+ β + γ

2
.

To znamená, že ∠A1DC = φ. Takže SABCD = 1
2(ac+ bd) · sinφ, z čoho vyplýva, že d1d2 = ac+ bd.

Úlohy

1. Dokážte, že v pravouhlom trojuholńıku je súčet vel’kost́ı odvesien rovný súčtu vel’kost́ı polomerov
vṕısanej a oṕısanej kružnice.

2. Do kružnice sú vṕısané dva lichobežńıky s navzájom rovnobežnými stranami. Dokážte, že uhlop-
riečky týchto lichobežńıkov sú zhodné.

3. Môže mat’ trojuholńık so stranami menš́ımi než 1 polomer oṕısanej kružnice väčš́ı, než 100?

4. Dokážte, že dotyčnice k dvom pret́ınajúcim sa kružniciam, zostrojené z l’ubovol’ného bodu pred́lženia
ich spoločnej tetivy, majú rovnakú d́lžku.

5. V kružnici sú dané dve zhodné pret́ınajúce sa tetivy. Dokážte, že zodpovedajúce si časti týchto
tet́ıv, na ktoré sú rozdelené priesečńıkom, sa rovnajú.
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6. Cez priesečńıky dvoch kružńıc P a P ′ zostroj́ıme l’ubovol’né priamky, ktoré obe kružnice pret́ınajú.
Cez priesečńıky týchto priamok s jednotlivými kružnicami vedieme priamky m a m′. Dokážte, že
m je rovnobežná s m′.

7. K dvom nepret́ınajúcim sa kružniciam sú zostrojené dve vonkaǰsie spoločné dotyčnice a jedna
vnútorná. Body M a N sú dotykové body vonkaǰsej dotyčnice s kružnicami a body P a Q sú
priesečńıky vnútornej dotyčnice s vonkaǰśımi. Dokážte, že MN = PQ.

8. K dvom kružniciam so stredmi O1 a O2, ktoré sa zvonku dotýkajú v bode A je zostrojená spoločná
dotyčnica BC (B a C sú dotykové body). Dokážte, že uhol BAC je pravý.

4.4 Obsahy

Teória

Pripomeňme základné vzt’ahy.

� Obsah trojuholńıka:

S =
1

2
a · va, S =

1

2
a · b · sin γ, S = s · r, S =

abc

4R
,

S =
√
s · (s− a) · (s− b) · (s− c),

kde a, b, c sú strany trojuholńıka, α, β, γ im zodpovedajúce protil’ahlé uhly, va, vb, vc výšky
zostrojené na strany, s je polovica obvodu trojuholńıka, r polomer kružnice do trojuholńıka vṕısanej
a R polomer kružnice trojuholńıku oṕısanej.

� Obsah rovnobežńıka:
S = a · va, S = a · b · sin γ,

kde a a b sú strany rovnobežńıka, γ je uhol, ktorý strany a a b zvierajú a va je výška na stranu a.

� Obsah lichobežńıka:

S =
1

2
(a+ b) · v,

kde a a b sú vel’kosti základńı lichobežńıka a v je jeho výška.

� Obsah l’ubovol’ného štvoruholńıka:

S =
1

2
d1 · d2 · sinφ,

kde d1 a d2 sú vel’kosti uhlopriečok štvoruholńıka a φ je uhol medzi nimi.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Existuje trojuholńık, ktorý má dve výšky väčšie ako 100 a obsah menš́ı, ako 1?

Riešenie. Nech va > 100 a vb > 100. Ked’že a ≥ vb, tak a > 100 a

S =
1

2
a · va >

1

2
· 100 · 100 = 5 000

Odpoved’. Neexistuje.

Úloha 2. Nech a, b, c d sú po sebe idúce strany l’ubovol’ného konvexného štvoruholńıka. Dokážte, že jeho
obsah S ≤ ac+bd

2 .
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A

C1

B

C

D

Riešenie. Nech sú v štvoruholńıku ABCD strany AB = a,
BC = b, CD = c, AD = d.

Zostroj́ıme trojuholńık BDC1 taký, že BC1 = CD = c,
DC1 = BC = b. Obsah štvoruholńıka ABC1D je rov-
naký, ako obsah štvoruholńıka ABCD. Nech ∠ABC1 = α,
∠ADC1 = γ. Potom

SABCD = SABC1D = SABC1 + SADC1 =

=
1

2
·AB ·BC1 · sinα+

1

2
·AD ·DC1 · sin γ =

ac · sinα+ bd · sin γ
2

≤ ac+ bd

2
.

Úlohy

1. V konvexnom štvoruholńıku ABCD vieme, že AB = a, BC = b, CD = c, DA = d. Dokážte, že pre
jeho obsah S plat́ı nerovnost’ S ≤ 1

2(ab+ cd). Kedy nastane rovnost’?

2. Všetky strany konvexného štvoruholńıka sú menšie, než 7. Dokážte, že jeho obsah je ostro menš́ı,
než 50.

3. V trojuholńıku ABC sú zadané d́lžky dvoch jeho strán a a b. Dokážte, že pre jeho obsah S plat́ı
nerovnost’ S ≤ a2+b2

4 . Kedy plat́ı rovnost’?

4. Môže sa obsah trojuholńıka zmenšit’, ked’ zväčš́ıme všetky jeho strany?
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Konštrukčné úlohy

Konštrukčné úlohy na ṕısomných skúškach nestretnete. Napriek tomu takéto úlohy umožňujú spoznat’

mnoho zauj́ımavých faktov, ktoré sú užitočné aj pri riešeńı úloh na ṕısomných skúškach. Okrem toho
umožňujú naučit’ sa vidiet’ a dokazovat’ užitočné vzt’ahy v trojuholńıkoch, mnohouholńıkoch a kružniciach.

5.1 Algebraická metóda

Teória

Riešenie konštrukčnej úlohy spoč́ıva v oṕısańı postupnosti operácíı, ktoré je potrebné vykonat’ kružidlom
a prav́ıtkom, aby sme dostali požadovaný útvar.

S pomocou kružidla je možné

� zostrojit’ kružnicu so stredom v l’ubovol’nom bode roviny a polomerom rovným vel’kosti zadanej
úsečky;

� nájst’ priesečńıky zostrojenej kružnice s l’ubovol’ným zadaným objektom roviny (s priamkou, kružnicou,
atd’.).

S pomocou prav́ıtka je možné

� zostrojit’ priamku, ktorá vedie dvomi zadanými bodmi;

� nájst’ priesečńıky zostrojenej priamky s l’ubovol’ným zadaným objektom roviny.

Štandardná schéma riešenia konštrukčných úloh je takáto:

� Rozbor – predpokladáme, že hl’adaný útvar je zostrojený, nakresĺıme si ho a skúmame geometrické
vlastnosti, ktoré by mohli naznačit’ spôsob jeho konštrukcie.

� Konštrukcia – poṕı̌seme postupnost’ krokov, ktoré vytvoria hl’adaný útvar.

� Dôkaz – podáme zdôvodnenie toho, že sme zostrojili presne to, čo bolo potrebné (vo väčšine pŕıpadov
to vyplýva priamo z konštrukcie).

� Diskusia – zist’ujeme podmienky, pri ktorých riešenie úlohy existuje a analyzujeme počet rôznych
riešeńı.

Nasleduje zoznam elementárnych konštrukcíı, ktoré budeme využ́ıvat’ pri riešeńı úloh:

1) rozdelit’ úsečku na n rovnakých čast́ı;

2) rozdelit’ uhol na polovicu;

113
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3) viest’ daným bodom kolmicu na danú priamku;

4) viest’ daným bodom rovnobežku s danou priamkou;

5) zostrojit’ trojuholńık daný vel’kost’ami troch strán;

6) zostrojit’ trojuholńık daný vel’kost’ami dvoch strán a vel’kost’ou uhla medzi nimi;

7) zostrojit’ trojuholńık daný vel’kost’ou strany a vel’kost’ami s ňou susediacich uhlov.

Keby vám ktorákol’vek z elementárnych konštrukcíı robila problémy, zopakujte si pŕıslušný materiál zo
školskej učebnice.

Algebraická metóda riešenia konštrukčných úloh spoč́ıva v zostrojeńı hl’adaných prvkov zo vzt’ahov,
ktoré popisujú ich závislost’ od zadaných prvkov.

Väčšina úloh tohto typu sa rieši pomocou základných štyroch vzt’ahov poṕısaných nižšie.

Ukážky riešených úloh

A

B

C

a

b

x

Úloha 1. Zostrojte úsečku x =
√
a2 + b2 kde a a b sú zadané

úsečky.

Riešenie. Zostroj́ıme pravý uhol a na jeho ramená nanesieme
odvesny a a b. Spoj́ıme źıskané body A a B a z Pytagorovej
vety dostávame

x = AB =
√
a2 + b2.

Úloha 2. Zostrojte úsečku x =
√
a2 − b2 kde a a b sú zadané

úsečky.

A

B

C

x

b

a

Riešenie. Zostroj́ıme pravý uhol a na jedno jeho rameno na-
nesieme odvesnu b. Zo źıskaného bodu C sprav́ıme kružnicový
oblúk s polomerom A, ktorý pretne druhé rameno uhla.
Druhá odvesna zostrojeného trojuholńıka je podl’a Pytago-
rovej vety rovná

c =
√
a2 − b2.

Úloha 3. Zostrojte úsečku x =
√
ab kde a a b sú zadané

úsečky.

Riešenie. Na priamke zostroj́ıme úsečky AK = a a KB = b (body A a B sa nachádzajú na rôznych
stranách od bodu K) a zostroj́ıme kružnicu nad úsečkou AB ako nad priemerom.

A B
K

D

x

ba
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Z bodu K zostroj́ıme kolmicu a jej priesečńık s kružnicou označ́ıme D. Úsečka DK bude výška pra-
vouhlého trojuholńıka ADB zostrojená z pravého uhla na preponu. Preto DK =

√
AK ·BK =

√
ab.

Úloha 4. Zostrojte úsečku x = ab
c kde a, b a c sú zadané úsečky.

Riešenie. Na stranách l’ubovol’ného uhla s vrcholom O zostroj́ıme úsečky OA = c, AB = b, OC = a. Cez
bod B vedieme priamku rovnobežnú s AC, ktorá pretne druhú stranu uhla v bode D.

Z Tálesovej vety12 vieme, že c
b = a

x , odkial’ x = ab
c .

A

B

C DO xa

b

c

Úloha 5. Zistite geometrické miesto bodov, vzdialenosti ktorých k dvom zadaným bodom A a B sú
v pomere m : n ̸= 1.

Riešenie. V d’aľsej časti ukážeme aj geometrické riešenie tejto úlohy. Teraz ju vyriešime pomocou algeb-
raickej metódy.

Označ́ıme vel’kost’ úsečky AB ako a a pomer m : n ako k. Zoberieme bod A za počiatok súradnicovej
sústavy a priamku AB za os x.

Bod M so súradnicami (x, y) patŕı k hl’adanému geometrickému miestu bodov ⇐⇒

⇐⇒ AM

MB
= k ⇐⇒ x2 + y2

(x− a)2 + y2
= k2.

Vynásob́ıme rovnost’ menovatel’om, dáme dohromady jednotlivé členy podl’a stupňa x, vydeĺıme (k2 − 1)
a dostaneme

x2 − 2ak2

k2 − 1
· x+ y2 +

a2k2

k2 − 1
= 0 ⇐⇒

(
x− ak2

k2 − 1

)2

+ y2 =
a2k2

(k2 − 1)2
.

A(0, 0) B(a, 0)

M(x, y)

x

y

Dostali sme rovnicu kružnice s polomerom ak
|k2−1| so stredom na priamke AB vo vzdialenosti ak2

|k2−1| od

bodu A sprava, ak k > 1 a zl’ava, ak k < 1. Źıskaná kružnica sa nazýva Apolóniova kružnica.

Úloha 6. Zostrojte trojuholńık daný dvomi stranami a t’ažnicou, ktorá vychádza zo spoločného vrchola
daných strán.

12Pozn. prekl.: Pripomeňme, že ide o inú Tálesovu vetu, než je tá, ktorú sme použili v predošlej úlohe.
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Riešenie. Nech sú dané a, b a tc, potom

t2c =
a2 + b2

2
− c2

4
, odkial’ c =

√
2a2 + 2b2 − 4t2c .

Na to, aby sme zostrojili úsečku vel’kosti c, najprv zostroj́ıme úsečky x =
√
2a, y =

√
2b, potom z =√

x2 + y2 a nakoniec c =
√
z2 − (2tc)2. Na záver zostroj́ıme trojuholńık daný jeho tromi stranami.

Poznámka. Geometrické riešenie tejto úlohy ukážeme v jednej z nasledujúcich čast́ı.

Úlohy

1. Je daná úsečka a. Zostrojte úsečku x = a ·
√
n, n ∈ N.

2. Sú dané úsečky a, b, c. Zostrojte úsečku x =
√
a2 + b2 + c2.

3. Je daná úsečka a. Zostrojte úsečku x = a · 4
√
2.

4. Sú dané úsečky a, b. Zostrojte úsečku x = a1995

b1994
.

5. Sú dané dve úsečky: vel’kosti 1 a vel’kosti a. Pomocou kružidla a prav́ıtka zostrojte úsečku vel’kosti
x = 4

√
a3 − 4a2 + 3a.

6. Sú dané úsečky a, b. Zostrojte úsečku x = a3+b3

a2+b2
.

7. Zostrojte trojuholńık ABC ak je známa os uhla trojuholńıka BD a úsečky AD a DC, na ktoré deĺı
protil’ahlú stranu.

8. Zostrojte trojuholńık s danými a, va a
√
b2 − c2.

9. Zostrojte kružnicu, ktorá prechádza dvomi danými bodmi a dotýka sa danej priamky.

10. Zostrojte pravouhlý trojuholńık daný preponou c a súčtom odvesien s.

11. Je daný uhol 19◦. Zostrojte uhol 1◦.

12. Je daná úsečka vel’kosti a a uhol rovný α. Zostrojte úsečky vel’kost́ı a cosα, a sinα, a
cosα ,

a
sinα ,

a · tgα, a · cotgα.

13. Je daný rovnostranný trojuholńık ABC so stranou 1. Cez vrchol A zostrojte pomocou kružidla
a prav́ıtka takú priamku, že súčet vzdialenost́ı bodov b a C od tejto priamky bude rovný

√
2.

14. Je daný △ABC. Zostrojte úsečku DE s koncami na stranách AB a BC tak, že DE ∥ AC a DE je
vidiet’ zo stredu AC pod pravým uhlom.

15. Zostrojte uhol rovný trom stupňom.

16. Pomocou kružidla a prav́ıtka rozdel’te uhol 54◦ na tri rovnaké časti.

17. Zostrojte priamku, ktorá je rovnobežná s uhlopriečkou pravouholńıka a pret́ına dve jeho susedné
strany tak, že obsah pravouholńıka deĺı v pomere 1 : 3.
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5.2 Metóda geometrického miesta bodov

Teória

Geometrické miesto bodov roviny (priestoru) s danou vlastnost’ou sa nazýva množina všetkých bodov
roviny (priestoru), ktoré danú vlastnost’ majú.

Pri riešeńı úloh na geometrické miesta bodov (skrátené GMB) muśı byt’ poṕısaná množina a podaný
dôkaz, že každý bod tejto množiny má zadanú vlastnost’ a žiadna iná ju nemá.

Ďalej v tomto texte budeme pod GMB rozumiet’ GMB roviny. Najjednoduchšie pŕıklady GMB sú
nasledujúce:

� GMB, ktoré majú vzdialenost’ R od daného bodu O je kružnica s polomerom R so stredom v bode
O;

� GMB, ktoré majú rovnakú vzdialenost’ od bodov A a B je os úsečky AB

� GMB, z ktorých je daná úsečka AB viditel’ná pod daným uhlom α je zjednotenie dvoch oblúkov
s polomerom R = AB

2 sinα so stredmi na osi úsečky AB, ktoré ležia vo vzdialenosti R cosα od priamky
AB.

A

B
α

α

Pri konštrukcii GMB býva užitočné rozdelit’ danú vlastnost’ na jednoduchšie a nájst’ zodpovedajúce
jednoduchšie GMB. Prienikom týchto množ́ın bude množina bodov, ktoré majú súčasne všetky vlastnosti,
čiže hl’adané GMB.

Okrem úloh na nájdenie GMB budú v tejto časti uvedené aj úlohy na konštrukciu pomocou kružidla
a prav́ıtka, ktoré sa dajú riešit’ metódou GMB.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Po ramenách pravého uhla sa ḱlže úsečka danej d́lžky a. Akú krivku pri tom opisuje stred tejto
úsečky?

Riešenie. Nech M je stred úsečky AB = a, ktorá sa ḱlže po ramenách pravého uhla.

A

B

M

O

Ked’že t’ažnica v pravouhlom trojuholńıku je rovná polovici prepony,
tak OM = AB/2 = a/2. Takže bod M je od bodu O vzdialený a/2
a teda lež́ı na štvrt’kružnici s polomerom a/2 a stredom v bode O.

Teraz dokážeme, že l’ubovol’ný bod tohto oblúka je stredom prepony
d́lžky a niektorého pravouhlého trojuholńıka.

Aby sme to dokázali, z l’ubovol’ného boduM daného oblúka vytneme
na ramene uhla vo vzdialenosti a/2 bod A. Priesečńık priamky AM
s druhým ramenom pravého uhla označ́ıme B. Dokážeme, že AB = a.
Nech ∠OAB = α, potom ∠AOM = α a ∠MOB = 90◦ − α = ∠ABO.
Z toho plynie, že △OMB je rovnoramenný a MB = OM = a/2. Teda
△ABO má preponu d́lžky a, čo sme mali dokázat’.
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Úloha 2. Po danom oblúku sa pohybuje bod M . Tetiva AB je pevne daná. Po akej krivke sa pri tom
pohybuje t’ažisko trojuholńıka AMB?

Riešenie. Nech oblúk AB obsahuje uhly rovné α. Ťažisko trojuholńıka AMB označ́ıme K a vedieme cez
neho rovnobežky s ramenami uhla AMB. Dostaneme, že ∠A′KB′ = ∠AMB = α.

Ked’že t’ažisko deĺı t’ažnice v pomere 1 : 2, tak podl’a Tálesovej vety

AA′ =
1

3
AB a BB′ =

1

3
AB,

A B

K
L

M

N

A′ B′

z čoho plynie, že A′B′ = AB/3. Preto t’ažisko lež́ı na oblúku
A′B′, ktorý obsahuje uhly rovné α.

Plat́ı aj opačná úvaha. Ak zvoĺıme l’ubovol’ný bod na
oblúku A′B′ a všimneme si dva zodpovedajúce podobné troj-
uholńıky, tak ten bod bude t’ažiskom väčšieho z nich.

Z toho plynie, že oblúk A′B′ je geometrické miesto bodov
t’až́ısk trojuholńıkov AMB.

Úloha 3. Zostrojte pravouhlý trojuholńık daný preponou a výškou na preponu.

A

B1B2

Cc

h

Riešenie. Zostroj́ıme kružnicu s priemerom rovným prepone
a priamku rovnobežnú s priemerom vo vzdialenosti rovnej
výške. Priesečńık tejto priamky s kružnicou je vrchol B1 tro-
juholńıka AB1C, pričom uhol AB1C bude pravý, ked’že je to
uhol nad priemerom.

Pri h = c
2 dostaneme jediný bod B1.

Pri 0 < h < c
2 dostaneme dva body a následne dva zhodné

symetrické trojuholńıky AB1C a AB2C.
Ak h > c

2 , tak úloha nemá riešenie.

Úloha 4. Zistite geometrické miesto bodov, ktorých vzdialenosti k dvom zadaným bodom A a B sú
v danom pomere m : n.

Riešenie. V predošlej časti bolo riešenie tejto úlohy źıskané algebraickou metódou. Teraz vyriešime úlohu
geometricky.

Nech m > n (pri m = n je hl’adané GMB rovné osi úsečky AB).

A B

C

DE

M
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Majme bod E ∈ AB a C /∈ AB také, že AE : EB = AC : CB = m : n.
Úsečka CE je os uhla △ABC, pretože deĺı protil’ahlú stranu v pomere pril’ahlých strán. Zostrojme

CD ⊥ CE a BM ∥ CD. Trojuholńık △BMC je rovnoramenný, pretože jeho os uhla je súčasne výškou.
Preto plat́ı CB = CM a

AD

DB
=

AC

CM
=
AC

CB
=
m

n
,

takže poloha bodu D na priamke AB nezáviśı od toho, ako sme zvolili bod C. Dôležité je len to, že
AC : CB = m : n. Ked’že ∠ECD = 90◦, tak bod C lež́ı na kružnici s priemerom ED. To znamená, že
ak AC : CB = m : n, tak bod C lež́ı na kružnici, ktorej priemerom je ED.

Teraz vezmeme l’ubovol’ný bod C ′ na tejto kružnici a ukážeme, že AC ′ : C ′B = m : n.

A B

C ′

DE

C ′′

Označ́ıme vel’kost’ úsečky AC ′ ako d a všimneme si trojuholńık △AC ′′B, pre ktorý

AC ′′ = d a BC ′′ = d · n
m
.

Ked’že plat́ı AC ′′ : C ′′B = m : n, tak bod C ′′ lež́ı na zostrojenej kružnici. Ale v hornej polrovine existuje
na kružnici nad priemerom ED iba jeden taký bod, ktorý má od bodu A vzdialenost’ d. Z toho vyplýva,
že body C ′ a C ′′ sú totožné, čo sme mali dokázat’.

Preto je hl’adané GMB kružnica zostrojená nad priemerom ED.

Poznámka. Kružnica, ktorú sme našli, sa nazýva Apolóniova kružnica a body A, E, B a D, ktoré ležia
na jednej priamke a vyhovujú rovnosti

AE : EB = AD : DB,

sa nazývajú harmonické body.

Úloha 5. Dokážte, že geometrickým miestom bodov, ktorých rozdiel druhých mocńın vzdialenost́ı k dvom
zadaným bodom M a N je konštantný, je priamka kolmá na úsečku MN .

M N

D

E

Riešenie. Majme bod D taký, že

MD2 −ND2 = a2

(kde a2 je konštanta zo zadania) E jej priemet na úsečku MN .
Z pravouhlých trojuholńıkov MDE a NDE dostaneme

ME2 =MD2 −DE2, NE2 = ND2 −DE2

a následne
ME2 −NE2 =MD2 −ND2 = a2.

Takto sme na úsečkeMN našli bod E taký, žeME2−EN2 = a2. Ked’že D je l’ubovol’ný bod z hl’adaného
GMB, tak všetky body GMB ležia na kolmici k úsečke MN prechádzajúcej cez bod E.

Analogicky (s pomocou Pytagorovej vety) sa dokazuje, že každý bod na kolmici sṕlňa požadovanú
vlastnost’.
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A

BC a

b
c

Poznámka. Na to, aby sme našli bod E (pätu kolmice), si zostroj́ıme
pomocný pravouhlý trojuholńık s odvesnou a. Preponu a druhú odvesnu
zvoĺıme tak, aby sṕlňali podmienku c+ b > MN .

Z Pytagorovej vety a2 = c2 − b2. Sprav́ıme oblúky s polomermi b
a c z bodov N a M . Priesečńık týchto oblúkov označ́ıme D a spust́ıme
kolmicu z D na MN . Pätou tejto kolmice bude hl’adaný bod E.

Úloha 6.Dokážte, že geometrickým miestom bodov, z ktorých majú dotyčnice k dvom zadaným kružniciam
rovnakú vel’kost’, je priamka kolmá na spojnicu stredov týchto kružńıc (táto priamka sa nazýva radikála
dvoch kružńıc).

Riešenie.Majme kružnice so stredmi O1 a O2 a polomermi R1 a R2. NechDA1 aDA2 sú zhodné dotyčnice
vedené ku kružniciam z bodu D.

A1

A2

O1
O2

D

R1

R2

Z pravouhlých trojuholńıkov △O1A1D a △O2A2D dostávame

A1D
2 = O1D

2 −R2
1, A2D

2 = O2D
2 −R2

2, odkial’

O1D
2 −O2D

2 = R2
1 −R2

2.

Z toho plynie, že bod D je taký, že rozdiel druhých mocńın jeho vzdialenost́ı k bodom O1 a O2 je
konštantný.

Podl’a predošlej úlohy je množinou všetkých takých bodov priamka kolmá na úsečku O1O2.

Poznámka. Tri radikály dvoj́ıc l’ubovol’ných troch kružńıc sa pretnú v jednom bode,
ktorý sa nazýva stred radikál.

Aby sme tento fakt objasnili, stač́ı si všimnút’ priesečńık dvoch radikál. Ked’že
patŕı k dvom radikálam, dotyčnice z neho ku všetkým trom kružniciam sú zhodné.
Preto lež́ı aj na tretej radikále.

Rozoberieme metódy konštrukcie radikály v závislosti od polohy kružńıc.
1) Ak sa kružnice navzájom dotýkajú, tak radikála prechádza bodom dotyku, pretože v tom pŕıpade

sú dotyčnice zostrojené z bodu D rovné úsečke na spoločnej dotyčnici DA.

A

D

A

D
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Dôsledok. Tri spoločné dotyčnice troch po dvojiciach sa dotýkajúcich kružńıc sa pret́ınajú v jednom bode.

A1

A2

B

C

D2) Pri pret́ınajúcich sa kružniciach prechádza radikála cez ich
priesečńıky. V tomto pŕıpade sú dotyčnice vedené z bodu D zhodné
kvôli tomu, že druhá mocnina dotyčnice je rovná súčinu vel’kost́ı sečńıc,
čiže

DA2
1 = DB ·DC = DA2

2.

Dôsledok. Tri spoločné tetivy troch po dvojiciach sa pret́ınajúcich

kružńıc sa pret́ınajú v jednom bode.

A

B

C

D

M

O1 O2

3) Ak sa kružnice nepret́ınajú, tak na konštrukciu radikály použijeme pomocnú kružnicu, ktorá dané
kružnice pret́ına. Nech je M priesečńık priamok, ktoré obsahujú spoločné tetivy AB a CD. Je to stred
radikál troch kružńıc. Z toho vyplýva, že lež́ı na radikále dvoch zadaných kružńıc. Ked’ sme takto našli
jeden jej bod, spust́ıme z neho kolmicu na spojnicu stredov O1O2 a tak nájdeme hl’adanú radikálu.

Úlohy

1. Po danom oblúku kružnice sa pohybuje bod M . Tetiva AB je pevne daná. Akú krivku pri tom
opisuje priesečńık výšok trojuholńıka ABM?

2. Zostrojte trojuholńık daný stranou, jej protil’ahlým uhlom a výškou na túto stranu.

3. Po ramenách pravého uhla sa ḱlže prepona pravouhlého trojuholńıka. Zistite geometrické miesto
bodov vrchola pri pravom uhle tohto trojuholńıka.

4. Zostrojte trojuholńık daný dvomi stranami a výškou na jednu z týchto strán.

5. Zostrojte trojuholńık, ak je dané α, a, r.

6. Zostrojte trojuholńık, ak je dané α, r, R.

7. Zostrojte trojuholńık, ak je dané a, r, R.

8. Zostrojte trojuholńık, ak je dané α, β, r.

9. Zostrojte trojuholńık, ak je zadaná jeho strana a, protil’ahlý uhol α a t’ažnica na ňu ta.

10. Zostrojte rovnobežńık daný uhlom a uhlopriečkami.

11. Zostrojte trojuholńık daný stranou, výškou na túto stranu a t’ažnicou na inú stranu.

12. Je daná kružnica a bod A ležiaci mimo kruhu ohraničeného touto kružnicou. Zostrojte dotyčnice
ku kružnici, ktoré prechádzajú cez tento bod.
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13. Zostrojte trojuholńık, ak je dané α, va, la (os uhla α).

14. Zostrojte trojuholńık, ak je dané α, a, b : c.

15. Zostrojte spoločnú vonkaǰsiu dotyčnicu k dvom zadaným kružniciam (čiže sú dané ich stredy a po-
lomery).

16. Na ramenách uhla sú dané dve úsečky AB a CD a bod M vo vnútri uhla. Nájdite geometrické
miesto bodov N takých, že SABN + SCDN = SABM + SCDM .

17. Po kružnici sa pohybuje oblúk vel’kosti CD, je daná tetiva AB taká, že CD < AB. Zistite geomet-
rické miesto priesečńıkov priamok AC a BD.

18. Cez bod A vo vnútri kružnice vedú všetky možné tetivy. Zistite geometrické miesto stredov týchto
tet́ıv.

19. Nájdite na ramene uhla bod, z ktorého je daná úsečka AB na druhom ramene uhla vidiet’ pod
najväčš́ım uhlom.

5.3 Metóda symetrie a vyrovnania

Teória

V pŕıpadoch, ked’ býva náročné zostrojit’ útvar naraz, býva užitočné zmenit’ ho na iný útvar, ktorý sa
skonštruuje jednoduchšie.

V tejto časti sa budeme venovat’ úlohám, ktoré sa dajú riešit’ pomocou zmeny útvaru metódou symetrie
a vyrovnania.

Body A a B sa nazývajú symetrické podl’a priamky m, ak úsečka AB ⊥ m a táto priamka ju deĺı na
polovice. Priamka m sa nazýva os súmernosti. Bod B sa nazýva obrazom bodu A a naopak.

A B

m

Útvary, ktorých všetky body sú symetrické vzhl’adom na nejakú priamku sa nazývajú symetrické
vzhl’adom na túto priamku.
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Metóda symetrie spoč́ıva v tomto: Predpokladáme, že hl’adaný útvar je zostrojený a niektorú jeho
čast’ (body, priamku, kružnicu) zobraźıme v symetrii vzhl’adom na niektorú os. Nový útvar podrob́ıme
rovnakým podmienkam, ako sú tie, ktoré má sṕlňat’ hl’adaný útvar a novú úlohu riešime už známymi
spôsobmi.

V mnohých úlohách vedie metóda symetrie k vyrovnaniu lomených čiar na priamky. Metóda vyrov-
nania spoč́ıva v nasledujúcom: Pokladajme úlohu za vyriešenú a v źıskanom obrázku niektorú lomenú
čiaru nahrad́ıme priamkou. Takto sa pôvodná úloha zmeńı na novú, ktorá je jednoduchšia. Potom, ako
zostroj́ıme nový útvar, sa zist́ı, v ktorom bode treba priamku ohnút’, aby sme sa vrátili k pôvodnej úlohe.

Metóda symetrie sa zvlášt’ často uplatńı v úlohách, kde je daný súčet alebo rozdiel čast́ı nejakej
lomenej čiary.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Je daná priamka m a dva body A a B z jednej strany od nej. Nájdite na priamke m bod X
taký, že súčet vzdialenost́ı AX a BX je minimálny.

Riešenie. Majme bod A′ symetrický s bodom A podl’a priamky m. Priesečńık úsečky A′B s priamkou m
označ́ıme X. Plat́ı

AX +XB = A′X +XB = A′B

A

A′

B

XX ′
m

Pre každý iný bod X ′ ∈ m bude platit’

AX ′ +X ′B = A′X ′ +X ′B > A′B.

Z toho vyplýva, že hl’adaný bod X je priesečńık úsečky A′B a priamky m.

Úloha 2. Zostrojte trojuholńık daný obvodom o a dvomi uhlami α a β.

Riešenie. Nech je trojuholńık ABC s danými ∠A = α, ∠B = β, oABC = o už zostrojený. Na priamku
AB nanesieme úsečky AA′ = AC a BB′ = BC.

AA′ B B′

C
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Trojuholńıky AA′Ca BB′C sú rovnoramenné a uhly pri základni majú α
2 a β

2 . Vd’aka tomu má

trojuholńık A′B′C stranu A′B′ = o a ∠A′ = α
2 , ∠B

′ = β
2 .

Ak teda chceme zostrojit’ △ABC, zostroj́ıme najprv △A′B′C vd’aka strane a dvom pril’ahlým uhlom,
potom zostroj́ıme osi strán A′C a B′C, ktoré pretnú A′B′ postupne v bodoch A a B.

Zostrojený trojuholńıkABC bude sṕlňat’ zadané podmienky, čiže oABC = o a ∠BAC = α, ∠ABC = β.

Úloha 3. Je daná úsečka AB a priamka, ktorá ju pret́ına. Zostrojte trojuholńık ABC tak, aby os jeho
uhla ležala na danej priamke.

Riešenie. Zostroj́ıme obraz bodu A v súmernosti podl’a priamky m. Cez bod B a źıskaný bod A′ vedieme
priamku, ktorá pret́ına pôvodnú priamku m v bode C.

A

A′

B

HC
M

m

Nech je H priesečńık úsečky AA′ s priamkou m. Pravouhlé trojuholńıky △ACH a △A′CH sú navzájom
zhodné a preto ∠ACM = ∠BCM .

Úloha 4. Vo vnútri uhla je daný bod A. Nájdite takú polohu bodov X a Y na ramenách uhla, aby bol
obvod trojuholńıka AXY minimálny.

Riešenie. Nech A′ a A′′ sú obrazy bodu A v osovej súmernosti podl’a ramien uhla. Dĺžka lomenej čiary
A′XY A′′ je rovná obvodu △AXY .

A

A′

A′′

X

Y

Ked’že má lomená čiara minimálnu d́lžku vtedy, ked’ je to úsečka, tak hl’adané body budú priesečńıky
úsečky A′A′′ s ramenami uhla.

Úloha 5. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte α, c a a+ b.

Riešenie. K úsečke AD = a+ b narysujeme pod uhlom α úsečku AB = c. Aby sme našli bod C, vezmeme
priesečńık osi úsečky BD s úsečkou AD.
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A

B

C

D

c

a+ b

α

Ked’že sú úsečky BC a DC navzájom zhodné, tak zostrojený trojuholńık △ABC vyhovuje všetkým
zadaným podmienkam.

Úlohy

1. Zostrojte trojuholńık, ked’ poznáte o, α a va.

2. Sú dané dve kružnice a medzi nimi priamka. Narysujte rovnostranný trojuholńık tak, aby dva jeho
vrcholy ležali na kružniciach a jedna z jeho výšok ležala na zadanej priamke.

3. Je daná priamka m a dva body A a B na jednu stranu od nej. Nájdite na m taký bod X, aby AX
zvierala s m dvakrát väčš́ı uhol, než BX.

4. Vo vnútri uhla sú dané body A a B. Zostrojte rovnoramenný trojuholńık, ktorého základňa lež́ı na
jednom ramene uhla, vrchol oproti základni na druhom ramene uhla a jeho ramená prechádzajú
cez body A a B.

5. Je daná priamka AB a dve kružnice, ktoré ležia na rovnakej strane od priamky. Nájdite na priamke
AB bod, dotyčnice z ktorého zvierajú s touto priamkou rovnaké uhly.

6. Body A a B ležia medzi rovnobežnými priamkami m a n. Zostrojte body M ∈ m, N ∈ n tak, aby
d́lžka lomenej čiary AMNB bola minimálna.

7. Do danej kružnice vṕı̌ste pravouholńık, ak poznáte rozdiel jeho základne a výšky.

8. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte stranu, pril’ahlý uhol a rozdiel ostatných dvoch strán.

9. Zostrojte štvoruholńık ABCD ak poznáte jeho strany a viete, že uhlopriečka AC deĺı uhol A na
polovice.

10. Zistite súčet kolmı́c spustených na ramená rovnoramenného trojuholńıka z bodu na základni.

11. Zistite súčet kolmı́c spustených na strany rovnostranného trojuholńıka z bodu v jeho vnútri.

12. Na kružnici sú dané body A a B. Nájdite na nej bod X taký, že AX + BX = a, kde a je zadaná
úsečka.

13. Na kružnici sú dané body A a B. Nájdite na nej bod X taký, že AX − BX = a, kde a je zadaná
úsečka.

14. Nájdite geometrické miesto bodov, súčet vzdialenost́ı ktorých k dvom zadaným pret́ınajúcim sa
priamkam je rovný zadanej úsečke.

15. Na danej priamke nájdite taký bod, že rozdiel jeho vzdialenost́ı k ramenám daného uhla je rovný
známej úsečke.
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16. Zostrojte kružnicu, ktorá sa dotýka dvoch zadaných kružńıc tak, že polomery zostrojené zo stredu
hl’adanej kružnice k bodom dotyku zvierajú zadaný uhol.

17. Zostrojte rovnoramenný trojuholńık, ak poznáte jeho rameno a a súčet základne a výšky na
základňu s.

18. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte a, tb + b a ∠(tb, b).

19. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte b, c a β − γ.

5.4 Metóda rovnobežného posunutia

Teória

V tejto časti sa budeme venovat’ úlohám, ktoré sa dajú riešit’ pomocou posunutia. V takých úlohách
sa čast’ útvaru rovnobežne posunie tak, aby sa nový útvar dal zostrojit’ jednoduchšie, než hl’adaný.

Ked’ sa nový útvar zostroj́ı, je potrebné urobit’ opačné posunutie, aby sme sa vrátili k pôvodnej úlohe.

Mnohé úlohy na konštrukciu štvoruholńıkov je možné riešit’ pomocou pomocného rovnobežńıka,
ktorého strany sú rovnobežné a zhodné s uhlopriečkami hl’adaného štvoruholńıka. Majme štvoruholńık
ABCD. Rovnobežne posunieme uhlopriečku AC ma úsečky BX a DY . Źıskaný rovnobežńık BXYD
bude mat’ nasledujúce vlastnosti:

A

B

C

D

X

Y

1) Strany a uhol rovnobežńıkaBXYD sú rovné uhlopriečkam a uhlu medzi nimi v hl’adanom štvoruholńıku.

2) Vzdialenosti bodu C od vrcholov rovnobežńıka BXYD sú rovné stranám hl’adaného štvoruholńıka.

3) Uhly medzi úsečkami, ktoré spájajú bod C s vrcholmi rovnobežńıka BXYD sú rovné uhlom
hl’adaného štvoruholńıka.

4) Obsah rovnobežńıka je dvojnásobok obsahu štvoruholńıka.

5) Uhlopriečky rovnobežńıka sú dvojnásobkami úsečiek, ktoré spájajú stredy strán AB a CD, BC
a AD, uhol medzi uhlopriečkami je rovnaký, ako uhol medzi týmito úsečkami.

6) Uhly ∠XCD a ∠BCY doṕlňajú uhly medzi protil’ahlými stranami AB a CD, BC a AD do 180◦.

Tieto vlastnosti dokážeme.

1) Strany rovnobežńıka sú rovnobežné a zhodné s uhlopriečkami štvoruholńıka, uhol rovnobežńıka je
teda rovný uhlu medzi tými uhlopriečkami.
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2) Úsečky BC a CD sú stranami štvoruholńıka. Úsečky CX a CY sú rovnobežné a zhodné so stranami
AB a AD, pretože ABXC a ACYD sú rovnobežńıky.

3) Uhly ∠BCX = ∠ABC a ∠DCY = ∠CDA, pretože sú to striedavé uhly pri rovnobežných priam-
kach. Uhly ∠XCY = ∠BAD, pretože sú to uhly s rovnobežnými ramenami.

4) Označme uhlopriečky ABCD ako d1 a d2 a uhol medzi nimi ako α. Potom

SABCD =
1

2
d1d2 sinα, SBXYD = d1d2 sinα,

z čoho SBXYD = 2SABCD.

5) Nech úsečka MN spája stredy strán AB a CD.

A

B

C

D

X

Y

M

N

Ked’že sa uhlopriečky rovnobežńıka navzájom rozpol’ujú, tak N je priesečńık uhlopriečok rov-
nobežńıka ACYD a úsečka MN je stredná priečka △ABY .
Z toho plynie, že MN = BY/2, čo bolo treba dokázat’.

6) Nech C ′ je priesečńık pred́lžeńı strán AB a CD a B′ je zvolený na pred́lžeńı BC ′ za bod C ′. Rovnost’

uhlov ∠XCD = ∠CC ′B′ plynie z toho, že sú to súhlasné uhly pri rovnobežkách AB′ a CX.

A

B

C

D

X

Y

C ′

B′

Poznámka. V pŕıpade, že sú strany BC a AD rovnobežné (teda ABCD je lichobežńık), lomená
čiara BCY bude úsečka.
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Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Zostrojte štvoruholńık, ak poznáte jeho uhly a dve protil’ahlé strany.

A

B

C

D

E

Riešenie. Nech sú v štvoruholńıku ABCD dané uhly α, β, γ,
δ a strany BC a AD. Posunieme stranu BC rovnobežne do
AE.

V △AED sú strany AE a AD známe a uhol ∠EAD =
α−∠BAE = α−(π−β). Z toho vyplýva, že tento trojuholńık
dokážeme zostrojit’.

Bod C je možné źıskat’ ako priesečńık polpriamky zostro-
jenej od priamky AD pod uhlom δ a polpriamky zostrojenej
od priamky AE pod uhlom β. Potom posunieme úsečku AE
znova do BC a źıskame bod B.

Úloha 2. Zostrojte úsečku, ktorá je zhodná a rovnobežná s danou úsečkou tak, aby jeden jej koniec ležal
na danej priamke a druhý na danej kružnici.

Riešenie. Nech je daná priamka m, úsečka AB a kružnica.

A
B

PP ′

Q
Q′

m m′

Posunieme priamku m o vektor AB a dostaneme priamku m′ ∥ m.

Cez priesečńıky m′ s kružnicou vedieme priamky rovnobežné s AB. Štvoruholńık PQQ′P ′ je rov-
nobežńık, pričom PP ′ ∥ QQ′ ∥ AB a PP ′ = QQ′ = AB. Z toho plynie, že PP ′ a QQ′ sú hl’adané
úsečky.

Úloha môže mat’ jedno riešenie, dve riešenia alebo nemuśı mat’ žiadne riešenie.

Úloha 3. Zostrojte lichobežńık, ak poznáte jeho uhlopriečky a základne.

Riešenie. Majme lichobežńık ABCD so základňami AC a BD. Posunieme uhlopriečku BD o základňu
BC. Dostaneme rovnobežńık BCED.

A

B C

D E
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V trojuholńıku△ACE sú strany AC a CE rovné uhlopriečkam a základňa AE je rovná súčtu základńı
lichobežńıka. Z toho vyplýva, že △ACE je možné zostrojit’ z jeho troch strán. Potom oddeĺıme úsečku
ED (rovnú BC) a nájdeme vrchol D. Potom doplńıme △CDE do rovnobežńıka a dostaneme vrchol B.

Úloha 4. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte jeho t’ažnice.

Riešenie. Nech sa t’ažnice BM = tb, AN = ta a CK = tc pret́ınajú v bode O. Rovnobežne posunieme
úsečku BO na úsečku A′C.

Ked’že sa t’ažnice svojim priesečńıkom delia v pomere 2 : 1, tak pre strany rovnobežńıka OBA′C plat́ı

OB =
2

3
tb, BA′ = OC =

2

3
tc.

A

B

C

K

M

NO

A′

Okrem toho, ked’že sa v rovnobežńıku uhlopriečky rozpol’ujú,

OA′ = 2ON =
2

3
ta.

Trojuholńık OBA′ môžeme preto zostrojit’ z jeho troch strán. Potom ho doplńıme na rovnobežńık
OBA′C a dostaneme bod C. Nakoniec posunieme úsečku OA′ na AO a dostaneme bod A.

Úloha 5. Zostrojte štvoruholńık, ak poznáte uhlopriečky, uhol medzi nimi a dve protil’ahlé strany.

Riešenie. Ked’ poznáme uhlopriečky a uhol medzi nimi, môžeme zostrojit’ pomocný rovnobežńık BXYD.
Vzhl’adom na vlastnost’ 2 (ktorá bola sformulovaná v teoretickej časti) sú úsečky BC a CY rovné pro-
til’ahlým stranám štvoruholńıka a bod C môžeme nájst’ ako priesečńık kružńıc so zodpovedajúcimi polo-
mermi. Ked’ doplńıme △CY D do rovnobežńıka, dostaneme vrchol A.

A

B

C

D

X

Y

Úloha 6. Cez dva body dané na kružnici zostrojte dve rovnobežné tetivy s daným rozdielom vel’kost́ı.

Riešenie. Nech sú A a B body zadané na kružnici a AA′ ∥ BB′ tetivy so zadaným rozdielom vel’kost́ı.
Lichobežńık ABB′A′ je rovnoramenný, pretože je vṕısaný do kružnice. Rovnobežne posunieme úsečku
AA′ na úsečku BC. Dostaneme rovnobežńık ABCA′. Takže dostaneme AB = A′C = A′B.
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A B

C
A′

B′

Trojuholńık zhodný s trojuholńıkom △A′B′C sa dá zostrojit’ z jeho troch strán. Potom pri úsečke AB
treba zostrojit’ uhol rovný uhlu ∠A′CB′. Tak dostaneme bod B′. Bod A′ môžeme źıskat’ ako priesečńık
priamky rovnobežnej s BB′ a kružnice.

Poznámka. Ak je v podmienkach úlohy zadaný súčet (rozdiel) úsečiek alebo uhlov, pôvodný útvar je treba
pozmenit’ tak, aby sa zadaná veličina nachádzala v novom útvare.

Úlohy

1. Zostrojte lichobežńık, ak poznáte jeho strany.

2. Medzi dvoma danými kružnicami zostrojte úsečku13, ktorá má stred v danom bode A.

3. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte ta, tc, ∠(tb, a).

4. Cez bod A vo vnútri uhla zostrojte priamku tak, aby bol bod A stredom úsečky, ktorú na priamke
vyt́ınajú ramená uhla.

5. Zostrojte lichobežńık, ak poznáte uhlopriečky, uhol medzi nimi a jedno z ramien.

6. Zostrojte štvoruholńık, ak poznáte uhlopriečky, dve protil’ahlé strany a uhol medzi nimi.

7. Cez daný bod M zostrojte priamku tak, aby rozdiel jej vzdialenost́ı od daných bodov A a B bol
rovný zadanej vel’kosti.

8. Do daného ostrouhlého trojuholńıka vṕı̌ste pravouholńık s najmenšou uhlopriečkou (jedna strana
pravouholńıka lež́ı na základni trojuholńıka, protil’ahlá strana pravouholńıka má koncové body na
d’aľśıch stranách trojuholńıka).

9. Sú dané tri rovnobežné priamky. Zostrojte cez daný bod sečnicu tak, aby bol rozdiel úsečiek medzi
rovnobežkami rovný zadanej veličine.

10. Zostrojte lichobežńık ABCD, ak poznáte rameno CD, uhol medzi uhlopriečkami, vzdialenost’ medzi
rovnobežnými stranami a vel’kost’ úsečky, ktorá spája stredy ramien.

11. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte b, c a ta.

12. Zostrojte štvoruholńık, ak poznáte jeho strany a úsečku, ktorá spája stredy dvoch protil’ahlých
strán.

13. Zostrojte štvoruholńık, ak poznáte jeho strany a uhol medzi dvomi protil’ahlými stranami.

13To znamená, že jeden koniec úsečky lež́ı na jednej kružnici a druhý koniec na druhej.



5.5. METÓDA PODOBNOSTI 131

14. Zostrojte os uhla, ktorého vrchol je nedostupný.

15. Sú dané dva body A a B a medzi nimi dve rovnobežky m a n. Zostrojte medzi nimi určeným
smerom úsečku CD tak, aby bol súčet AC + CD +DB minimálny.14

16. Na kružnici sú dané dva body A a B. Zostrojte určeným smerom tetivu XY tak, aby bol súčet
tet́ıv AX a BY rovný zadanej d́lžke.

17. Zostrojte pravouholńık s danou stranou tak, aby jeho strany prechádzali cez štyri zadané body.

18. Sú dané dve kružnice a priamka. Zostrojte sečnicu rovnobežnú s danou priamkou, ktorá na kružniciach
vytne tetivy, ktorých súčet d́lžok bude rovný zadanej úsečke s vel’kost’ou s.

5.5 Metóda podobnosti

Teória

Dva mnohouholńıky sa nazývajú podobné, ak sú zhodné ich zodpovedajúce uhly a zodpovedajúce
strany sú v rovnakom pomere.

Ak sú dva podobné mnohouholńıky umiestnené tak, že zodpovedajúce strany sú rovnobežné, tak sa
priamky, ktoré spájajú vrcholy zhodných uhlov pret́ınajú v jednom bode. Tento bod sa nazýva stredom
rovnol’ahlosti alebo stredom podobnosti a mnohouholńıky sa nazývajú rovnol’ahlé. Pomer vzdialenost́ı od
stredu rovnol’ahlosti k zodpovedajúcim si vrcholom rovnol’ahlých mnohouholńıkov je rovný koeficientu
ich podobnosti.

Stred rovnol’ahlosti môže ležat’ vo vnútri mnohouholńıkov, môže ležat’ mimo nich, môže byt’ zhodný
s jedným z vrcholov alebo môže ležat’ na niektorej strane.

Stredom podobnosti dvoch kružńıc sa nazýva priesečńık ich spoločných vonkaǰśıch dotyčńıc. Stred
podobnosti lež́ı na priamke určenej stredmi kružńıc. Pomer vzdialenosti od stredu podobnosti k stredom
kružńıc je rovnaký, ako pomer polomerov.

Priesečńık vnútorných dotyčńıc dvoch kružńıc sa nazýva opačným stredom podobnosti a má analogické
vlastnosti.

14Pozn. prekl.: Variantu tejto úlohy je možné stretnút’ v podobe
”
Kde optimálne umiestnit’ most?“ V tomto špeciálnom

pŕıpade je určený smer kolmý na zadané rovnobežky.
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L’ubovol’né dve sečnice, ktoré prechádzajú cez stred podobnosti kružńıc, pret́ınajú kružnice tak, že
trojuholńıky △ABO a △A′B′O′ budú rovnol’ahlé (zodpovedajúce si polomery a tetivy budú rovnobežné).

O O′

A

A′

B

B′

Metóda podobnosti spoč́ıva v tom, že najprv zostroj́ıme útvar, ktorý ešte nesṕlňa všetky podmienky
úlohy, ale je podobný hl’adanému útvaru. Potom využijeme zvyšné podmienky a zobraźıme zostrojený
útvar na hl’adaný.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte jeho dva uhly a vel’kost’ osi tretieho uhla.

Riešenie. Nech sú dané uhly α a β a úsečka lc. Zostrojme l’ubovol’ný trojuholńık △A′B′C s dvomi
zadanými uhlami.

L
L′

A

A′

B B′C

Zostroj́ıme v ňom os uhla CL′ a nanesieme na ňu úsečku CL = lc. Cez bod L vedieme priamku
rovnobežnú s A′B′. Uhly aj os uhla źıskaného trojuholńıka △ABC sú také, ako v zadańı.
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Úloha 2. Zostrojte trojuholńık, ak sú dané α, β a a+ va.

Riešenie. Zostroj́ıme trojuholńık AB′C ′ s dvomi uhlami α, β a výškou va′ = a+ va zostrojenej na stranu
B′C ′ = a′. Hl’adaný trojuholńık ABC je podobný trojuholńıku AB′C ′ a

va
va′

=
a+ va
a′ + va′

.

H

H ′

A

B

B′

C

C ′

Z toho dostaneme va =
v2
a′

a′+va′
. Zostroj́ıme bod H na priamke AH ′ vo vzdialenosti va od bodu A a cez

bod H zostroj́ıme priamku rovnobežnú s priamkou B′C ′. Zostrojený trojuholńık ABC vyhovuje zadaným
podmienkam.

Úloha 3. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte jeho výšky va, vb a vc.

Riešenie. Vezmeme l’ubovol’nú úsečku p a zostroj́ıme △A′B′C ′ so stranami a′ = p2

va
, b′ = p2

vb
, c′ = p2

vc
. Teda

hl’adaný trojuholńık a △A′B′C ′ sú podobné.

H

H ′

A′

B

B′

C

C ′

Na to, aby sme zostrojili hl’adaný trojuholńık A′BC s výškami va, vb a vc stač́ı v trojuholńıku A′B′C ′

na priamku A′H ′ naniest’ úsečku A′H = va a cez bod H zostrojit’ priamku BC rovnobežnú s B′C ′.
Úloha má riešenie, ak existuje trojuholńık, ktorý sa dá zostrojit’ z úsečiek 1

va
, 1
vb
, 1
vc
.

Úloha 4. Je daná úsečka vel’kosti
√
5. Pomocou kružidla a prav́ıtka zostrojte úsečku vel’kosti 2.

Riešenie. Zostroj́ıme pravouhlý trojuholńık s odvesnami AB = a a BC = 2a, kde a je l’ubovol’ná úsečka.
potom prepona AC = a

√
5.

H

A

B C

D
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Na preponu AC nanesieme úsečku CD rovnú
√
5 a z bodu D spust́ıme kolmicu DH. Z podobnosti

trojuholńıkov DHC a ABC dostaneme CH
BC = DC

AC , čiže CH = 2.

A

B C

D

A′

B′ C ′

D′

O

Úloha 5. Do kruhového výseku vṕı̌ste štvorec.

Riešenie. Nech O je stred zadaného kruhového výseku. Zo-
stroj́ıme pomocný štvorec ABCD, ktorého dva vrcholy (A
a D) ležia na polomeroch výseku v rovnakej vzdialenosti od
bodu O. Narysujeme priamky OB a OC, tieto pretnú oblúk
výseku v bodoch B′ a C ′. Ďalej zostroj́ıme B′A′ ⊥ B′C ′

a C ′D′ ⊥ B′C ′. Štvoruholńıky ABCD a A′B′C ′D′ sú po-
dobné (jeden sa dá źıskat’ z druhého pomocou rovnol’ahlosti
v strede O), takže A′B′C ′D′ bude tiež štvorec, pričom je to
štvorec vṕısaný do daného kruhového výseku.

Úlohy

1. Zostrojte trojuholńık daný dvoma uhlami a výškou spustenou z tretieho uhla.

2. Zostrojte kružnicu, ktorá sa dotýka ramien daného uhla a prechádza daným bodom v jeho vnútri.

3. Je daný trojuholńık so stranami AB = 5, BC = 6, AC = 7. Zostrojte bod S ∈ BC, bod Q ∈ AC
a bod P ∈ AB tak, aby trojuholńık SQP bol rovnostranný.

4. Do daného trojuholńıka vṕı̌ste štvorec.

5. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte α, β a r (polomer vṕısanej kružnice).

6. Cez daný bod ved’te priamku, ktorá na dvoch daných kružniciach vytne tetivy, ktoré budú v rov-
nakom pomere, ako ich polomery.

7. Je daný uhol ABC a bod M v jeho vnútri. Nájdite na ramene BC bod X, ktorý má rovnakú
vzdialenost’ od AB a od bodu M .

8. Sú dané tri body A, B a C, ktoré neležia na jednej priamke. Zostrojte priamku, ktorá pret́ına
úsečku AC v bode X a úsečku BC v bode Y tak, že AX = XY = Y B.

9. Sú dané dve kružnice a na každej je daný bod. Zostrojte dve zhodné kružnice, ktoré sa dotýkajú
daných kružńıc v daných bodoch a dotýkajú sa medzi sebou.

10. Cez daný bod A ved’te sečnicu dvoch zadaných kružńıc tak, aby na kružniciach vyt’ala

a) zhodné tetivy;

b) tetivy, ktorých d́lžky sú v zadanom pomere.

11. Zostrojte trojuholńık, ked’ poznáte β, lb (os uhla) a AD : DC, kde BD je výška.

12. Sú dané tri sústredné kružnice. Zostrojte ich sečnicu ABC tak, aby body A, B a C ležali na rôznych
kružniciach a AB = BC.

13. Dvomi danými bodmi, ktoré ležia mimo zadanej kružnice, ved’te kružnicu, ktorá sa zadanej kružnice
dotýka.

14. Sú dané dve kružnice so stredmi v bodoch O a O′. Cez ich stred podobnosti S vedie dotyčnica
a sečnica. Dotyčnica sa kružńıc dotýka postupne v bodoch C a C ′, sečnica vyt́ına na kružniciach
tetivy AB a A′B′. Dokážte, že CS · C ′S = AS ·B′S = BS ·A′S.

15. Zostrojte kružnicu, ktorá prechádza daným bodom a dotýka sa dvoch daných kružńıc.
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5.6 Metóda otočenia a zmiešané úlohy

Teória

V tejto časti sa budeme venovat’ úlohám, ktoré sa riešia pomocou otočenia útvaru (alebo jeho časti)
vzhl’adom na nejaký pevný bod roviny (stred otočenia).

Tiež sa objavia úlohy, ktoré nespadajú jednoznačne pod žiadny z typov úloh uvedených skôr a úlohy,
ktorých riešenie vyžaduje kombináciu niekol’kých metód.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Sú dané dve kružnice a bod A. Zostrojte rovnoramenný trojuholńık ABC (AB = BC) s daným
uhlom pri vrchole A tak, aby vrcholy B a C ležali na kružniciach.

Riešenie. Nech O a O′ sú stredy daných kružńıc a α je daný uhol. Otoč́ıme kružnicu so stredom O′ okolo
bodu A o uhol α. Označ́ıme ako B a B′ priesečńıky novej kružnice s kružnicou so stredom O a sprav́ıme
opačné otočenie novej kružnice na kružnicu so stredom O′. Body B a B′ sa pri tom zobrazia na body
C a C ′. Týmto spôsobom sme dostali dva trojuholńıky △ABC a △AB′C ′, ktoré vyhovujú podmienkam
zadania.

A

B

B′

C

C ′O
O′

Poznámka. Ak sú body B a B′ totožné, úloha má jedno riešenie. Ak zostrojená kružnica nepretne kružnicu
so stredom O, tak riešenie neexistuje.15

Úloha 2. Sú dané dve kružnice, trojuholńık a bod A. Zostrojte trojuholńık ABC podobný zadanému tak,
aby vrcholy B a C ležali na kružniciach.

A

B

B′

C
C ′

DD′O

O′

15Pozn. prekl.: Ledaže by sme ešte skúsili otočit’ kružnicu so stredom v bode O′ o uhol α na opačnú stranu...
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Riešenie. Nech O a O′ sú stredy zadaných kružńıc a nech je zadaný trojuholńık s uhlom α medzi stranami
b a c. Najprv ku kružnici so stredom O′ zostroj́ıme rovnol’ahlú kružnicu so stredom rovnol’ahlosti v bode
A a s koeficientom rovnol’ahlosti k = c/b. Túto kružnicu otoč́ıme okolo bodu A o uhol α a tak, ako
v predošlom pŕıklade, źıskame body B a B′. Opačným otočeńım dostaneme body D a D′ a inverznou
rovnol’ahlost’ou nájdeme hl’adané C a C ′.

Úloha 3. Zostrojte rovnostranný trojuholńık, ktorého vrcholy ležia na troch zadaných rovnobežných
priamkach.

A

B

C

a

b

c

c′

Riešenie. Nech sú a, b a c tri dané rovnobežné priamky.
Zvol’me l’ubovol’ný bod B ∈ b a otočme okolo neho priamku c o 60◦, źıskame tak priamku c′ a bod

A ∈ a. Pri opačnom otočeńı sa A zobraźı na C ∈ c. Trojuholńık △ABC je rovnostranný, ked’že kvôli
konštrukcii BA = BC a ∠B = 60◦.

Úloha 4. V trojuholńıku nájdite bod, ktorého súčet vzdialenost́ı k vrcholom je minimálny.

Riešenie. Majme l’ubovol’ný bod P vo vnútri trojuholńıka ABC. Otoč́ıme △ABP okolo bodu A o 60◦

a dostaneme △AB′P ′. Pri tom B′P ′ = BP a PP ′ = AP (ked’že △APP ′ je rovnostranný), z čoho plynie,
že

BP +AP + CP = B′P ′ + P ′P + PC,

čiže súčet vzdialenost́ı bodu P od vrcholov trojuholńıka je rovný d́lžke lomenej čiary B′P ′PC ≥ B′C.
Minimálna hodnota d́lžky lomenej čiary je B′C, ak P, P ′ ∈ B′C.

A

B

C

P

B′

P ′

A

B

C

P

B′

P ′

Z toho vyplýva, že na to, aby sme zostrojili hl’adaný bod P , treba najprv zostrojit’ bod B′ (otočit’

úsečku AB okolo A o 60◦). Body P a P ′ musia ležat’ na úsečke B′C tak, aby bol trojuholńık △APP ′

rovnostranný, takže musia ležat’ na polpriamkach, ktoré s kolmicou AH zvierajú uhol 30◦.
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Poznámka. Ak je niektorý z uhlov pôvodného trojuholńıka väčš́ı, než 120◦, tak polpriamka, ktorá s kolmi-
cou AH zviera uhol 30◦, pretne úsečku B′C v bode, ktorý nelež́ı vo vnútri trojuholńıka. V tomto pŕıpade
je bod P zhodný s vrcholom pri tomto uhle.

Úloha 5. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte vel’kost’ t’ažnice, osi uhla a výšky z toho istého vrchola.

Riešenie. Majme trojuholńık ABC s danou výškou BH, osou uhla BL a t’ažnicou BM . Pred́lžme os
uhla až po priesečńık s oṕısanou kružnicou v bode B′ (ked’že ∠ABB′ = ∠CBB′, tak B′ je stred oblúka
AC). Teraz cez bod M zostroj́ıme kolmicu k tetive AC. Bod B′ (stred oblúka) aj bod O (stred oṕısanej
kružnice) ležia na tejto osi úsečky.

A

B

C

B′

H L M

O

Takže na to, aby sme zostrojili △ABC, je treba najprv zostrojit’ trojuholńık BHM (zo zadanej
prepony BM a odvesny BH), potom na úsečke MH nájst’ bod L (os uhla vždy lež́ı medzi t’ažnicou
a výškou) a nájst’ bod B′ ako priesečńık kolmice na priamku HM v bode M a priamky BL.

Stred kružnice O je priesečńık priamky MB′ a osi tetivy BB′. Vrcholy A a C sú priesečńıky tejto
kružnice s priamkou HM .

Úlohy

1. Sú dané tri rovnobežné priamky. Zostrojte štvorec, ktorého tri vrcholy ležia na týchto priamkach.

2. Je daná priamka a na nej bod a kružnica. Zostrojte kružnicu, ktorá sa dotýka danej kružnice
a priamky v zadanom bode

3. Sú dané dve kružnice. Zostrojte k nim cez zadaný bod dve sečnice, ktoré zvierajú zadaný uhol
a ktoré vyt́ınajú

a) zhodné tetivy;

b) tetivy, ktorých vel’kosti sú v zadanom pomere.

4. Do daného rovnobežńıka ABCD vṕı̌ste rovnoramenný trojuholńık APQ (AP = AQ) s daným
uhlom pri vrchole A.

5. Zostrojte tetivový štvoruholńık, ked’ poznáte vel’kosti jeho strán a, b, c a d.

6. Zostrojte priamku, ktorá prechádza daným bodom a vyt́ına na danej kružnici tetivu zadanej
vel’kosti.
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7. Pomocou kružidla a prav́ıtka zostrojte kružnicu, ktorá prechádza dvomi zadanými bodmi a na
zadanej kružnici vyt́ına tetivu zadanej d́lžky.

8. Ved’te cez priesečńık B dvoch kružńıc priamku, ktorá na nich vytne zhodné tetivy.

9. Cez bod A vo vnútri uhla ved’te priamku, ktorá z uhla vytne trojuholńık s minimálnym obvodom.

10. Sú dané tri body. Zostrojte kružnice, ktoré sa po dvojiciach dotýkajú v týchto bodoch.

11. Zostrojte trojuholńık, ak poznáte a, va a ∠(tb, c).

12. Cez vrchol konvexného štvoruholńıka zostrojte priamku, ktorá deĺı jeho obsah na polovice.



Kapitola 6

Stereometria

6.1 Úvod

Uvedieme základné stereometrické defińıcie, ktoré sa týkajú vzájomnej polohy priamok a rov́ın v pries-
tore.

1 Rovnobežnost’ priamok a rov́ın v priestore

Dve priamky v priestore sa nazývajú rovnobežné, ak ležia v jednej rovine a nepret́ınajú sa.
Priamka a rovina sa nazývajú rovnobežné, ak sa nepret́ınajú.
Dve roviny sa nazývajú rovnobežné, ak sa nepret́ınajú.

2 Mimobežné priamky

Priamky, ktoré neležia v jednej rovine a nepret́ınajú sa, sa nazývajú mimobežné.
Uhol medzi mimobežnými priamkami je definovaný ako uhol medzi priamkami s nimi rovnobežnými,

ktoré prechádzajú jedným bodom.
Os mimobežných priamok sa nazýva úsečka, ktorej konce ležia na týchto priamkach a ktorá je na ne

kolmá (takáto úsečka existuje a existuje práve jedna).
Vzdialenost’ medzi dvomi mimobežnými priamkami je vel’kost’ ich osi. (Je rovná vzdialenosti medzi

rovnobežnými rovinami, ktoré tieto priamky obsahujú.)

3 Dihedrálny uhol

Dihedrálny uhol sa nazýva útvar ohraničený dvomi polrovinami (stenami) so spoločnou hraničnou
priamkou (hranou dihedrálneho uhla).

Dihedrálny uhol sa meria jeho lineárnym uhlom, teda uhlom medzi kolmicami na hranu, zostrojenými
v oboch polrovinách z jedného bodu.

139
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4 Polyhedrálny uhol

Trihedrálny uhol (abc) sa nazýva útvar, ktorý pozostáva z troch rovinných uhlov (ab), (bc) a (ac),
ktoré neležia v jednej rovine. Tieto uhly sa nazývajú stenami dihedrálneho uhla a ich ramená hranami.
Spoločný vrchol rovinných uhlov sa nazýva vrcholom trihedrálneho uhla. Dihedrálne uhly tvorené stenami
trihedrálneho uhla sa nazývajú dihedrálnymi uhlami trihedrálneho uhla.

Analogicky sa definuje pojem n-hedrálneho uhla (a1a2 . . . an) ako útvaru, ktorý pozostáva z n ro-
vinných uhlov (a1a2), (a2a3), . . . (ana1).

Polyhedrálny uhol sa nazýva konvexný, ak lež́ı na jednu stranu od každej z jeho hraničných rov́ın.

Poznámka 1. Každý rovinný uhol trihedrálneho uhla je menš́ı, ako súčet dvoch zvyšných rovinných uhlov.

Poznámka 2. Ked’ konvexný n-hedrálny uhol pretne rovina, ktorá neprechádza jeho vrcholom, vznikne
konvexný n-uholńık.16

Poznámka 3. V konvexnom polyhedrálnom uhle je súčet jeho rovinných uhlov menš́ı alebo rovný než
360◦.

5 Kolmost’ priamok a rov́ın v priestore

Priamka je kolmá na rovinu, ak je kolmá na každú priamku z tejto roviny.
Dve roviny sú na seba kolmé, ak je zodpovedajúci dihedrálny uhol pravý.

6 Naklonená priamka

Naklonená priamka k danej rovine sa nazýva priamka, ktorá rovinu pret́ına, ale nie je na ňu kolmá.
Priesečńık naklonenej priamky a roviny sa nazýva stopńık naklonenej priamky.

16Pozn. prekl.: Tvrdenie v uvedenej podobe pravdepodobne neplat́ı. Chcelo by to pridat’ ešte nejakú podmienku, ktorá by
zaručila, že ten rez rovinou bude ohraničený.
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Priemetom bodu do roviny sa nazýva päta kolmice spustenej z daného bodu na danú rovinu.

Priemetom naklonenej priamky do roviny sa nazýva priamka, ktorá pozostáva z priemetov všetkých
bodov naklonenej priamky do danej roviny.

Uhlom medzi naklonenou priamkou a rovinou sa nazýva uhol medzi naklonenou priamkou a jej prie-
metom.

7 Vety o rovnobežnosti priamok a rov́ın

� Zve priamky, ktoré sú rovnobežné s tret’ou priamkou, sú aj rovnobežné navzájom (tranzit́ıvnost’

rovnobežnosti priamok).

� Ak je priamka, ktorá nelež́ı v rovine, rovnobežná s l’ubovol’nou priamkou z tejto roviny, tak je
rovnobežná s celou rovinou (kritérium rovnobežnosti priamky a roviny).

� Ak sú rve rôznobežky z jednej roviny rovnobežné s dvomi rôznobežkami z druhej roviny, tak sú
tieto roviny rovnobežné (kritérium rovnobežnosti rov́ın).

� Ak sú dve rovnobežné roviny pret’até tret’ou, tak sú rovnobežné aj priesečnice (veta o rovnobežných
rovinách).

� Ak rovina obsahuje priamku rovnobežnú s druhou rovinou a roviny sa pret́ınajú, tak je ich priesečnica
rovnobežná s prvou priamkou.

8 Vety o kolmosti priamok a rov́ın

� Ak je priamka kolmá na dve rôznobežky z roviny, tak je kolmá na tú rovinu (kritérium kolmosti
priamky a roviny).

� Ak rovina prechádza priamkou, ktorá je kolmá na druhú rovinu, tak sú tieto roviny kolmé (kritérium
kolmosti rov́ın).

� Priamka ležiaca v rovine je kolmá na priemet naklonenej priamky do tejto roviny vtedy a len vtedy,
ked’ je kolmá na naklonenú priamku (veta o troch kolmiciach).

� Dve rôzne kolmice na tú istú rovinu sú rovnobežné.

� Dve roviny kolmé na tú istú priamku sú rovnobežné.
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� Kolmica na jednu z dvoch navzájom kolmých rov́ın, ktorá pret́ına priesečnicu týchto rov́ın, celá lež́ı
v druhej rovine.

Poznámka. Posledná veta má dôležitý dôsledok: Ak je každá z dvoch nerovnobežných rov́ın kolmá na
tretiu rovinu, tak aj priesečnica týchto dvoch rov́ın bude kolmá na tretiu rovinu.

6.2 Mnohosteny

Teória

Mnohosten sa nazýva teleso ohraničené v priestore konečným počtom rov́ın.
Mnohosten sa nazýva konvexný17, ak lež́ı na jednu stranu od každej z jeho hraničných rov́ın.
Spoločná čast’ mnohostena a jeho hraničnej roviny sa nazýva stena mnohostena18, strany stien sa

nazývajú hranami mnohostena a vrcholy vrcholmi mnohostena.

1 Základné defińıcie týkajúce sa hranolov

n-boký hranol sa nazýva mnohosten, ktorého dve steny sú zhodné n-uholńıky ležiace v rovnobežných
rovinách (základne hranola) a ostatné steny sú rovnobežńıky (bočné steny).

Hranol sa nazýva kolmý, ak sú jeho bočné hrany kolmé na základne, v opačnom pŕıpade sa hranol
nazýva šikmý.

Kolmý hranol sa nazýva pravidelný, ak sú jeho základne pravidelné mnohouholńıky.
Hranol, ktorého základňa je rovnobežńık, sa nazýva rovnobežnosten.
Kolmý rovnobežnosten, ktorého základňa je pravouholńık, sa nazýva kváder.
Kváder s rovnakými hranami sa nazýva kocka.
Výška hranola je kolmica spustená z l’ubovol’ného bodu roviny jednej základne na rovinu druhej

základne.

2 Základné tvrdenia týkajúce sa hranolov

Objem l’ubovol’ného hranola: V = S · h, kde S je obsah základne a v je výška hranola.

Objem kvádra: V = abc, kde a, b a c sú d́lžky troch hrán vychádzajúcich z jedného bodu.

Objem kocky: V = a3, kde a je hrana kocky.

Vlastnosti rovnobežnostena:

17V d’aľsom texte sa budeme zaoberat’ iba konvexnými mnohostenmi.
18Všetky steny konvexného mnohostenu sú konvexné mnohouholńıky.
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� protil’ahlé steny sú po dvojiciach zhodné a rovnobežné;

� všetky štyri telesové uhlopriečky sa pret́ınajú v jednom bode (strede súmernosti rovnobežnostena)
a tento bod ich deĺı na polovice.

Na rozdiel od kolmého hranola, hrany šikmého hranola nie sú kolmé na základne a preto býva často
užitočné urobit’ rez hranola rovinou kolmou na hrany. V takom pŕıpade platia nasledujúce vzt’ahy:

Objem šikmého hranola: V = Sn · l, kde Sn je obsah kolmého rezu a l bočná hrana hranola.

Obsah plášt’a (čǐze bočných stien) hranola: Spl = on · l, kde on je obvod kolmého rezu.

Poznámka. Uvedené vzt’ahy platia aj pre kolmé hranoly, pričom ako kolmý rez môžeme použit’ základňu
hranola.

3 Základné defińıcie týkajúce sa ihlanov

n-boký ihlan sa nazýva mnohosten, ktorého jedna stena je n-uholńık (základňa ihlanu) a ostatné sú
trojuholńıky (bočné steny), ktoré majú jediný spoločný vrchol (vrchol ihlanu).

Výška ihlanu sa nazýva kolmica vedená z vrcholu ihlanu na rovinu základne ihlanu.

Ihlan sa nazýva pravidelný, ak je jeho základňa pravidelný mnohouholńık a päta výšky je totožná so
stredom tohto mnohouholńıka.

Výška bočnej hrany pravidelného ihlanu vedená z jeho vrchola sa nazýva apotéma.

Zrezaný ihlan sa nazýva mnohosten, ktorý vznikne rezom ihlanu rovinou rovnobežnou so základňou
a lež́ı medzi rezovou rovinou a rovinou základne.

Zrezaný ihlan sa nazýva pravidelný, ak je čast’ou pravidelného ihlanu.

Výška zrezaného ihlanu sa nazýva kolmica vedená z l’ubovol’ného bodu roviny jednej základne na
rovinu druhej základne.

Apotéma pravidelného zrezaného ihlana je výška bočnej steny (lichobežńıka).
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4 Základné tvrdenia týkajúce sa ihlanov

Objem l’ubovol’ného ihlanu: V = 1
3S · v, kde S je obsah základne a v je výška ihlanu.

Objem l’ubovol’ného zrezaného ihlanu: V = 1
3v(S1 +

√
S1S2 + S2), kde S1 a S2 sú obsahy základńı a v je

výška zrezaného ihlanu.

Obsah plášt’a (čǐze bočných stien) pravidelného ihlanu: Spl = 1
2o · h, kde o je obvod podstavy a h je

apotéma (výška steny).

Obsah bočných stien pravidelného zrezaného ihlanu: Sb =
1
2(o1 + o2) · h, kde o1 a o2 sú obvody podstáv

a h je apotéma.

5 Základné informácie o štvorstenoch

Štvorsten sa nazýva trojboký ihlan.
Štvorsten sa nazýva pravidelný, ak sú všetky jeho hrany zhodné.
Štvorsten sa nazýva pravouhlý, ak sú všetky tri jeho rovinné uhly pri niektorom vrchole pravé.
Dve hrany, ktoré majú ako jeden koncový bod spoločný vrchol sa nazývajú susedné. Dve nesusedné

hrany sa nazývajú protil’ahlé (alebo mimobežné).
Ťažnica štvorstenu sa nazýva úsečka, ktorá spája vrchol štvorstenu s t’ažiskom protil’ahlej steny.

Ťažnice štvorstenu sa pret́ınajú v jednom bode, ktorý sa nazýva t’ažisko a sú týmto bodom rozdelené
v pomere 3 : 1 v porad́ı od vrchola.

Stredná priečka štvorstena sa nazýva úsečka, ktorá spája stredy protil’ahlých hrán. Stredné priečky
sa pret́ınajú v jednom bode (v t’ažisku štvorstenu) a sú týmto bodom rozdelené na polovice.

Výška štvorstenu sa nazýva kolmica spustená z vrchola na protil’ahlú stenu. Ak sa výšky (alebo ich
pred́lženia) pret́ınajú v jednom bode, štvorsten sa nazýva ortocentrický.

Uvedieme aj užitočné informácie o polohe päty výšky štvorstena.
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� Päta výšky štvorstena je stredom kružnice oṕısanej základni vtedy a len vtedy, ak sa d́lžky všetkých
bočných hrán rovnajú (alebo všetky bočné hrany zvierajú so základňou rovnaký uhol).

� Päta výšky štvorstena je stredom kružnice vṕısanej do základne vtedy a len vtedy, ak všetky bočné
steny zvierajú so základňou rovnaký uhol.

Poznámka. Uvedené tvrdenia platia pre l’ubovol’né ihlany.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Výška kolmého hranola je 1m, jeho základňou je kosoštvorec so stranou 2m a ostrým uhlom
30◦. Stranu základne obsahuje rovina, ktorá hranol pret́ına a ktorá zviera so základňou uhol 60◦. Zistite
obsah rezu.

Riešenie. Majme kolmý hranol ABCDA′B′C ′D′, ktorého základňa je kosoštvorec ABCD s uhlom
∠BAD = 30◦ a strana rovná 2m. Výška kosoštvorca BH = AB · sin 30◦ = 1. Na priamke BB′ vy-
znač́ıme úsečku BP =

√
3, potom bude v pravouhlom trojuholńıku △BHP uhol ∠BHP = 60◦.

Všimnime si, že úsečka BH je priemetom naklonenej priamky HP a BH ⊥ AD, takže podl’a vety
o troch kolmiciach HP ⊥ AD. To znamená, že rovina, ktorá prechádza priamkami AD a HP zviera
s rovinou základne uhol 60◦. Zostroj́ıme rez hranola touto rovinou.

Ked’že rezová rovina muśı pret́ınat’ dve rovnobežné roviny v dvoch rovnobežných priamkach, tak
hl’adaná rovina pretne hornú základňu hranola v úsečke ML ∥ AD ∥ A′D′.

Z rovnobežnosti protil’ahlých strán štvoruholńıka A′D′LM vyplýva, že sa jedná o rovnobežńık aML =
A′D′ = 2. A z rovnobežnosti a rovnosti úsečiek ML a AD vyplýva, že hl’adaný rez ADLM bude rov-
nobežńık tiež.

Na to, aby sme zistili jeho obsah, potrebujeme vypoč́ıtat’ vel’kost’ výšky KH, kde K je priesečńık
úsečiek ML a HP . Spust́ıme z bodu K kolmicu na úsečku BH a všimnime si bod K ′, ktorý je pätou
tejto kolmice. Z pravouhlého trojuholńıka K ′KH dostaneme

K ′K

KH
= sin 60◦ ⇐⇒ 1

KH
=

√
3

2
⇐⇒ KH =

2√
3

Na záver hl’adaný obsah je rovný

SADLM = AD ·KH = 2 · 2√
3
=

4√
3
.
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Odpoved’.
4√
3
.

Úlohy

1. V kvádri má telesová uhlopriečka vel’kost’ d a s bočnými stenami zviera uhly β a γ. Vypoč́ıtajte
jeho objem.

2. Objem pravidelného trojbokého hranola je rovný V . Uhol medzi uhlopriečkami dvoch bočných stien
je rovný α. Zistite stranu základne hranola.

3. Je daný kváder ABCDA′B′C ′D′, v ktorom AD = 6, AB = 3 a AA′ = 2. Zistite uhol medzi
priamkou AC ′ a priamkou, ktorá prechádza stredmi hrán AA′ a B′C ′.

4. Je daná kocka ABCDA′B′C ′D′ a v nej telesová uhlopriečka z bodu B′. Zistite pomer obsahu rezu
tejto kocky rovinou kolmou na zvolenú uhlopriečku a prechádzajúcou cez jej stred a povrchu kocky.

5. Základňou ihlanu je trojuholńık so stranami 7, 8 a 9. Bočné hrany zvierajú so základňou uhol 60◦.
Zistite výšku ihlanu.

6. Je daný pravidelný štvorboký ihlan SABCD s vrcholom S. Bodmi A, B a stredom úsečky SC vedie
rovina. V akom pomere deĺı táto rovina objem ihlanu?

7. V pravidelnom trojbokom ihlane SABC s vrcholom S je zostrojená výška SD. Na úsečke SD je
zvolený bod K tak, že SK : KD = 1 : 2. Vieme, že dihedrálne uhly medzi základňou a bočnými
stenami sú rovné π

6 a vzdialenost’ bodu K od bočnej hrany je 4√
13
. Zistite objem ihlanu.

8. Základňou ihlanu SABC je rovnostranný trojuholńık ABC, ktorý má vel’kost’ strany rovnú 4
√
2.

Bočná hrana SC je kolmé na rovinu základne a má vel’kost’ 2. Zistite vel’kost’ uhla a vzdialenost’

medzi mimobežkami, z ktorých jedna prechádza cez bod S a stred hrany BC a druhá prechádza
cez bod C a stred hrany AB.

6.3 Rotačné telesá

Teória

V tejto časti sú zahrnuté úlohy na výpočet prvkov valca, kužel’a, gule a úlohy, ktoré sa týkajú vṕısaných
a oṕısaných valcov, kužel’ov a gúl’. Uved’me základné defińıcie a vety.

1 Základné defińıcie týkajúce sa valca

Valec (presneǰsie kolmý rotačný valec) je teleso, ktoré do-
staneme rotáciou pravouholńıka okolo jednej z jeho strán.

Povrch valca sa skladá zo základńı valca – dvoch zhodných
kruhov ležiacich v rovnobežných rovinách a plášt’a.

Úsečka s jedným koncom na kružnici jednej zo základńı
a s druhým koncom na kružnici druhej zo základńı, kolmá na
roviny základńı, sa nazýva strana valca.

Výška valca je vzdialenost’ medzi rovinami základńı.
Os valca je priamka prechádzajúca stredmi základńı. Rez

valca rovinou, ktorá prechádza cez os, sa nazýva osový rez.
Rovina prechádzajúca hranou valca a kolmá na osový rez,

ktorý prechádza touto hranou sa nazýva dotyková rovina valca.
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Valec sa nazýva vṕısaný do hranola, ak sú jeho základne vṕısané do základńı hranola a bočné steny
hranola sa dotýkajú plášt’a valca. V tomto pŕıpade sa hranol nazýva oṕısaný okolo valca (obrázok vl’avo).

Valec sa nazýva oṕısaný okolo hranola, ak sú jeho základne oṕısané okolo základńı hranola a bočné
hrany hranola sú jeho stranami. V tomto pŕıpade sa hranol nazýva vṕısaný do valca (obrázok vpravo).

2 Základné tvrdenia týkajúce sa valca

Obsah plášt’a valca: Spl = 2πrh.

Objem valca: V = πr2h.

Kde r je polomer základne valca a h je výška valca.

Pripomeňme tiež, že

� rez valca rovinou rovnobežnou s osou valca je pravouholńık;

� rovina kolmá na os valca pret́ına jeho plášt’ v kružnici zhodnej s kružnicou podstavy.

3 Základné defińıcie týkajúce sa kužel’a

Kužel’ (presneǰsie kolmý rotačný kužel’) je teleso, ktoré dostaneme rotáciou pravouhlého trojuholńıka
okolo jednej z jeho odvesien.

Povrch kužel’a sa skladá zo základne kužel’a (kruhu) a plášt’a (kruhového výseku).

Úsečka, ktorej jeden koniec je vrchol kužel’a a druhý koniec lež́ı na kružnici základne sa nazýva rameno
kužel’a.

Výška kužel’a sa nazýva kolmica spustená z vrcholu kužel’a
na rovinu základne. Päta výšky kolmého rotačného kužel’a je
totožná so stredom základne.

Os kužel’a sa nazýva priamka, ktorá prechádza cez vrchol
kužel’a a stred základne. Rez kužel’a rovinou, ktorá prechádza
cez os, sa nazýva osový rez.

Rovina prechádzajúca hranou kužel’a a kolmá na osový
rez, ktorý prechádza touto hranou sa nazýva dotyková rovina
kužel’a.

Kužel’ sa nazýva vṕısaný do ihlanu, ak je jeho základňa
vṕısaná do základne ihlanu a bočné steny ihlanu sa dotýkajú jeho plášt’a. V tomto pŕıpade sa ihlan nazýva
oṕısaný okolo ihlanu (obrázok vl’avo).
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Kužel’ sa nazýva oṕısaný okolo ihlanu, ak je jeho základňa oṕısaná okolo základne ihlanu a bočné
hrany ihlanu sú jeho stranami. V tomto pŕıpade sa ihlan nazýva vṕısaný do kužel’a (obrázok vpravo).

Rovina kolmá na os kužel’a od neho odt́ına menš́ı kužel’. Zvyšná čast’ sa nazýva zrezaný kužel’.

4 Základné tvrdenia týkajúce sa kužel’a

Obsah plášt’a: Spl = πrs.

Objem kužel’a: V = 1
3πr

2v.

kde r je polomer základne, l je vel’kost’ hrany a v je výška kužel’a.

Pripomeňme tiež, že

� rez kužel’a rovinou, ktorá obsahuje os kužel’a, je rovnoramenný trojuholńık;

� rovina kolmá na os kužel’a pret́ına jeho plášt’ v kružnici.

5 Základné defińıcie týkajúce sa gule

Gul’a sa nazýva teleso pozostávajúce zo všetkých bodov
priestoru, ktoré sa nachádzajú od daného bodu (stred gule) vo
vzdialenosti menšej alebo rovnej, než zadaná (polomer gule).

Poznámka. Gul’a je rovnako, ako valec a kužel’ rotačné teleso.
Dostaneme ho pri rotácii polkruhu okolo jeho priemeru.

Hranica gule sa nazýva gul’ová plocha alebo sféra.
Rovina, ktorá prechádza cez bod ležiaci na sfére a je kolmá

na polomer vedený z tohto bodu, sa nazýva dotyková rovina.
Priamka, ktorá prechádza cez bod sféry kolmo na polo-

mer vedený z tohto bodu, sa nazýva dotyková priamka alebo
jednoducho dotyčnica.

Mnohosten sa nazýva vṕısaný do gule, ak jeho vrcholy
ležia na povrchu gule. V tom pŕıpade sa gul’a nazýva oṕısaná
okolo mnohostenu.

Mnohosten sa nazýva oṕısaný okolo gule, ak sa všetky jeho steny dotýkajú gule. V tom pŕıpade sa
gul’a nazýva vṕısaná do mnohostena.

6 Základné tvrdenia týkajúce sa gule

Dotyková rovina má s gul’ou iba jeden spoločný bod – bod dotyku. Cez l’ubovol’ný bod sféry prechádza
nekonečne mnoho dotyčńıc, pričom všetky ležia v dotykovej rovine gule.

L’ubovol’ná diametrálna rovina (rovina obsahujúca priemer) je rovinou súmernosti gule. Stred gule je
jej stredom súmernosti.

Obsah povrchu gule: S = 4πr2, kde r je polomer gule.

Objem gule: V = 4
3πr

3.
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Stredom gule vṕısanej do mnohostenu je priesečńık rov́ın, ktoré delia jeho dihedrálne uhly na polovice.
Ak je mnohosten vṕısaný do gule, tak je možné každej jeho stene oṕısat’ kružnicu. Stred oṕısanej gule

je priesečńık kolmı́c na steny prechádzajúcich stredmi týchto kružńıc.
Každému štvorstenu sa dá oṕısat’ a vṕısat’ gul’a, pričom

V =
1

3
Sr

kde V je objem štvorstena, S je jeho povrch a r je polomer vṕısanej gule.
Každému pravidelnému ihlanu je možné oṕısat’ gul’u, pričom stred oṕısanej gule bude ležat’ na výške

ihlanu.
Každému pravidelnému ihlanu je možné vṕısat’ gul’u, pričom stred oṕısanej gule bude ležat’ na výške

ihlanu a dotykové body s bočnými stenami na zodpovedajúcich apotémach.
Každému pravidelnému hranolu je možné oṕısat’ gul’u, pričom stred oṕısanej gule bude stredom výšky,

ktorá prechádza stredmi základńı hranola.
Rezom gule rovinou je kruh. Jeho stred je pätou kolmice spustenej zo stredu gule na rezovú rovinu.
Dve sféry sa pret́ınajú v kružnici.

7 Časti gule

Gul’ový odsek sa nazýva čast’ gule oddelená od nej rovinou.
Gul’ová vrstva sa nazýva čast’ gule ležiaca medzi dvomi rovnobežnými rovinami, ktoré gul’u pret́ınajú.
Gul’ový výsek sa nazýva teleso, ktoré je ohraničené sférickým povrchom gul’ového odseku a plášt’om

kužel’a, ktorý má rovnakú základňu ako gul’ový odsek a vrchol v strede gule.

Poznámka. Gul’ový výsek sa źıska z gul’ového odseku a kužel’a nasledujúcim spôsobom. Ak je gul’ový odsek
menš́ı, než pologul’a, tak sa k nemu pridá kužel’ so stredom v strede gule a so základňou na základni odseku.
Ak je odsek väčš́ı, než pologul’a, tak sa kužel’ z neho odoberie.

Základné vzt’ahy pre gul’ový odsek:

� obsah bočnej plochy: S = 2πrh;

� objem: V = πh2
(
r − h

3

)
,

kde r je polomer gule a h je výška odseku.
itpartitleZákladné vzt’ahy pre gul’ovú vrstvu:

� obsah bočnej plochy: S = 2πrh;

� objem: V = πh
6

(
3r21 + 3r22 + h2

)
,

kde r je polomer gule, r1 a r2 polomery podstáv a h je výška vrstvy.
itpartitleZákladné vzt’ahy pre gul’ový výsek:
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� obsah bočnej plochy: S = 2πrh;

� objem: V = 2
3πr

2h,

kde r je polomer gule a h je výška odseku.

Ukážky riešených úloh

Úloha 1. Je daný kužel’ s vrcholom M a s polomerom podstavy 6. Na kružnici jeho základne sú zvolené
body A, B, C tak, že uhly BMA, AMC a CMB sú všetky rovné 90◦. Bod F je zvolený na oblúku BC
kružnice základne kužel’a, ktorý neobsahuje bod A tak, že objem ihlanu MABFC je maximálny. Zistite
vzdialenost’ bodu F od roviny MAB.

Riešenie. Majme kužel’ s polomerom základne r = 6, výškou h a ramenom l. Ihlan ABCM je do tohto
kužel’a vṕısaný a preto sú všetky jeho bočné hrany rovné l.

Ako hovoria podmienky úlohy, všetky uhly pri vrchole M sú rovné 90◦, takže bočné steny sú zhodné
rovnoramenné pravouhlé trojuholńıky. Z toho plynie, že hrany zo základne ihlanu ABCM sú navzájom
zhodné a trojuholńık ABC je rovnostranný.

Zist́ıme polohu bodu F na kružnici základne kužel’a z podmienky maximálnosti objemu ihlanuMABFC:

VMABFC =
h

3
· SABFC =

h

3
· 1
2
·BC ·AF · sin∠(BC,AF ) ≤ h

6
·BC · 2r.

A

B

C

O
F

Maximum sa dosahuje v pŕıpade, ked’ je AF priemer a uhol medzi uhlopriečkami štvoruholńıka ABFC
je pravý.

Na to, aby sme našli hl’adanú vzdialenost’ bodu F od roviny MAB, vypoč́ıtame objem štvorstenu
ABFM dvomi spôsobmi. Jednak plat́ı

VABFM =
h

3
· S△ABF =

√
l2 − r2

3
· BF ·AB

2
,
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kde úsečky BF = r, AB =
√
3r (ked’že sú to odvesny pravouhlého trojuholńıka ABF s ostrým uhlom

∠AFB = 60◦ a preponou AF = 2r) a rameno kužel’a l = AB√
2
= r
√

3
2 . Z toho vyplýva

VABFM =

√
3
2r

2 − r2

3
· r ·

√
3r

2
=

r3

2
√
6
= 18

√
6.

Na druhú stranu
VABFM =

x

3
· S△MAB,

kde S△MAB = l2

2 = 3r2

4 = 27 a x je hl’adaná vzdialenost’ bodu F od roviny MAB, z čoho dostaneme

VABFM =
x

3
· 27 = 18

√
6 =⇒ x = 2

√
6.

Odpoved’. 2
√
6.

Úlohy

1. Rovinný rez SAB, ktorý prechádza cez vrchol S kolmého rotačného kužel’a má obsah 60 cm2. Body
A a B, ktoré ležia na kružnici základne kužel’a, ju delia v pomere 1 : 5. Zistite objem kužel’a, ak

uhol ∠SAB je rovný arccos
(

2√
29

)
.

2. Základňa ihlanu je rovnostranný trojuholńık so stranou 6. Jedna z bočných hrán je kolmá na
základňu a má vel’kost’ 4. Zistite polomer gule oṕısanej okolo ihlanu.

3. Uhol v osovom reze rotačného kužel’a je rovný α. Cez jeho vrchol pod uhlom β k osi uhla (β < α
2 )

prechádza rovina. Zistite uhol x medzi dvomi ramenami kužel’a, v ktorých táto rovina pret́ına jeho
povrch.

4. Hrana kocky je rovná a. Zistite objem kolmého rotačného valca vṕısaného do kocky tak, že jeho os
je uhlopriečka l kocky a kružnice podstáv sa dotýkajú tých uhlopriečok stien kocky, ktoré nemajú
spoločný bod s uhlopriečkou l kocky.

5. Je daný pravidelný trojboký ihlan so stranou podstavy rovnou 2
√
7. Stred základne ihlanu je

vrcholom kužel’a, ktorého kružnica základne je vṕısaná do bočnej steny ihlanu. Zistite polomer
základne kužel’a.

6. V trojbokom ihlane sú vel’kosti dvoch nepret́ınajúcich sa hrán rovné 12 a 4 a ostatné hrany majú
vel’kost’ 7. Do ihlanu je vṕısaná gul’a. Zistite vzdialenost’ od stredu gule k hrane vel’kosti 12.

7. Tri rovnobežné priamky sa v bodoch A, B a C dotýkajú sféry s polomerom 4 a stredom v bode O.
Zistite uhol BAC, ak vieme, že obsah trojuholńıka OBC je rovný 4 a obsah trojuholńıka ABC je
väčšia, než 16.

6.4 Kombinácia telies

Úlohy

1. Do gule s polomerom r je vṕısaný kolmý rotačný valec. Zistite najväčšiu možnú plochu plášt’a valca
a pomer jeho výšky k polomeru gule v tomto pŕıpade.

2. Do kolmého rotačného kužel’a je vṕısaná gul’a. Pomer objemu kužel’a a gule je rovný dvom. Zistite
pomer medzi povrchom kužel’a a gule.
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3. Do pravidelného trojbokého ihlanu sú vložené tri gule tak, že prvá gul’a sa dotýka všetkých bočných
stien ihlanu a druhej gule, druhá gul’a sa dotýka všetkých bočných stien ihlanu a tretej gule a tretia
gul’a sa dotýka všetkých bočných stien a podstavy ihlanu a druhej gule. Akú čast’ objemu ihlanu
zaberajú tri gule, ak jeho bočné hrany zvierajú s podstavou uhol α?

4. Sféra s polomerom 2 sa dotýka roviny v bode A. V tej istej rovine lež́ı základňa kužel’a. Priamka,
ktorá prechádza stredom základne kužel’a (bod C) a bodom sféry, ktorý lež́ı na priemere oproti
bodu A, prechádza cez bod M . Bod M je dotykovým bodom gule a kužel’a (ich jediným spoločným
bodom). Zistite výšku kužel’a, ak AC = 1.

5. Základňou pravidelného ihlanu je rovnostranný trojuholńık so stranou a a výška na túto základňu
je rovná h, pričom všetkých šest’ hrán ihlanu sa dotýka nejakej gule. Zistite polomer tejto gule.

6. Vo vnútri pravidelného štvorstenu ABCD sa nachádza kužel’, vrchol ktorého je stred hrany CD.
Základňa kužel’a je vṕısaná do rezu štvorstena rovinou, ktorá prechádza cez stred hrany BC a je
rovnobežná s priamkami CD a AB. Obsah plášt’a kužel’a je 9π

√
3. Zistite vel’kost’ hrany štvorstenu.

7. V trojbokom ihlane ABCD hrana DC = 9, hrana DB = AD a hrana AC je kolmá na stenu ABD.
Sféra s polomerom 2 sa dotýka steny ABC, hrany DC a tiež steny ABD v jej t’ažisku. Zistite objem
ihlanu.

8. Úsečka PN je priemer sféry. Body M a L ležia na sfére tak, že objem ihlanu PNML je maximálny.
Zistite śınus uhla medzi priamkou NT a rovinou PMN , ak je T stred hrany ML.
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