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Cast I

1. ¢ast: Tedria a dlohy






Kapitola 1

Trojuholniky

1.1 Pravouhlé trojuholniky
Teoria

Této cast je venovand vyhradne pravouhlym trojuholnikom. Aby bolo mozné tispesne riesit tlohy,
ktoré sa k tejto téme vzfahuju, je nutné poznat a vediet zdovodnit vietky fakty uvedené d'alej v texte.

1 Vztahy medzi dizkami strén a velkosfami uhlov v pravouhlom trojuholniku

Majme pravouhly trojuholnik ABC, pricom predpokladdme, ze jeho uhol C je pravy (teda jeho
velkost je rovnd m/2) a dlzky tseciek AB, AC a BC (ktoré budu vSade v knihe znacené ako |AB|, |AC|,
|BC|) su po poradi rovné ¢, b a a. Potom

. . N . BC| =
a=b-tgA=b-cotgB=c-sinA=c-cosB A BC| =a

R R R R |AC| =
b=a-tgB=a-cotgA=c-sinB=c-cosA |AB| = ¢

o a a b B b b
sin g Cos B sin E cos 121\

Pozndmka. Je treba vediet, Ze tieto vzfahy v podstate nie si o\
ni¢ iné, nez prepisané tvrdenia vyplyvajice z definicii trigo-
nometrickych funkcii velkost{ ostrych uhlov, menovite:

Sinus velkosti ostrého uhla pravouhlého trojuholnika je rovny pomeru diiky odvesny protilahlej
k tomuto uhlu a dfiky prepony.

Kosinus velkosti ostrého uhla pravouhlého trojuholnika je rovny pomeru dizky odvesny prilahlej
k tomuto uhlu a diiky prepony.

Tangens velkosti ostrého uhla pravouhlého trojuholnika je rovny pomeru dIZky odvesny protilahlej
k tomuto uhlu a diiky odvesny prilahlej k tomuto uhlu.

Kotangens velkosti ostrého uhla pravouhlého trojuholnika je rovny pomeru dizky odvesny prilahlej
k tomuto uhlu a diiky odvesny protilahlej k tomuto uhlu.

B

2 Vztahy medzi dizkami strdn a velkostami uhlov v rovnoramennom trojuholniku

Ked vyuzijeme vyssie uvedené fakty, ziskame ako ich priamy dosledok dolezité vztahy medzi dizkami
stran, dizkou vysky na zdkladiiu a velkostami uhlov v rovnoramennom trojuholniku. Prax ukazuje, Ze
pri rieseni loh velmi ¢asto vznikaji rozne situdcie, v ktorych sa vyskytuji rovnoramenné trojuholniky
a v dosledku toho je potrebné pouzit nizsie uvedené vztahy. Majme rovnoramenny trojuholnik ABC,
v ktorom |AB| = |BC| a BH je vyska na zakladiu AC. Potom platia nasledujtce tvrdenia:
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L. Di%ka ramena rovnoramenného trojuholnika je rovnd B
podielu dizky jeho zdkladne a dvojndsobku kosinusu velkosti
uhla pri zdkladni tohto trojuholnika:

|AB| = |BC| = Lﬂ\, |AC| =2 |AB| - cos BAC
2cos BAC

II. Dlzka vysky rovnoramenného trojuholnika wvedenej
na jeho zdkladrniu je rovnd podielu dl/zvky tejto zdkladne
a dvojndsobku kotangensu velkosti uhla pri zdkladni tohto tro-
juholnika:

A +H H +H C’

AC —
2cotg BAC
Dokaz tychto faktov nie je fazky: je zrejmé, Ze pravouhlé trojuholniky ABH a C'BH maji zhodni
preponu a odvesnu. Z tejto rovnosti vyplyva, ze |[AH| = |HC/|. Na druht stranu z pravouhlého trojuholnika

ABH vyplyva, ze |AH| = |AB| - cos BAC a |AH| = |BH| -cotg@. Preto

AC| =2 |AH| =2 |AB|-cos BAC <= |AB|=|BC|= A<
2cos BAC
BAC [AC
|AC| =2 |AH| =2 |BH|-cotg BAC <= |BH|=————
2cotg BAC

Tvrdenie je dokazané.

3 Vztah pre obsah pravouhlého trojuholnika

Obsah pravouhlého trojuholnika sa dd vypoé&itat ako polovica sucinu dlzok jeho odvesien. (S = %b)

Dokaz tohto faktu je prakticky ocividny — je zrejmé, ze ak do obdfznika ktorého dfzky stran si rovné
a a b priddme uhlopriecku, bude rozdeleny na dva zhodné pravouhlé trojuholniky, ktoré maji dlzky
odvesien rovné a a b. Ostdva len pripomentt, Ze obsah obdlznika j je rovny stcinu dizok jeho susednych
stran, ¢ize ab.

4 Kruznica opisana pravouhlému trojuholniku

Stred kruznice opisanej pravouhlému trojuholniku sa nachddza v strede jeho prepony; dizka polomeru
tejto kruznice je rovnd polovici dl/zvky prepony. (R = %)

Na dokaz tohto tvrdenia pouzijeme fakt, ze stred kruznice
opisanej fTubovolnému trojuholniku lezi na prieseéniku osi
jeho stran. Majme pravouhly trojuholnik ABC' (kde uhol C
je pravy), stred jeho strany BC ozna¢ime K a cez bod K
urobime priamku m kolmu na BC' (tato priamka bude osou
tisecky BC) a prieseénik priamky m s priamkou AB oznaéime A
0.

Ked si vs§imneme trojuholniky ABC a OBK, dostaneme
cos B = |BK]| : |OB| = |BC| : |AB| z ¢oho plynie |OB] :
|AB| = |BK| : |BC|. Ale kedze plati |BK| : |[BC| =1 : 2,
bod O je stredom tsecky AB. Nakoniec, vd'aka tomu, Ze os
usecky AB tieZ prechddza bodom O, musi byt bod O prieseénikom osf stran trojuholnika ABC' a preto je
stredom kruZnice opisanej trojuholniku ABC. Velkost polomeru tejto kruZnice je o¢ividne rovna velkosti
usecky OA, ¢ize polovici velkosti prepony AB.

Pozndmka. Plati aj opa¢né tvrdenie: Ak sa v niektorom trojuholniku nachadza stred jemu opisanej
kruznice v strede niektorej jeho strany (¢o je ekvivalentné tomu, ze velkost polomeru tejto kruznice je
rovné polovici velkosti niektorej jeho strany), tak je tento trojuholnik pravouhly.
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5 Pytagorova veta

V pravouhlom trojuholniku je sucet druhgch mocnin dlzok odvesien rovny druhej mocnine dl/zvky prepony
(a2 + b2 = 02).

Podame dokaz tohto faktu. Majme $tyri navzdjom zhodné
pravouhlé trojuholniky ABP, BCQ, CDR a DAS a budeme p B Q
predpokladat, Ze " ’ |

\
AB| = |BC| = |CD| = |DA| = c.
[AP| = |BQ| = |CR| = |DS| = a,
BP| = |CQ| = |DR| = |AS| = b.

Rozlozime ich tak, ako je ukdzané na obrazku. Pozname-
najme, ze |PQ| = |QR| = |RS| = |SP| = a + b a uhly
P, Q, R a S st pravé a preto je PQR.S stvorec. Okrem toho
z vety o sticte velkosti uhlov v trojuholniku vyplyva, ze stcet
velkosti ostrych uhlov pravouhlého trojuholnika je rovny /2. J RN " 4
Ale potom st velkosti uhlov ABC, BCD, CDA a DAB tiez S o R
rovné /2. Vyplyva to z toho, ze napriklad ABC + ABP + CBQ = m a ABP + CBQ = 7/2. Ked
vyuZijeme tento fakt a rovnost useciek AB, BC, CD a DA, dostaneme, 7e aj ABCD je §tvorec.
Nakoniec, je zrejmé, ze obsah stvorca PQRS je rovny stctu obsahu stvorca ABCD a §tvorndsobku
obsahu trojuholnika ABP. Ked pouZijeme vzorce na obsah §tvorca a pravouhlého trojuholnika, dostdvame
b 2

(a+b)2:c2—|—4-% — a?+2b+bV = +2ab — a®+b: =72

Pozndmka. Plati aj opacéna veta: ak je v niektorom trojuholniku stéet druhych mocnin dizok jeho dvoch
stran rovny druhej mocnine dlzky jeho tretej strany, tak je pravouhly.

6 Kruznica vpisana do pravouhlého trojuholnika

Velkost polomeru kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku je rovnd polovici rozdielu suctu dizok
jeho odvesien a dl/zvk:y jeho prepony. (7“ = %H)

Dokaz tohto faktu je o nieco zlozitejsi, nez predchadzajice dokazy. Majme pravouhly trojuholnik
ABC' (uhol C je pravy), oznaéime stred jemu vpisanej kruznice O, jej dotykové body so stranami AB,
BC a AC po poradi K, M a L a velkost jej polomeru 7.

Je zrejmé, ze OK 1 AB, OM 1 BC a OL 1 AC.

Z toho vyplyva, ze OLCM je stvorec (Stvoruholnik OLCM B

ma tri pravé uhly, takze je to pravouholnik a dfzky su- I
sednych strén OL a OM si rovnaké, takze je to Stvorec),
teda |CM| = |CL| = |OL| = r. Tiez si vSimneme, ze dvoj-
ice pravouhlych trojuholnikov AOL a AOK, BOM a BOK
su navzajom zhodné (maju rovnakd preponu a odvesnu), M I -~

z ¢oho vyplyva, ze |AL| = |AK]|, |[BM| = |BK]|. Nakoniec *

si vSimnime postupnost rovnosti C = L ’ A

|AB| = |AK|+ |BK| = |AL| + |BM| =
= (|AC| = |CL|) + (|BC| — |CM]) = |AC| + |BC| — 2r,
z ¢oho vyplyva hladany vztah.

Pozndmka. Opit plati aj obratené tvrdenie: ak sa velkost polomeru kruZnice vpisanej niektorému troju-
holniku d4 vypocitat ako polovica rozdielu siétu dvoch jeho strdn a tretej strany, tak je ten trojuholnik
pravouhly.
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7 Taznice pravouhlého trojuholnika

Di%ka faznice vedenej na preponu pravouhlého trojuholnika je rovnd polovici dl/zvky prepony, dizka
faznice vedenej na odvesnu je rovnd odmocnine zo sictu sturtiny druhej mocniny dlzky tejto odvesny
a druhej mocniny dizky druhej odvesny:

c / a? / b2
tczia ta: b2+z, tb: a2+Z‘

Dokaz tohto faktu je trividlny. Majme pravouhly troju-
holnik ABC' (uhol C je pravy), jeho taznice oznaéime AA;, A
BB; a CC;. Ked'ze bod C je stred prepony, je sti¢asne aj
stredom kruznice opisanej trojuholniku ABC a preto

|AB| B,

[ACY| = |BCY| = |CCy| = S5

Na to, aby sme nasli dizky taznic AA; a BBy, staéi len pouzif

Pytagorovu vetu na trojuholniky AA;C a BB;C. C
Désledok. Stucet druhych mocnin dizok taznic pra-

vouhlého trojuholnika vedenych na odvesny je pitkrat vacsi,

nez druhd mocnina dfzky jeho faznice vedenej na preponu (5t2 = 2 + tg).

&

Pozndmka. Opif plati aj obratené tvrdenie: Ak je v nejakom trojuholniku dizka faznice na niektort
z jeho stran rovna polovici dlzky tejto strany alebo plati rovnost 5t2 = ¢2 + tg, tak je tento trojuholnik
pravouhly.

8 Vysky pravouhlého trojuholnika

l. Velkost vyjsky pravouhlého trojuholnika vedenej na preponu je rovnd podielu sucinu dizok odvesien
a dizky prepony (vc = %b)

II. Druhd mocnina vysky pravouhlého trojuholnika vedenej na preponu je rovnd sucinu dizok useciek,
na ktoré deli preponu pita tejto visky (vV2 = cq - cp).

Dokézat tieto tvrdenia nie je fazké. Majme pravouhly
trojuholnik ABC' (uhol C je pravy), zostrojime vysku CH C
a pomocou vztahov medzi dizkami stran a velkostami uhlov

v pravouhlom trojuholniku vyjadrime dvomi sposobmi sinus

uhla A (budeme si v&fmat trojuholniky ABC a ACH): Ve
sinle\:’flg:, SingzﬁgJ A Cp H e B
Eg; = ’\%IJ CH| = ‘Aﬂ‘;o‘
Na druhej strane, z trojuholnikov ACH a BCH dostaneme
tgﬁ::jg;, tgéz:gg: - tgg‘tgézmlﬁﬁ’gm

z ¢oho s pouzitim toho, Ze tg A - tg B = % : % = 1 dostaneme hladany vztah |CH|? = |AH| - |BH)|.

Pozndmka 1. Platia aj obratené tvrdenia:

I. Ak je v niektorom trojuholniku dlzka vysky na niektord jeho stranu rovna podielu su¢inu dlzok
ostatnych dvoch jeho stran a dlzky strany, na ktort sme vysku zostrojili, tak je tento trojuholnik pra-
vouhly.
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II. Ak je v niektorom trojuholniku druhd mocnina dizky vysky na niektoru jeho stranu rovnd sucinu
dlzok useciek, na ktoré jej péta tu stranu deli, tak je tento trojuholnik pravouhly.

Pozndmka 2. Je zrejmé, ze vyska pravouhlého trojuholnika zostrojenad na jednu jeho odvesnu je totozna
s jeho druhou odvesnou. Teda v, = b, vp = a.

Pripomenime, ze vSetky uvedené obratené tvrdenia boli predstavené bez dokazov. Je to kvoli tomu,
7e na ich dokazy je potrebné uviest niektoré fakty, ktoré sa tykaji fubovolnych trojuholnikov a ktoré sa
priamo netykaji témy tejto ¢asti alebo riesenia niektorych trigonometrickych rovnic. Napriek tomu ich
skiste dokazat.

Nakoniec uvedieme niektoré fakty, ktoré sa tykaji Iubovolnych trojuholnikov a ktoré je tiez potrebné
poznat a vediet vyuzivat pri rieSeni tloh, v ktorych sa vyskytuju pravouhlé trojuholniky.

V nizsie uvedenych vztahoch st a, b, ¢ dlzky stran Iubovolného trojuholnika, A B C velkosti zod-
povedajticich protilahlych uhlov trojuholnika, vs, vy, v st dlzky vysok zostrojenych postupne na strany
s dlzkami a, b a ¢, s polovica obvodu trojuholnika, r velkost polomeru kruZnice do trojuholnika vpisanej,
R velkost polomeru kruZnice trojuholniku opisane;.

Sinusova veta:
a b c
sinA sinB sinC

Kosinusova veta:

=2R.

a> =0+ — 2bccosg, ¥V =a>+c— 2accos§, =a2+b?—2abcosC.

Rozne vztahy pre obsah I'ubovolného trojuholnika:

1 1 1 .
S:i-a‘b-sinC:i-a-c‘sinBzi-b-c-sinA,

1 1 1
S=--a-vg==-b-voy==-c-v, S=+/5(s—a)(s—b)(s—c),
2 2 2
S=s-r S:%’ S=2R?.sinA-sinB-sinC.

Vety o tazniciach a vyskach trojuholnika:

Taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode a st tym bodom rozdelené na tsecky, ktorych diiky su
v pomere 2 : 1 v poradi od vrchola.

Priamky obsahujtce vysky trojuholnika sa pretinaji v jednom bode. Ak je trojuholnik ostrouhly, lezi
tento bod vo vnutri trojuholnika. Ak je tupouhly, lezi ten bod mimo neho.

Vety o opisanej a vpisanej kruznici:

Kazdému trojuholniku je mozné opisat kruznicu a vzdy prave jednu. Stred tejto kruznice lezi na prieseéniku
osi stran trojuholnika. Pricom tento stred lezi vo vnuitri trojuholnika, ak je ostrouhly, mimo trojuholnika,
ak je tupouhly a v strede prepony, ak je pravouhly.

Do kazdého trojuholnika je mozné vpisat kruznicu a vidy prave jednu. Stred tejto kruznice lezi na
priesecniku vSetkych troch vnitornych uhlov trojuholnika, pricom je vzdy vo vnutri trojuholnika.

Ukadzky rieSenych uloh

Uloha 1. V trojuholniku ABC' st z vrchola B na stranu AC' zostrojené tazn tazmca BM a vyska BV. Vieme,
7e |AB| = \/5, |BM| = 2v/2, |BV| = 2. Zistite velkost strany BC, ak ABC + ACB < /2.
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Riesenie. Pri rieSeni tejto ulohy najprv vyjasnime, kde sa p
nachédza péta vysky BV . Kvoli tomu zvazime vztah velkost{
uhlov, ktory nam bol zadany a vyuZzijeme vetu o velkosti
uhlov trojuholnika:

I@+A/(J§<g,

W:w—<@+@) =
— T T \%

Preto je uhol BAC tupy. Z toho vyplyva, ze bod V lezi na
predlzeni strany AC za bod A a preto |AV| + |[AM| = |[VM]|. Ked na trojuholniky BAV a BMV
uplatnime Pytagorovu vetu, dostaneme
[BV]> + |[AV] = [BA]? = 22+ |AV|? =(V5)? = |AV|=1,
|IBV]? + |MV|? = |BM]? = 22+ |MV]?=(2V2)? = |MV|=2.
Odtial vyplyva, ze |[AM| = |[MV| — |AV| = 1. Dalej M je stred AC ¢o znamend |AC| = 2 - |[AM| = 2
a |CV|=|AV|+ |AC| = 3.
Nakoniec zapiseme Pytagorovu vetu pre trojuholnik BV C"

BV + |[VC]* = |BC|> = |BC]*=2"+3" =13,

C

Odpoved’. |BC| = \/13.

Uloha 2. Zvonku pravouhlého trojuholnika ABC' st na jeho odvesndch AB a BC' zostrojené stvorce
ACDE a BCFG. Predlzenie faznice CM trojuholnika ABC pretne priamku DF v bode N. Zistite
dlzku dsecky C'N ak viete, ze |AC| =1, |BC| = 4.

Riesenie. CM je taZnica trojuholnika ABC zostrojend na
jeho preponu, ¢o znamend, ze |AM| = |[BM| = |CM| a ze E A
trojuholniky ACM a BCM s rovnoramenné. Vdaka tomu
a tomu, ze uhly FCN a MC A sa vrcholové, dostaneme

ﬁ:@:@:g—@.

A 7 rovnosti pravouhlych trojuholnikov FC'D a BC' A (kvoli
dvom odvesnam) vyplyva rovnost uhlov CFN a MBC.
7 toho vyplyva, ze

FCN + CFN = g — CNF = g
Takze CN je vyska trojuholnika FCD. Jej dlzku mozno

jednoducho vypocitat pomocou vzfahu na vypocet velkosti F G
vysky pravouhlého trojuholnika zostrojenej na preponu:

CD|-|CF| 4
DF| = +/|CF]2+|CDJ2 = V1T; oN| = | =
IDF| = VICFP+]CD)] ON| = = = T

4
Odpoved. ——.

povet- e
Uloha 3. V pravouhlom trojuholniku ABC je BE os pravého uhla B rozdelend stredom vpisanej kruznice
O v pomere V3:v2v poradi od vrchola B. Zistite velkosti ostrych uhlov trojuholnika ABC.

Riesenie. Zostrojme zo stredu vpisanej kruznice O polomery OH, OK a OL k bodom, v ktorych sa
dotyka prepony a odvesien a ozna¢me |OH| = |OK|= |OL|=r.
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Ked'ze st uhly OK B, OLB a ABC pravé a |OK| = |OL|, A
je OK BL tvorec. Preto |[BO| = ry/2. Teraz vyjadrime dizku
tsecky OF. Ked'ze BE je os uhla ABC, velkost uhla ABE je
rovnd m/4. Ozna¢me velkost uhla A o. Ked'ze sucet velkosti
uhlov v trojuholniku ABE je rovny m, velkost uhla AEB
bude rovnd 37 /4 — o. Vzhladom na to z pravouhlého troju-
holnika OH E dostaneme

OH| r
sinO/_ETJ sin (%Tﬂ - Oé)

|OE| =

Ked dédme nami vypocitané diiky useciek BO a OF do pomeru zo zadania tlohy a vyuzijeme fakt, ze
uhol A je ostry, ¢ize 0 < a < m/2 a veli¢ina 37 /4—« moze nadobudat iba hodnoty z intervalu (7 /4, 37 /4),
dostaneme

=T b7

V2o V3 (3 _ V3 i YTy ‘T
- = sin —« = — =4

—r V2 4 2 3 2 o

sm(‘;—fa) —_——_— = — o= —.

! 4 3 12

Pre velkost uhla o sme dostali dve moznosti, ktorych sicet je m/2. Toto st velkosti ostrych uhlov troju-
holnika, pretoZe ak vyberieme ako hodnotu « niektory z dosiahnutych vysledkov, velkost druhého ostrého
uhla bude rovna druhému z tychto vysledkov.

om T
dpoved. — a —.
Odpove 5 %19
Uloha 4. Z bodu N st zostro jené dve priamky, ktoré sa dotykaji kruznice so stredom O. Na jednej z tychto
priamok je dany bod A a na druhej dany bod B tak, ze |OA| = |OB|, |OA| > |ON| a [NA| # |[NB]|. Je
zname, ze [NA| = a, INB| = b, |OA| = c. Zistite dlzku tsecky ON.

Riesenie. Oznacime body dotyku priamok a kruznice zo zadania tlohy pismenami K a L, bez ujmy na
vieobecnosti budeme predpokladat, Ze bod A lef na priamke NK a bod B lezi na priamke NL.
Vsimneme si, ze ANOK = ANOL a AAOK = ABOL (kvoli prepone a odvesne), z ¢oho dostaneme,
ze INK| = |NL| a |AK| = |BL|. Tiez si vSimneme, Ze z nerovnosti zo zadania tlohy |[OA| > |ON],
|OB| > |ON| a z Pytagorovej vety vyplyva, ze |AK| > |KN| a |BL| > |LN|. Vdaka tomu mozeme
spravit zdver o polohe bodov A a B. Ak predpokladdme, Ze bod A leZ{ na polpriamke NK abod B na
polpriamke JVZ, tak nevyhnutne dostaneme, ze bod K lezi na tisecke NA a bod L na usecke N B, Cize

INA| = [INK|+|AK|; [NB| = |NL|+|BL| = |NA|=|NB|.

To odporuje podmienke zo zadania. Analogicky sa dokaze, ze
nie_je | mozny pripad, ze bod A lezi na polpriaﬂke opacnej
k NK a bod B na polpriamke opa¢nej k NL. Budeme
predpokladat, Ze A_l)ezf na polpriamke NK a B na pol-
priamke opacnej k NL. Vtedy |[NA| = |[NK|+|AK|, INB| =
|BL| — |INL| a vdaka tomu, ze [INK| = |[NL|, |AK| = |BL|

dostdvame:

INA| + |NB| = |AK| + |BL| =

a+b a—>b
— |AK|=|BL| = 5 ;|[NK|=|NL| = 5
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Teraz zapiseme Pytagorovu vetu pre trojuholniky AOK a NOK:

— |OA]? — |AK|> = |ON|? = INK|*? =

OK|* = |0A — |AK?;
|OK|* = |ONJ* - INK|?

a—b\? [a+b\?
— |0N|2:|0A|2+|NK|2—AK|2=c2+< 5 > —( 5 ) =% — ab.

Pripad, v ktorom A lezi na polpriamke opacnej k NK a B na polpriamke NL vyrieSime analogicky.

Odpoved. |ON| = v/c? — ab.

Ulohy

1. V trojuholniku ABC je uhol BAC pravy, |AB| =1, |BC| = 3. Bod K deli stranu AC' v pomere
7 : 1 v poradi od bodu A. Co je vicsie: |AC| alebo |BK|?

2. V pravouhlom trojuholniku ABC lezia body D a E v poradi na odvesndch BC a AC tak, ze
|CD| = |CE| = 1. Bod O je priese¢nik tseciek AD a BE. Obsah trojuholnika BOD je vicsi, ako
obsah trojuholnika AOFE o 0,5. Vieme, ze |AD| = +/10. Zistite velkost prepony AB.

3. V rovnoramennom trojuholniku st diiky vySok na zakladnu a na rameno rovné m resp. n. Zistite
dlzky stréan tohto trojuholnika.

4. V pravouhlom trojuholniku je dizka prepony rovné ¢ a velkost jedného z jeho ostrych uhlov je .
Zistite dlzku osi pravého uhla tohto trojuholnika.

5. V trojuholniku ABC je uhol A pravy, |[AB| =1, |BC| = 2. Os uhla ABC pretina stranu AC' v bode
L. T je priese¢nik taznic trojuholnika ABC. Co je vicsie: |BL| alebo |BT|?

6. V trojuholniku ABC |AB| = ¢, |[BC| = a a faznice AD a CD st na seba kolmé. Zistite dizku
strany AC.

7. V trojuholniku ABC je uhol A pravy a velkost uhla B je w/6. Do trojuholnika je vpisand kruznica,
velkost jej polomeru je v/3. Zistite vzdialenost medzi vrcholom C' a bodom dotyku tejto kruznice
s odvesnou AB.

8. V trojuholniku ABC je velkost uhla BAC rovna /3, dizka vySky z vrchola C na stranu AB je
rovnéa v/3 a velkost polomeru kruZnice opisanej trojuholniku ABC' je rovnd 5. Zistite dlzky strdn
trojuholnika ABC.

9. V pravouhlom trojuholniku je pomer velkosti polomeru vpisanej kruznice k velkosti polomeru
opisanej kruznice rovny 2/5. Zistite velkosti ostrych uhlov trojuholnika.

10. V trojuholniku ABC je uhol B tupy, prediienia vysok AM a C'N sa pretinaju v bode O, BAC = Q,
BCA = ~, |AC| = b. Zistite vzdialenost bodu O od priamky AC.

11. V trojuholniku je velkost jedného z uhlov rovnd rozdielu velkosti ostatnych dvoch jeho uhlov,
dlzka najmensej strany je rovna 1 a sucet obsahov Stvorcov zostrojenych nad jeho ostatnymi dvomi

.....

trojuholnika.

12. V pravouhlom trojuholniku K LM je zostrojena tsecka M D, ktora spédja vrchol pravého uhla KM L
s bodom D, ktory lezi na prepone KL tak ze |DL| = 1, |DM| = /2, |DK| = 2. Zistite velkost uhla
KMD.
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V trojuholniku ABC je uhol C pravy a odvesna BC je rozdelend bodmi D a E na tri rovnaké casti.
Zistite stucet velkost{ uhlov AEC, ADC a ABC ak viete, ze |BC| = 3| AC.

V pravouhlom trojuholniku ABC je vzdialenost stredu prepony AB od odvesny AC rovné 5 a vzdia-
lenost stredu tejto odvesny od prepony rovna 4. Zistite obsah trojuholnika ABC'.

Do pravouhlého trojuholnika ABC' je vpisand kruznica, ktord sa dotyka stran trojuholnika v bodoch
P, Q a R. Zistite obsah trojuholnika PQR, ak su dlzky odvesien trojuholnika ABC rovné 3 a 4.

V trojuholniku ABC' je uhol C pravy a CD je vyska. Zistite velkost polomeru kruznice vpisanej
do trojuholnika ABC, ak st velkosti polomerov kruZznic opisanych trojuholnikom ACD a BCD
postupne rovné 6 a 8.

Vzdialenosti vrcholov A a B pravouhlého trojuholnika ABC' od stredu kruznice do trojuholnika
vpisaného si postupne v/5 a v/10. Zistite dlzky odvesien trojuholnika ABC.

V trojuholniku ABC sa bod M nachddza na strane AC tak, ze |[AM| : |AC| = 1 : 3v/3. Velkost
uhla ABM je rovnd 7/6, —BM-—=6, uhol B je pravy. Zistite velkost uhla BAC.

Je dany trojuholnik KLM. Cez body K a L prechadza kruznica, ktorej stred lezi na vyske LF
zostrojenej na stranu K M. Vieme, ze bod F' lezi na strane K M. Zistite obsah kruhu ohrani¢eného
touto kruznicou, ak |[KL| =1, |KM| = /3/2, |FM| = /3/6.

V pravouholniku ABCD st dfiky useciek AB a BD rovné postupne 3 a 6. Na predfiem’ osi uhla
BL trojuholnika ABD za bod L je dany bod N taky, ze |BL| : |LN| je rovné 10 : 3. Co je viicsie:
Dlzka tsecky BN alebo dlzka tsecky C'L?

V pravouhlom trojuholniku ABC je uhol B pravy, AM je faznica a BH vyska. Zistite velkost uhla
BAM ak viete, ze velkost uhla priamok AM a BH je rovna ¢. Pre aké ¢ m4 1loha rieSenie?

V trojuholniku ABC je uhol C pravy, pomer medzi taznicon CM a dizkou osi uhla CL je rovny
V6 : 1, dlzka vysky CH je rovné 2. Zistite obsah trojuholnika ABC.

V pravouhlom trojuholniku ABC spaja tsecka ED stredy stran AB a BC. Bod F lezi na strane
BC', tsecky AF a ED sa pretinaju v bode M. Viete, ze pomer obsahu §tvoruholnika AM DC

a trojuholnika ABC' je rovny 7/10 a dizky odvesien BC' a AC' st postupne rovné a a b. Zistite
dlzku tsecky AM.

V trojuholniku ABC je zostrojena vyska BH a taznica BM. Zistite |BM|, ak viete, ze |BH| = h,
ABH =CBM, HBM =2-CBM.

Do trojuholnika ABC je vpisané kruznica, velkost polomeru ktorej je rovna 2; D je bod dotyku
tejto kruznice so stranou AC, |AD| = 2, |DC| = 4. Zistite velkost osi uhla trojuholnika ABC
vedenej z vrchola B.

V pravouhlom trojuholniku ABC je uhol B pravy a AL je os uhla. Viete, ze |[AC| = 5, |AL| = 5//3.
Zistite |LC.

Trojuholniky ABC a ABD maji spoloéni stranu AB a nemaji spoloéné vnutorné body, uhly BAC
a ADB si pravé. Zistite |CD|, ak |[AD| =3, |BC| = 13, |AC| + |BD| = 16

V trojuholniku ABC mé4 strana AB dlzku 3, vyska C'D na stranu AB ma dizku v/3. Tiez viete, ze
pata D vysky CD lezi na strane AB a |AD| = |BC|. Zistite dlzku strany AC'.

V pravouhlom trojuholniku ABC' je dizka odvesny AB rovna 4 a dizka odvesny AC' rovna 3. Bod
D deli preponu na polovicu. Zistite vzdialenost medzi stredom kruznice vpisanej do trojuholnika,
ACD a stredom kruznice vpisanej do trojuholnika ABD.
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V rovnoramennom trojuholniku je dizka ramena rovn 20 a velkost priemeru jemu opisanej kruznice
rovna 25. Zistite velkost polomeru kruznice vpisanej do tohto trojuholnika.

Zo stredu D prepony AB pravouhlého trojuholnika ABC' je zostrojend polpriamka kolméa na pre-
ponu a pretinajuca jednu z odvesien. Na tejto polpriamke lezi tsecka DF, dizka ktorej je rovna
polovici dlzky usecky AB. Dizka usecky C'E je 1 azhoduje sa s dizkou jednej z odvesien trojuholnika
ABC. Zistite obsah trojuholnika ABC.

Priamka rovnobezna s preponou AB pravouhlého trojuholnika ABC pretina odvesnu AC v bode
D a odvesnu BC v bode E, pricom dizka usecky DFE je rovnd 2 a dizka usecky BE je rovna 1.Na
prepone je dany bode F taky, ze |BF| = 1. Tiez viete, ze velkost uhla FCB je rovnd «. Zistite
obsah trojuholnika ABC.

Prepona AB pravouhlého trojuholnika ABC' je tetivou kruZnmice, ktord méa velkost polomeru 10.
Vrchol C' lezi na priemere tejto kruznice. ktory je rovnobezny s preponou. Stupfiovd miera uhla
CAB je rovna 75°. Zistite obsah trojuholnika ABC.

Dfiky odvesien pravouhlého trojuholnika st 36 a 48. Zistite vzdialenost stredu kruznice vpisanej
do tohto trojuholnika od vysky na preponu.

Stredy vysok trojuholnika leZia na jednej priamke. Aky maximalny moéze byt jeho obsah, ak je dizka
jeho najvicsej strany rovnd 107

1.2 Sinusova a kosinusova veta

Teoria

Vo vietkych materidloch tejto ¢asti budeme pouzivat na-

sledujtice oznagenia: a, b, ¢ s dlzky stran Iubovolného troju-
holnika, «, /3, v st velkosti im zodpovedajicich protilahlych
uhlov, s je polovica obvodu trojuholnika, R je velkost polo-
meru kruZnice opisanej trojuholniku, r je velkost polomeru
kruznice vpisanej do trojuholnika, v,, vs, v, st velkosti vysok
zostrojenych k strandm, ktorych velkosti st postupne a, b a c.

Uvedieme niektoré zakladné fakty tykajice sa vSeobecnych
trojuholnikov. Niektoré z nich budd uvedené bez dokazu,

pretoZe ich podrobné odévodnenie je mozné najst v lubovolne;
skolskej ucebnici geometrie.

1 Rozne vztahy pre obsah I'ubovolného trojuholnika

1 1 1
S:5'a'b-sin’yzi'a-c-sinﬁzi-b-osina,

1 1 1 a-b-c
S—i-a-va—i-b-vb—i-c-vc, S =s-r, §= iR

S =/s(s—a)(s—b)(s —¢) (Herénov vzorec).
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2 Sinusova veta

Podziel dl/zvky Tubovolnej strany trojuholnika a sinusu velkosti vnitorného uhla, ktory proti tejto strane
leZi je rovny dvojndsobku velkosti polomeru kruznice, ktord je tomuto trojuholniku opisand:

a b c _9R.

sina  sinf  sinvy

Pripomenime, ze sinusova veta je jednym z najcastejsie pouzivanych prostriedkov na rieSenie 1loh o troj-
uholnikoch. Ale na najdenie velkosti uhla je lepsie pouzivat kosinusovii vetu. Tiito tivahu mozno vysvetlit
nasledovne: Pomocou sinusovej vety je mozné zistit iba sinus velkosti uhla trojuholnika a preto sa nedd
tato velkost jednoznacne urcit, pretoze rovnica sina = a (0 < a < 1) m4 v intervale (0; ) dve rieSenia.
Takze nejakej hodnote sinusu velkosti uhla trojuholnika zodpovedaji dva uhly, ostry a tupy, stcet velkosti
ktorych je rovny .

3 Kosinusova veta

Druhd mocnina dl,zvky lubovolnej strany trojuholnika je rovnd rozdielu sictu druhigch mocnin dizok
jeho ostatnych dvoch strdn a dvojndsobku sucinu dlZok tychto strdn a kosinusu velkosti vniitorného uhla
trojuholnika, ktory je nimi zvierany:

a? =0+ —2bccosa, b2 =a®+c?—2accosB, ¢ =a®+b*—2abcosn.

4 Kruznica vpisana do trojuholnika

Do kazdého trojuholnika je mozne wvpisat kruinicu, pricom prdve jednu. Stred tejto kruznice led
v priesecniku ost vnutornych uhlov trojuholnika, pricom sa vZdy nachddza vo vniutri trojuholnika.

Majme Tubovolny trojuholnik ABC, pismenom O
oznac¢me stred jemu vpisanej kruznice, pismenami D, E, F
oznacme body, v ktorych sa kruznica dotyka po poradi jeho
stran AB, AC a BC. Sformulujeme a dokdzeme dolezité
tvrdenie, ktoré vyjadruje vztah medzi dizkami stran troju-
holnika ABC' a dlzkami tseéiek, na ktoré ich delia body D,
EalF.

Veta. Dika kazdej z useciek, na ktoré delia strany troju-
holnika dotykové body s kruznicou, ktord je do trojuholnika
vpisand, sa dd vypoéitat ako rozdiel polovice obvodu troju-
holnika a dl/zvky strany trojuholnika, ktord nesusedi ani na
jednej strane s touto useckou:

|AB| + |AC| — |BC|

|AD| = |AE| = > = spapc — |BC|
AB|+ |BC| - |AC

D] = |pF| = AELHIBCZIAC L acy
AC|+ |BC|— |AB

|CE|=|CF| = AC] 5 |~ |AB] = saaBc — |AB]

Dékaz. Rovnost dlzok dvojic tuseciek AD a AE, BD a BF, CE a CF vyplyva postupne z rovnosti
dlzky prepony a odvesny dvojic pravouhlych trojuholnikov AOD a AOE, BOD a BOF, COE a COF.
Vzhladom na to polozime |AD| = |AE| = z, |BD| = |BF| =y, |CE| = |CF| = z a dostaneme ststavu
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rovnic:
|AB| = |AD| + |BD|, |AB| = x + vy,
|AC| = |AE| + [CE|, = { |AC| =z +2, —
|BC| = |BF|+|CF| |BC| =y + =2
4
. |AB|+|A20\ |BC|’ v |AB|+|A2C|+|BC’| _BC),
N _ \AB|+|BQC|—\AC]’ — = ]AB|—|—\B2C\+]AC| ~ |40,
_ |AC| + |BC| — |AB| . |AC| + |BC| + |AB| _|AB|
\ 2 2
Q.E.D.

5 KruZnica opisana trojuholniku

Kazdému trojuholnika je mozne opisat kruznicu, pricom prdve jednu. Stred tejto kruznice leZi v prieseéniku
ost stran trojuholnika, pricom sa nachddza mimo trojuholnika, ak je trojuholnik tupouhly a vo vnitri tro-
juholnika, ok je trojuholnik ostrouhly.

Majme Tubovolny trojuholnik ABC, pismenom O oznaéime stred jemu opisanej kruznice.

Veta. Velkost uhla, ktory zviera strana trojuholnika a polomer kruZnice opisanej tomuto trojuholniku,
ktory vedie do jedného z koncovijch bodov tejto strany mézeme vypoéitat ako absolitnu hodnotu rozdielu
¢isla /2 a velkosti uhla, ktory lei proti tejto strane:

OAC = OCA = OBC = OCB =

OAB - 054 - | %~ 40B|.

Dokaz. Kedze OA, OB aj OC st polomery kruznice opisanej trojuholniku ABC, dostdvame |OA| =
\OB | = ]OC| a_preto su trOJuholmky AOB AOC a BOC rovnoramenne Z tohto faktu plynle ze
OAC = OCA OBC = OCB OAB = OBA. Zavedme oznacenie OAC = ®, OBC = Y, OAB = 0

a rozoberme dva pripady.
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Ak je trojuholnik ABC' ostrouhly, tak bod O lezi v jeho vnttri a plati

 BAC + ACE - ABC
OAB + GAC - BAC, 0+ BAC R R
O/C'\A—l—ﬁc\B:@ %ZJ—H,O:@ @_ﬁ_@_m
0= .

2

Nakoniec s prihliadnutim k tomu, ze ABC + ACB+BAC = ak tomu, Ze ABC < /2, BAC < /2,
ACB < 7/2 dostavame

(r — ABC) — ABC

OAC = ¢ = . — 7/2—ABC = |n/2 — ABC|,
0BC == TP BAC 1y FAC = 2 - BAC)
OAB=0= (WACS)ACB —7/2—ACB = |n/2 — ACB|.

Ak je trojuholnik ABC' tupouhly (budeme predpokladat, ze tupy je uhol C), tak bod O lezi mimo
trojuholnika a preto

OAC — OAB = BAC, OAC = /2 — ABC = |r/2 — ABC),
OBC — OBA = ABC, = { OBC = /2 — BAC = |n/2 — BAC|,
OCA+ OCB = ACB OAB = ACB — /2 = |n/2 — ACB|.

Q.E.D.

Pozndmka. T1ito vetu je mozné dokdzat aj jednoduchsie s pouZitim vztahu medzi stredovym a obvodovym
uhlom. Poktste sa urobif to samostatne.

UkdzZky riesenych uloh

Uloha 1. V trojuholniku ABC je dané |BC| = 6, |AC| = 5, ABC = 7 /6. Zistite obsah trojuholnika ABC'
ak je vzdialenost vrcholu A od priamky BC mensia, nez 1/v/2.

Riesenie. V tejto tlohe vyhovuji podmienkam tlohy dva
rozne trojuholniky ABC'. Skutoéne, je mozné zostrojit isecku
BC dfzky 6, z bodu B zostrojit dve polpriamky navzdjom
symetrické podla priamky BC, ktoré s polpriamkou BC
zvieraji uhol 7/6 a zostrojit kruznicu so stredom v bode
C, ktorej dizka polomeru bude rovnd 5. Bod A bude jeden
z prieseénikov polpriamok a tejto kruznice.Také body budu
styri, ale ked'Ze s polpriamky symetrické, trojuholniky, ktoré
dostaneme, budt tiez po dvoch symetrické. Takze rozne tro-
juholniky budu nakoniec dva.

Na to, aby sme zistili obsah trojuholnika ABC, potrebu-
jeme néjst bud dizku strany AB alebo velkost uhla ACB.
Zistit |AB| je jednoduchsie, sta¢i na to pouzit kosinusovi vetu: Ay

As

|ACJ? = |ABJ? +|BC|> — 2 |AB| - |BC| - cos ABC —>
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3
— 25=|AB|>+36 —12-|AB| - \g — |AB|15 =3V3+4.

Tak, ako sa ocakdvalo, dostali sme dve rozne varianty diiky strany AB. MensSej z tychto dizok zodpoved4
na obrazku bod A; (As), vicsej Ag (Ay).

Zostéva preverit podmienku, Ze vzdialenost bodu A od priamky BC je mensia, nez 1/y/2. Této
vzdialenost je dizka kolmice zostrojenej z bodu A na priamku BC. Je zrejmé, 7e sa da vypocitat ako
stéin diiky usecky AB a sinusu uhla ABC:

3v3 44 1
—_— > 2> —

2 V2’
3v3 -4 !
2 V2
To znamens, ze |AB| = 3v/3 — 4. Nakoniec nijdeme hladany obsah
1 1

: \ABy-\BC\-sinA/B\czi-(3J§—4)-6é:%(3\/%—4).

|AB| = 3V3+4 — p(A,BC) =

|AB| =3V3 -4 = p(A,BC) =

SaABc =

Odpoved'. 2(3\@ —4).

Uloha 2. V ostrouhlom trojuholniku ABC je zname, 7e |BC| = a, |[AC| = b, ACB = a. Zistite velkost
vysky C'D a velkost uhla ABC.

Riesenie. Velkost vysky C'D mozno vypocitat jednak po-
mocou vzorca pre vypocet obsahu, jednak cez sinus uhla

ABC. V kazdom pripade budeme potrebovat dlzku strany
AB, zistime ju pomocou kosinusovej vety:

ABP? =
— |AC|2 + |BC|2 — 2 |AC| - |BC| - cos ACB —>
— |AB| = Va2 + b% — 2abcos a.

Teraz pouzijeme vzorec pre obsah trojuholnika ABC:
1

1

Saapc =5 |AC| -|BC| -sinACB = 5 - |AB| - |CD| =
= absina = [CD|- Va2 + b — 2abcosa =
— |CD| = absin a

VaZ + b2 —2abcosa

Najjednoduchsim sposobom vypoéctu velkosti uhla ABC tu uréite je vypocet jeho sinusu z pravouhlého
trojuholnika CDB a vyuzitie toho faktu, ze trojuholnik ABC' je ostrouhly. Napriek tomu bude lepsie
zvyknit si hned od zaciatku na to, Ze na zistenie uhla trojuholnika by sa mal hladatf jeho kosinus,
pretoze kosinus urcuje uhol trojuholnika jednoznaéne. Tak aj budeme postupovat:

|AC|? = |AB|? + |BC|> — 2 - |AB| - |BC| - cos ABC =>

— b2 =a?+b?—2abcosa — 2a\/a2 1 b2 — 2abcosa - cos ABC —>
— —b
= cos ABC = a cosa .
Va2 + b2 — 2abcos a
absin o a —bcosa )
Va2 + b2 — 2abcos a Va2 + b2 —2abcosa )
Uloha 3. Kruznica vpisand do trojuholnika ABC' sa dotyka jeho strany BC v bode M. Zistite obsah
trojuholnika ABC' ak |AC| = 21, |[BM| =9 a stupnové miera uhla ABC je 60°.

Odpoved’. |CD| =

, ABC = arccos (
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Riesenie. Pouzijeme vetu o dizke useciek, na ktoré deli doty- A
kovymi bodmi strany trojuholnika kruznica do neho vpisand.

|BM| = spapc — |AC| = 9 =spapc —21 =

21
= saapc = 30, oaapc = 60.

OznaCime teraz dfiky stran AB a BC postupne ako x a y,
napiSeme pre trojuholnik ABC kosinusovi vetu a vSimneme
si, ze kedze C M 9 B

1 V3

nemusime zistit samotné z a y, ale sta¢i ndm najst ich stc¢in xy.

|AC|? = |AB|> + |BC|> — 2 -|AB| - |BC| - cos ABC,
|AB| + |BC| + |AC| = opaBc
212 = 22 + y2 — zy, 212 = (x + y)2 — 3zy,
e e
x+y—+21 =60 z+y=39
3y = 392 — 217 = (39 — 21)(39 4 21) = 18 - 60 = zy = 360.
Nakoniec, obsah trojuholnika ABC' je @ - 360, ¢ize 90v/3.
Odpoved’. 90+/3.

Uloha 4. Vo vniitri trojuholnika ABC' je zvoleny bod O tak, ze sin BOC = 1/4, sin AOC = 1/3. Zistite
vzdialenost stredov kruznic opisanych trojuholnikom AOC a BOC, ak viete, ze |BO| = 2, |BC| = 3,
|AC| = 4.

Riesenie. Oznacime stredy kruznic opisanych trojuholnikom

BOC a AOC postupne O; a O2 a vS§imneme si, ze oba body B

01 a Oy lezia na osi dsecky OC' (pretoze stred kruznice 1

opisanej trojuholniku lezi na priese¢niku osi jeho stran).
Dalej kvoli sinusovej vete:

|010| = |01C| = RaBoc =

|BC| 3
== = = 6
2sin BOC 1/2
|AC| _ 4

|020| = [02C| = Rasoc = ———= =573 =
2sin AOC  2/3

Teda AO10C = AO20C (veta sss). Ak lezia body O; a O v tej istej polrovine ohrani¢enej priamkou
OC, tak su totozné, z ¢oho plynie, ze vsetky styri body A, B, C' a O lezia na jednej kruznici, ¢o nie
je mozné. Preto lezia body O; a Oy v roznych polrovindch danych priamkou OC a teda O1005C je
kosostvorec. Pozname velkost jeho strany, ale pytaji sa nas na velkost jeho uhlopriecky O10s. Je zrejmé,
Ze na to, aby sme ju zistili, potrebujeme najst velkost jeho druhej uhlopriecky OC. Tt by sme mohli
lahko zistif pomocou kosinusovej vety z trojuholnika BOC, ak by sme poznali cos BOC.

Najprv sa poktsime vyjasnit, ¢ je uhol BOC ostry alebo tupy. Je zrejmé, ze

EO\C—FA/O\C'—FA/OE:27T;A/O§<7T - W+m>ﬂ.

Ak je uhol BOC ostry, teda jeho velkost je rovna arcsin1/4, potom aj keby bol uhol AOC tupy, ¢ize
AOC = 7 — arcsin 1/3, dostaneme:

BOC + AOC = © — arcsin 1/3 +arcsinl/4 < .
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To znamena, ze uhol BOC je tupy a preto cos BOC = —@. Teraz pouzijeme kosinusoviu vetu pre
trojuholnik BOC:

|BC|2 = |BO\2 + \OC\Q —2-|BO|-|0C] - cos BOC —>

V35 - V15
2

Nakoniec vyuZijeme to, ze v kosostvorci st uhlopriecky na seba kolmé a navzdjom sa rozpoluji. Z toho
vyplyva, ze

— 9=4+|0C? +V15|0C| = {|OC| >0} = |0C| =

50 —10v21  [526+10v21  5v21+1
4 - 4 - '

1
10105 = 2\/|olc|2 —Jlocp = \/144 - .

Odpoved.. 5\/21“
ljlohy

1. Velkost strany AC trojuholnika ABC je rovna 3, sinusy velkosti jeho uhlov A a B st po poradi
V3/2 a \/2/2. Zistite velkost strany AB.

2. V trojuholniku ABC je zname, 7e |AB| = c, A= a, B= B. Zistite obsah trojuholnika ABC.

3. Vo vnitri trojuholnika ABC je dany bod K tak, Ze trojuholnik ABK je rovnostranny. Je zname,
7e vzdialenost bodu K od stredu kruznice opisanej trojuholniku ABC' je 6 a velkost uhla ACB je
rovnd arcsin(5v/13/26). Zistite dlzku strany AB.

4. V trojuholniku ABC je |AC| = 3, BAC = 7/6, velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku
ABC je rovna 2. Dokézte, ze obsah trojuholnika ABC' je mensi, nez 3.

5. V trojuholniku ABC zistite velkost uhla CAB, ak je sti¢in druhej mocniny diiky strany BC' a suctu
dlzok stran AC' a AB rovny siétu tretich mocnin dlzok strén AC a AB.

6. V trojuholniku ABC su diiky stran AB a AC rovné postupne 3 a 2. Na strane AB je dany bod
M a na strane AC bod N tak, ze |[AM| = 2, |[AN| = 1,5. Zistite obsah trojuholnika AMN, ak je
dizka strany BC' 6/+/17-krat vicsia, nez dizka usecky M N.

7. V trojuholniku ABC plati |AB| = 4, |BC| = 5. Z vrchola B je zostrojena tsecka BM (M € AC),
pricom ABM =7 /4, MBC = 7 /6.
a) V akom pomere deli bod M stranu AC?
b) Vypocitajte velkost tisecieck AM a MC.

8. V trojuholniku ABC plati |[BC| = 4, |AB| + |AC| = 6. Zistite obsah trojuholnika ABC ak
cos ACB = 5/12.

9. V trojuholniku ABC je stupiiové miera uhla ACB rovna 75° a velkost vysky spustenej z vrchola
tohto uhla je rovnd 1. Zistite velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku ABC, ak je jeho
obvod rovny 4 + V6 — /2.

10. Vo vniitri trojuholnika ABC' je dany bod K tak, ze |[AK| =1, |KC| = /3, AKC = 120°, ABK =
15°, KBC = 15°. Zistite velkost tisecky BK.
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Velkosti uhlov tupouhlého trojuholnika ABC spfﬁajli rovnost sin (ﬁ — E) = sin? A—sin? B. Zistite
obvod tohto trojuholnika, ak je velkost polomeru kruZnice tomuto trojuholniku opisanej rovnd R
a velkost jedného z jeho uhlov je rovnd /8.

Do trojuholnika ABC je_vpisand kruznica so stredom v bode O. Pomer obsahov trojuholnikov
AOB a BOC je /3 :2, ACB = /3, |AC| = 2. Zistite velkost polomeru kruznice opisanej tomuto
trojuholniku.

V trojuholniku ABC vieme, ze BAC = Q, ABC = B, |BC| = a. Na strane AB je dany bod P
tak, ze |[AP|: |PB| =1:2. Cez bod P prechadza kruznica, ktord sa dotyka strany BC' v bode D,
pricom AD je vyska trojuholnika ABC'. Zistite velkost polomeru tejto kruznice.

Cez stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC zostrojime priamku M N, ktord je rovnobezné so
zékladnou AB (M lezi na BC, N lezi na AC). Vieme, ze |AB| = 5, M N| = 3. Zistite obvod
stvoruholnika ABM N.

V trojuholniku ABC st dané dizky stran |AB| = v/2, |BC| = v/5, |AC| = 3. Porovnajte uhlovii
mieru uhla BOC a 112,5°, ak je O stred kruznice vpisanej do trojuholnika ABC.

V trojuholniku ABC vieme, ze |BC| — |AB| = 0,15|AC|. Comu je rovny siiéin
tg (%W) -tg (%@)7

Kruznica vpisand trojuholniku ABC' sa dotyka jeho stran AC, AB a BC po poradi v bodoch K,
M a N. Vieme, ze |AK| = |KC|, KM N = 75° a sucin dlzok vSetkych stran trojuholnika KM N je
rovny 9 + 6v/3. Zistite velkosti stran trojuholnika ABC.

Bod O lezi na usecke AB tak, ze |AO| = 13, |OB| = 7. Zostrojme kruznicu so stredom O a s
polomerom velkosti 5. Z A a B k nej vedme doty¢nice, ktoré sa pretinaji v bode M, pri¢om

body dotyku leZia na rovnaki stranu od priamky AB. Zistite velkost polomeru kruznice opisanej
trojuholniku AM B.

Obvod trojuholnika ABC' je rovny 40/3, kosinusy uhlov ABC a AC B st postupne rovné 0,6 a 0,28
Zistite obsah trojuholnika ABC.

Je zndme, Ze velkosti uhlov trojuholnika ABC Spfﬁajﬁ rovnost cos? A+ cos? B+ cos? C = 1. Zistite
obsah tohto trojuholnika, ak si velkosti polomerov jemu vpisanej a okolo neho opisanej kruZnice
postupne rovné v/3 a 3v/2.

Obsah trojuholnika je rovny 64/6, jeho obvod je rovny 18, vzdialenost stredu jemu vpisanej kruznice
od jedného z jeho vrcholov je /56/3. Zistite dlzku najmensej strany tohto trojuholnika.

V trojuholniku ABC plati |AB| = %ﬁ, |BC| = %. Bod M lezi na strane AB, bod O lezi na
strane BC|, pricom |BM| = %|AM | a priamky MO a AC su rovnobezné. Os uhla ABC' pretina
priamku MO v bode P, ktory lezi medzi bodmi M a O, pricom velkost polomeru kruznice opisanej
trojuholniku AM P je rovna /2 + /2. Zistite velkost strany AC.

V trojuholniku ABC' je velkost uhla pri vrchole B rovnd /3 a dfiky useciek spajajucich stred
vpisanej kruznice s vrcholmi A a C st postupne 4 a 6. Zistite velkost polomeru kruznice vpisanej
trojuholniku ABC.

Vieme, Ze velkost polomeru kruZnice vpisanej do trojuholnika/A\BC je rovné 1. Této kruznica sa
dotyka stran AB, BC a AC postupne v bodoch K, M a N, MKN = ABC = 45°. Zistite velkosti
stran trojuholnika ABC.
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Cez stred O kruznice vpisanej trojuholniku ABC' vedieme priamku rovnobeznu so stranou BC),
ktord pretina strany AB a AC postupne v bodoch M a N. |BC| = v/2, obvod trojuholnika AM N
je rovny 3v/2 a velkost tsecky AO je dvakrat vicsia, nez polomer kruznice vpisanej trojuholniku
ABC. Zistite obsah trojuholnika ABC.

Do trojuholnika K'LM je vpisand kruznica, ktord sa dotyka jeho strany K'M v bode A. Vieme, 7e
|AK| =10, |AM| =4, KLM = 7/3. Zistite dlzku tisecky AL.

V rovnostrannom trojuholniku ABC' zostrojime kruznicu so stredom v bode O, ktora prechadza
cez priesecnik faznic trojuholnika ABC' a dotyka sa strany BC' v jej strede D. Z bodu A zostrojime
priamku, ktoré sa dotyka tejto kruznice v bode E tak, ze stupnovd miera uhla BAE je mensia, nez
30°. Zistite pomer obsahu trojuholnika ABE a Stvoruholnika BEOD.

V trojuholniku je dizka strany AB rovna 2v/2 a velkost polomeru jemu opisanej kruznice je rovna
2. Pomer dlzok stran AC a BC je rovna /8, dlzka strany BC je vicsia, ako 1. Zistite obsah
trojuholnika ABC.

V trojuholniku ABC' dizky stran |AB| = |BC| = 13, |AC| = 10. Zistite vzdialenost medzi stredmi

jemu opisanej a jemu vpisanej kruznice.

V rovnoramennom trojuholniku ABC (|AB| = |BC|) je pomer vzdialenost{ stredu kruznice do neho
vpisaného od vrcholov B a C rovny k. Zistite velkosti uhlov trojuholnika ABC'. Pre aké hodnoty k
ma4 uloha rieSenie?

V rovnoramennom trojuholniku ABC' so zakladnou AC zostrojme os uhla C, ktord pretina rameno
AB v bode D. Bod FE lezi na zdkladni AC tak, ze DE 1 DC. Vypoéitajte velkost tisecky AD, ak
|CE| = 2.

V trojuholniku ABC je |AB| = 4, |AC| = 3 a uhol C je ostry. Viete, Ze sin (@ — XB\C> = T7/25.
Zistite obsah trojuholnika ABC.

Do trojuholnika ABC, ktorého velkost strany BC je rovnd 9, je vpisand kruZnica, ktord sa dotyka
strany BC' v bode D. Viete, ze |AD| = |DC/, cos BCA = 2/3. Zistite dlzku strany AC'.

Trojuholnik ABC' so stranou AB, ktorej dizka je rovna 4 a uhlom A, ktorého stupniova miera je
rovnd 60° je vpisany do kruznice s velkostou polomeru 2+/3. Zistite dlzku strednej priecky tohto
trojuholnika rovnobeznej s AC a vzdialenost bodov, v ktorych jej predlZenie pretina kruZnicu.

V trojuholniku ABC' je dand os uhla AD. Do trojuholnikov ADC a ADB st vpisané kruznice
s velkostami polomerov postupne 3 a 8, ktoré sa dotykaju tisecky AD v bodoch M a N. Zistite
vzdialenost medzi stredmi tychto kruznic, ak |[ND| = 4.

V trojuholniku K LM je pomer velkosti polomeru opisanej a vpisanej kruznice rovny k. Kruznica
vpisand trojuholniku K LM sa dotyka jeho stran v bodoch A, B a C. Zistite pomer obsahov troj-
uholnikov ABC a KLM.

1.3 Os uhla, taznica, vyska

Teoria

1

Os uhla trojuholnika

Definicia. Osou uhla trojuholnika nazyvame usecku leziacu na osi simernosti vntutorného uhla troju-
holnika, ktora lezi medzi jeho vrcholom a stranou oproti tomuto vrcholu.
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Majme trojuholnik ABC a zostrojme osi jeho uhlov AK, BL a C'N. Dfiky stran AB, AC a BC
oznacime postupne C, B a A, dfiky osi uhlov AK, BL a C'N ozna¢ime postupne l,, I a l., ich prieseénik
oznacime pismenom O. Tiez zavedieme oznacenie dizok useciek, na ktoré osi uhlov trojuholnika delia
strany: |BK| = a., |CK| = ap, |BN| = ¢q, |AN| = ¢, |AL| = b, |CL| = b,.

AB| = ¢ |AC|=b |BC|=a
AK| =1, |BL| =1, |CN| =1,

B° @& N Ch A

Uvedieme niekolko dolezitych faktov, ktoré sa tykajui osf uhlov trojuholnikov.

Zikladna vlastnost osi uhla trojuholnika. Pomer dizok dvoch strdn trojuholnika je rovny pomeru
s nimi susediacich useciek, na ktoré os uhla trojuholnika deli jeho tretiu stranu:

a ¢ b a ¢ b

b ¢ ¢ a. a b,

Prvy vztah pre dizku osi uhla tro juholnika. Dlzka osi uhla trojuholnika zostrojenej na niektori jeho
stranu je rovnd podielu dvojndsobku sucinu dlZok ostatnijch dvoch strdn s kosinusom polovice velkosti uhla
medzi nimi a suctu tychto dlzZok:

_ 2bccos S _ _ 2accos 8 _ 2abcos o

- = 0P, 2.
“ b4+c ’ ’ a+b

a—+c

Druhy vztah pre dizku osi uhla tro juholnika. Druhd mocnina dl/z'ky ost uhla trojuholnika vedeného
na niektord jeho stranu je rovnd rozdielu sucinu dlZok ostatniych dvoch jeho stran a sucinu dlZok useciek,
na ktord os deli stranu trojuholnika.

lg = bc — apae; l% = ac — byb,; lf = ab — cycp.
Priesecénik osi uhlov. Osi uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom bode, tento bod je stredom kruznice
do trojuholnika vpisanej. Tento bod deli kazZdi os uhla trojuholnika na usecky, pomer dizok ktorych v poradi
od vrchola trojuholnika je rovny podielu suctu dizok strdn tvoriacich uhol, ktorého je osou a dl/zvky strany,
na ktord je vedend.

Vsetky tieto fakty dokéZeme, zacneme so zdkladnou vlastnosfou osi uhla trojuholnika. PouZijeme
sinusovi vetu pre trojuholniky ACN a BC'N, ozna¢me si predtym velkosti prilahlych uhlov BNC a ANC

postupne ako ¢ a m — .

|AN| |AC| h b cp sin 3
—— = = — =— —_= 2=—2 _
sinACN  sinANC sing  sin(m — ) b sin(m— )
sin BCN  sin BNC sing  sing a sing

Ked vyuZijeme, Ze sinm — ¢ = sin ¢, dostaneme

c ch a
2= = - .
a b b ¢
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Ostatné dva vzfahy sa dokdzu tiplne rovnako.

Na dokaz prvého vzfahu pre dlzku osi trojuholnika pouZijeme vztah pre obsah trojuholnikov ABC,
ANC a BNC a vyuzijeme to, ze obsah trojuholnika ABC' je rovny sic¢tu obsahov trojuholnikov ACN
a BCN.

1 — 1
SaaBc = 3 |AC| - |BC|-sin ACB = iabsinfy,

1 =S S
Spanc = 3 |AC| - |CN|-sin ACN = ialcsm 2 =

1 == 1 .
SABNC = 5 |BC|-|CN|-sin BCN = §blcs1n5

2ab cos 1
— absinﬂy:alcsin%+blcsin% — 2absin%cos%:(a+b)lcsin% — lc:ﬁ

Vztahy pre I, a I sa dokdzu rovnako.
Na dokaz druhého vzfahu pre dlzku osi trojuholnika pouZijeme kosinusovii vetu pre trojuholniky
ANC a BNC:
|AC|> = |AN|? + |CN|?* —2-|AN| - |CN]| - cos ANC, b = ¢ + 12 — 2¢l. cos(m — @),
— =
|BC|* = |[BN|> +|ON|*> —=2-|BN|-|CN|-cos BNC a®> =2 +12 = 2¢c4l.cosp

Prvy z tychto vztahov vyndsobime ¢, druhy vyndsobime ¢, a s¢itame ich. Ked' vyuzijeme, Ze cos(m—¢p) =
— cos p, dostaneme
a2cb + b2ca = czcb + lzcb + cgca + lzcb.

Zo zakladnej vlastnosti osi uhla trojuholnika, ktort sme dokazali vyssie, vyplyva, ze acy = bc,. Pomocou
tohto faktu upravime lavii stranu poslednej rovnosti:

abcg 4 bacy = ey + 1oy + cicg + 12cy, = ab(cq + ) = cacp(ca + ) + 12(ca + ) =
= ab=cucp + 13 — 13 =ab — cy0p.

Vztahy pre [, a I, sa dokazu analogicky.
Nakoniec si kvoli zdovodneniu posledného tvrdenia najprv vyjadrime veli¢iny ap, a¢, bg, be, Ca, Cp
pomocou velkost{ strdn trojuholnika ABC. PouZijeme zdkladni vlastnost osi uhla:

ac
‘AB’:‘AN‘+’BN‘, C:Cb“rCCL, Ca:a+b
|[AN| _ |BN| = % _Ca = be
|AC| |BC| b a € = a+b
prlne rovnako zistime, zZe
by = ab b — be ab 0, = ac

at+c ¢ a+c’ ab:b—i—c’ b+c’

Vsimnime si teraz trojuholnik ANC'. AO je os jeho uhla a preto
IcOl JAC| b b a+b

|ON|_|AN\_cb_abeb_ c

Rovnakym spésobom zistime, ze

|AO|  b+c |BO| a+c
IOK|  a ' |OL| b

Pozndmka. S pouzitim ziskanych vyjadreni ap, ac, ba, be, o, ¢p sa da druhy vztah pre dizku osi uhla
prepisat do tvaru

2epe(i—— N pewefio P Y w1
o b+c32) " (a+c2) (a+b)2)"
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2 Taznica trojuholnika

Definicia. Taznicou trojuholnika nazyvame tsecku, ktora spéja vrchol trojuholnika so stredom strany,
ktora lezi oproti tomuto vrcholu.

Majme trojuholnik ABC a zostrojme jeho taznice AP, BQ, CR. Diiky stran AB, AC a BC ozna¢ime
postupne ¢, b a a, diZky taznic AP, BQ a CR ozna&ime postupne t4, tp a t.

B

A 2 Q b2 C

Prieseénik taznic. Taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode, tento bod je taziskom trojuholnika.
TaZisko deli kazdu taznicu na tsecky, pomer dlzok ktorjch v poradi od vrchola trojuholnika je 2 : 1.

Vztah pre dizku taznice trojuholnika. Stvorndsobok druhej mocniny dl/zvky taznice vedenej na nie-
ktoru stranu trojuholnika je rovny rozdielu dvojndsobku suctu druhijch mocnin dlZok druhgch dvoch strdn
trojuholnika a druhej mocniny dizky strany, na ktori je vedend faznica.

412 = 2b% 4+ 2¢% — a?; 4t = 2a* +2c2 — % 4t2 = 2a® + 207 — 2.

Na dokaz tohto tvrdenia pouzijeme kosinusovi vetu na trojuholniky ABQ a CBQ, velkosti uhlov AQB
a C'QB si postupne oznacime ¢ a ™ — .

b2
— 2 2
{rABF — |AQ + [BQP* =2+ |AQ|-|BQ| - cos AQB, _ | ¢ = + 1~ 2Whycosy,
—
5 2
[BC* = CQP +|BQJ* —2-|CQ| - |BQ)| - cos CQB a? = bz + 17 — 2bty, cos(T — ).
Ked tieto rovnosti séitame a vezmeme do tvahy, ze cos(m — ) = — cos p, dostaneme

b2
a? + 2 :2t§+5 = 4t] = 2a* + 2% — V7.
Pre ostatné dve taznice trojuholnika ABC sa dokaz urobi rovnako.

Pozndmka. Dokézané vztahy je mozné upravit do tvaru
1 1 1
ta:§\/2b2+2027a2, tb:§\/2a2+2027b2, tczix/2a2+2b2702.

3 Veta o najvdcéSom uhle trojuholnika

V trojuholniku je oproti vicsej strane vdcsi uhol a oproti mensej strane mensi.
Bez ujmy na vSeobecnosti budeme predpokladat, ze dlzky stran trojuholnika spliaji vztah a < b < c.
Preto podla sinusovej vety

a b c

sina  sinf  sinvy

— sina <sinf <siny.
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A ked'ze sa velkosti uhlov trojuholnika nachddzaji v intervale (0, ), plynie z toho a < 8 < . A skutoéne,
ak predpokladdme, ze o > f3, tak s vyuzitim vlastnosti sinusu dostaneme, ze bud st « aj 8 tupé, ¢o nie je
mozné, lebo je a tupy a f ostry, ale vtedy a+ 3 > 7, €o tiez nie je mozné. Preto plati o < 8. Analogicky
dokazeme, ze § < 7.

4 Kritériad ostrouhlosti (tupouhlosti) trojuholnika

Majme Tubovolny trojuholnik, budeme predpokladat, ze dfiky jeho stran su rovné a, b a ¢, pricom
c>a,c>b.

Na to, aby bol trojuholnik tupouhly (ostrouhly) [pravouhly] je nutné a postacujice, aby bola splnend
nasledujica podmienka:

> a® + b? alebo t. < g <c2 < a? 4 b? alebo te > g)

A =a%+b% alebo t. = g}

Na zdovodnenie tohto faktu si vSimnime, Ze tupouhlost alebo ostrouhlost trojuholnika z4vis{ len od toho,
¢i je tupy alebo ostry najvicsi z jeho uhlov, oproti ktorému lezi najvicsia strana trojuholnika. Odpoved
na tuto otazku sa najjednoduchsie ziska pomocou kosinusu tohto uhla — ak je zaporny, uhol je tupy, ak
je kladny, uhol je ostry. Pouzijeme tento fakt a kosinusovi vetu:

v je tupy <= cosy <0 <= a®+b* —2abcosy > a’ +b* = & >a® 4V,
v je ostry <= cosy >0 <= a®+b* —2abcosy < a® +b* <= & <a®+ 1,
2

v je pravy <= cosy =0 <= a?+b> —2abcosy =a’ +b* <= Z =d®+b%

Teraz zapojime vzfah pre dizku taznice, ktory si dopredu upravime do tvaru 4t2 + ¢2 = 2(a® + b?):

482 + 2 c
A >ad?+bh — CZ>CT = >4 = te <3
42 + 2 c
A<ad® 4+ — C2<CT = <t = te> 3
412 + 2 C
02:a2+b2<:>c2:76; <:>c2:4tg<:>tczi

Q.ED.

Pozndmka. Této veta sa viicSinou pouziva, ked je treba z dizok strén trojuholnika zistit, ¢i je tupouhly
alebo ostrouhly. Vtedy treba jednoducho vziat druhi mocninu dizky najvicsej strany a porovnat ju so
stctom druhych mocnin dizok ostatnych dvoch jeho stran. Napriek tomu sa vo viacerych tlohéch pouziva
aj druh4 ¢ast tejto vety.

5 Vyska trojuholnika

Definicia. Vyskou trojuholnika nazyvame usecku, ktord spaja vrchol trojuholnika a priamku, ktord ob-
sahuje protilahli stranu trojuholnika, ktord je kolmé na ttito priamku.

Priesecnik vysSok. Priamky, ktoré obsahuju vysky trojuholnika, sa pretinaji v jednom bode. Tento bod
sa nazyva ortocentrum trojuholnika.

Vsimnime si, ze v ostrouhlom trojuholniku koné¢ia vSetky vysky na strandch trojuholnika a lezia
vo vnutri trojuholnika, preto je jeho ortocentrum prieseénikom vysSok. V tupouhlom trojuholniku vysky
vedené z vrcholov dvoch jeho ostrych uhlov konéia na predfieniach stran a lezia mimo trojuholnika. Preto
je jeho ortocentrom bod, v ktorom sa pretinaji priamky obsahujice vysky.

Na vypocet vysky trojuholnika sa pouzije bud vzfah pre obsah trojuholnika, alebo vztfahy medzi
dizkami strén a velkostami uhlov v niektorych pravouhlych trojuholnikoch, stranami ktorych vysky su.
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UkdzZky riesenych uloh

Uloha 1. V trojuholniku ABC' je stupiiovd miera uhla C rovné 60°, velkost osi uhla vedenej z vrchola C
rovnd 5v/3, |AC| : |BC| = 5 : 2. Zistite tangens velkosti uhla A a dlzku strany BC.

Riesenie. Podla zadania |AC| : |BC| = 5 : 2, preto ak si
oznaéime dlzku usecky BC' ako 2z, tak je dlzka usecky AC
rovnd Sx. Prieseénik osi uhla C a strany AB oznatime L
a pouZijeme prvy vztah pre dizku osi uhla trojuholnika:

2-|AC| - |BC]| - cos (%6)

CL| = —
CL] |AC| + |BC|
2-5x~2x-§ 7

To znamend, ze |BC| = 7. Ked si teraz velkost uhla A oznacime «, sak z vety o sticte uhlovych mier
trojuholnika B = 180° — A — C' = 120° — «. Pouzijeme sinusovi vetu pre trojuholnik ABC:
Ac| _ |BC] V3

= — b5sina=+V3cosa+sina = tga:T.

sinB sinA

Odpoved’. tg A = \Zg, |BC| =7.

Uloha 2. V trojuholniku ABC je dizka strany AB rovna 21, dizka osi uhla trojuholnika BD rovné 8v/7
a dlzka tsecky DC rovna 8. Zistite obvod trojuholnika ABC.

Riesenie. Aby sme mohli na otdzku odpovedat, musime zistit dizky tseciek AD a BC. Oznaéme ich
postupne ako z a y. Nésledne s pouzitim zdkladnej vlastnosti osi uhla trojuholnika a druhého vztahu pre
vypocet dlzky osi uhla dostaneme dve rovnice o zadanych neznamych:

|AB|  |AD| 21 @
|BC| — |DC] y 8
|BD|*> = |AB| - |BC| — |AD| - |DC| = 448 = 21y — 8z.
A
21 D
8
8V/7
B C
Teraz sustavu, ktort sme dostali, vyrieSime, pricom vyuzijeme, ze x a y su kladné:
xy = 168, x(8x + 448) = 168 - 21, =T,
> ——
21y = 8x + 448 21y = 8x + 448 y = 24.

Na zéaver, obvod trojuholnika ABC je rovny suctu dizok useciek AB, AD, DC a BC é&ize 60.

Odpoved'. 60.

Uloha 3. V rovnoramennom trojuholniku ABC' so zdkladinou AC deli bod D stranu BC v pomere 2 : 1
v poradi od vrchola B a bod F je stred strany AB. Vieme, Ze velkost taznice CQ trojuholnika CED je
rovna, \/7273 a|DE| = @ Zistite velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku ABC.
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Riesenie. V tejto ilohe je nutné je nutné hned’ v ivode zaviest
nejaké nezndme, pretoze z podmienok v zadani sa ni¢ rovno
vypocitat nedé. Polozme si |AB| = |BC| = 6x, ABC = 2a.
Potom 0 < a0 < /2,

|CD| = 22, |DB| = 4z, |AE| = |EB| = 3z,

CAB = /2 —a, |AC|=12zsina.

Aby sme zostavili dve rovnice s tymito neznamymi, budeme
postupovat nasledovne. Najprv uvazujme trojuholnik DBE
a pouzime nan neho kosinusovi vetu:

|DE? = |DB|* + |EB|* —2-|DB| - |EB| - cos B =

23
= T = 1622 + 922 — 242° cos 20 =—> A

= 10022 — 9622 cos 2a = 23 = 4da? + 1922% sin® o = 23

Potom pouzijeme vztah pre dizku taznice v trojuholniku C'D E uplatnime kosinusovi vetu v trojuholniku
ACFE:

2|CE|? +2|CD|?> — |DE|?
(g = ACEF + 20D - |DEP.
—
ICE|?> = |AC|* + |AE|> =2 |AC| - |AE| - cos A
= 522 + 24022 sin® a = 1442 sin® o + 262 = 96z%sin’ a = 2122 =
25
2

5
7 cos” o = —; CoOsQx = ——=;
— Sin2 o = 372 _ . 32 — 41\@
4r? +1922% - — =23 -
x” + T 3 T 7%
Na zdver pouZzijeme sinusovu vetu pre trojuholnik ABC"
3
QRAABC:% = Raapc = = ° =2 = \? S
sinCAB sin(r/2 —a) cosa 2~ 5

12
Odpoved.'. =

Uloha 4. Z bodu M, ktory sa nachadza vo vnutri ostrouhlého trojuholnika ABC' vedieme kolmice na
jeho strany. Dlzky stran a na ne zostrojenych kolmic st rovné a a k, b a m, ¢ a n. Zistite pomer obsahu
trojuholnika ABC' k obsahu trojuholnika, ktorého vrcholmi si péty tychto kolmic.

Riesenie. Oznacme pity kolmic spustenych z bodu M na
strany trojuholnika ABC ako P, Q a R, bez ujmy na
v8eobecnosti predpokladajme, ze |AB| = ¢, |MP| = n;
|AC| =0b, |MQ| =m; |BC| =a, |MR| = k.

Naznacime sposob riesenia. Ohladom obsahu trojuholnika
ABC je vietko jasné. Mozeme ho zistit napriklad Herénovym
vzorcom. V trojuholniku PQR ale nepozname ani dIZky
stran, ani velkosti uhlov. Preto sa na jeho obsah pozrieme
ako na sucet obsahov trojuholnikov M PQ, M PR a MQR
a potom zistime vzfah medzi velkostami uhlov PMQ, PMR A
a QMR a velkostami uhlov trojuholnika ABC.

1
2

— 1 —
SampPQ = |MP|-|MQ|-sin PMQ = §mnsinPMQ;
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1

— 1 —
5 |MP|-|MR|-sin PMR = §nksinPMR;

SampPR =
1 1
SAMQR = §-|MQ|-|MR|-SIHQMR: gk:mstMR =

1 _ _— e
— Saror =3 (mn sin PMQ + nk sin PMR + km sin QMR> . (+)

Teraz si véimneme, Ze ked'ze stucet uhlov v stvoruholniku je rovny 27 a v kazdom zo Stvoruholnikov
PMQA, PMRB a QM RC sa dva pravé uhly, dostaneme

PMQ=n—A, PMR=n-B, QMR=n-C =
- sinP/]\R):sinﬁ, — sinP/]\ﬂ%:sinﬁ, - sinQ/]\ﬁ%:sina

N a zaciatku od nas nechceli, aby sme nasli samotné obsahy trojuholnikov ABC' a PQR, ale ich pomer.
Preto budeme postupovat tak, Ze vyjadrime velkosti sinusov velkost{ uhlov A, B a C' pomocou obsahu
trojuholnika ABC.

snd= 29840 . g 2Pasne .5 2Saasc
|AB| - |AC| |AB| - |BC|’ |AC| - |BC|
~ 2 ~ 2 ~ 2
= sind = 7SAABC; sin B = 7SAABC; sinC = 7SAABC.
be ac ab

Ked dosadime ziskané vztahy do (x), dostaneme

1

SAPQR = 3 (mn

25 2S 25
. NABC + nk - NABC + km - NABC —
be ac ab

mn kn mk
= SapQr=Spapc |—+—+—F | =
be ac ab

SpaBc 1 abc

- k k ‘
SAPQR mn ) sn o me amn + bkn + cmk

abc
amn —+ bkn + ecmk’

Odpoved.

U’lohy

1. V ostrouhlom trojuholniku s obsahom S poznate velkosti a a 3 uhlov A a B. Zistite velkost vysky
na stranu prilahli k uhlom A a B.

2. V trojuholniku KM N v ktorom sin KNM = V3/2, cos KMN = 1/3 st zostrojené vysky NP
a M Q. Zistite hodnotu pomeru |[NP| : |MQ)|.

3. szky stran AB, BC a AC trojuholnika ABC' tvoria v uvedenom poradi geometrickii postupnost.
Zistite kvocient tejto postupnosti, ak viete, Ze pomer velkosti vysky trojuholnika ABC vedenej
z vrchola A k velkosti polomeru kruZnice vpisanej do tohto trojuholnika je 3.

4. V rovnoramennom trojuholniku ABC |AB| = |BC|, AD je os uhla trojuholnika, |BD| = b, |DC| =
c. Zistite velkost osi uhla trojuholnika AD.

5. Viete, Ze velkosti vysok trojuholnika st hi, ho a hs. Zistite jeho obsah.

6. Bod M lezi vo vnitri rovnoramenného trojuholnika ABC' so zdkladiiou AC' vo vzdialenosti 6 od
jeho ramien a vo vzdialenosti v/3 od jeho zakladne. Zistite velkost tejto zakladne, ak B = 27/3.
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KAPITOLA 1. TROJUHOLNIKY

V trojuholniku BCE vieme, ze |CE| : |[BC| = 3 a velkost uhla BCE je rovna 7/3. Usecka CK
je os uhla trojuholnika. Zistite |K E|, ak je velkost polomeru kruZnice opisanej trojuholniku BCE
rovnd 8v/3.

V trojuholniku ABC je stupfiovd miera uhla B rovnd 30°, |[AB| =4, |BC| = 6. Os uhla B pretina
stranu AC v bode D. Zistite obsah trojuholnika ABD.

V trojuholniku ABC je zostrojend os uhla trojuholnika C'D, pricom pomer velkosti uhlov ADC
a CDB je 7:5. Zistite velkost usecky AD, ak viete, ze |BC| =1, BAC = m/6.

V trojuholniku ABC sa osi uhlov trojuholnika BD a C'E pretinaji v bode O, |AB| = 14, |BC| = 6,
|AC| = 10. Zistite velkost tisecky OD.

V tupouhlom trojuholniku ABC je na strane AB dizky 14 zvoleny bod L tak, Zze mé rovnaku
vzdialenost od stran AC a BC a na tsecke AL bod K, ktory mé rovnaki vzdialenost od A a od
B. Zistite sinus velkosti uhla ACB, ak |KL| =1, CAB = /4.

Velkosti uhlov A, B a C trojuholnika ABC' tvoria aritmeticki postupnost s diferenciou /7. Osi
uhlov tohto trojuholnika sa pretinaji v bode D. Body A’, B’ a C' sa postupne nachddzaji na
predlzeniach tse¢iek DA, DB a DC za body A, B a C' v rovnakej vzdialenosti od bodu D. Dokazte,
ze velkosti uhlov A’, B’ a C’ trojuholnika A’B’C’ tiez tvoria aritmeticki postupnost. Aké je jej
diferencia?

V trojuholniku ABC pretina os uhla ABC' stranu AC' v bode K. Viete, ze |BC| = 2, |KC| = 1,
|BK| = 32, Zistite obsah trojuholnfka ABC.

Trojuholnik ABC' je vpisany do kruznice, ktorej velkost polomeru je /3 — 1.Uhlova miera uhla
BAC je rovnd 60° a velkost polomeru kruZnice dotykajucej sa strany BC' a predlzeni stran AB
a AC je rovnd 1. Zistite stupfiové miery uhlov ABC a ACB.

Velkost jedného z uhlov trojuholnika je rovné 27 /3, velkost protilahlej strany je rovné 6 a dizka
jednej z tseciek, na ktoré je rozdelend osou uhla, ktord k nej vedie, je 2. Zistite velkosti ostatnych
dvoch uhlov trojuholnika.

Spomedzi vSetkych trojuholnikov K LM, ktoré maji velkost polomeru im opisanej kruznice rovni
10, velkost strany KL rovni 16 a velkost vysky M H rovnu 3,9 vyberieme ten, v ktorom je velkost
taznice M N najmensia. Zistite velkost jeho uhla KM L.

V trojuholniku ABC je zostrojend taznica AD, |AD| =m, |AB| = ¢, |AC| = b. Zistite BAC.

Zistite velkost uhla A trojuholnika ABC, ak viete, ze |AB| = 2, |AC| = 4 a dizka aznice AM je
rovng /7.

V trojuholniku ABC je zostrojend taznica AM. Zistite obsah trojuholnika ABC, ak |AB| = |BC| =
2|AC|, |AM| = 4.

Zistite velkosti uhlov, ktoré zviera faznica BBj trojuholnika ABC so stranami AB a BC, ak
|AB| = 6, |[BC| = 8, |BBy| = 5.

V trojuholniku ABC' je dana priamka, ktord pretina strany AB a BC postupne v bodoch P a Q.
Vieme, ze |AB| = 3, |AC| = /5, dlzka faznice z vrchola A na stranu BC' je rovna v/6 a dlzky
tseciek AP, PQ a QC sa navzdjom rovnaju. Zistite velkost tsecky PQ.

V trojuholniku ABC je dand os uhla trojuholnika BK a taznica BM. Zistite velkost tsecky KM,
ak ABM =7/4, CBM =7/6, |AK| = 6.
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V trojuholniku ABC je dana os uhla trojuholnika BD a taznica AE. Vieme, ze |AB| =8, |BC| =
|BD| = 6. Zistite velkost taznice AE.

V trojuholniku ABC' je dané os uhla trojuholnika AL a taznica AM. Vieme, ze |AL| = 6, |AM| = 8,
|AC| = 2 - |AB|. Zistite velkost strany BC.

V trojuholniku KM N je dand vyska N A, os uhla trojuholnika N B a taznica NC, ktoré delia uhol
KN M na §tyri rovnaké casti. Zistite velkosti vysky N A, osi uhla trojuholnika N B a taznice NC,
ak je velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku KM N rovni R.

V trojuholniku ABC st dané vysky CH a AK. Zistite velkost strany AC, ak |AB| = ¢, |CH| = h,
|AK| = k.

V trojuholniku ABC' je dand vyska BH, pricom sa ukézalo, ze dl,z;klﬁseéiek CH a AH st v pomere
10 : 3. Zistite obsah trojuholnika ABC, ak viete, ze |BH| = h, ABC = x/6.

V trojuholniku ABC' je dané os uhla trojuholnika BL, ktord ma dizku 1. Zistite velkosti strén
trojuholnika ABC, ak viete, ze vzdialenosti bodov A a C od priamky BL si postupne p a q.

Vypocitajte velkost uhla A trojuholnika ABC, ak je velkost uhla B rovna /5 a vieme, Ze os uhla
pri vrchole C deli na polovicu uhol medzi taZnicou a vyskou, ktoré vychadzaji z tohto vrchola.

Na predlzeni strany BC trojuholnika ABC za bod B tak, Ze osi uhlov AEC a ABC sa pretinaju
v bode K, ktory lezi na strane AC. Dlzka tsecky BE je rovnda 1, dlzka tusecky BC je rovna 2,
uhlova miera uhla EK B je rovna 30°. Zistite dlzku stany AB.

V trojuholniku ABC' vieme, ze |AC| = |BC| = 12, |AB| = 6, AD je os uhla trojuholnika. Zistite
velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku ADC' a porovnajte tiito dlzku s ¢islom 13/2.

V trojuholniku ABC' s na strandch AB a BC' postupne vyznacené body M a N, pricom |BM| =
|BN|. Cez bod M zostrojime priamku kolmi na BC' a cez bod N priamku kolmi na AB. Tieto
priamky sa pretinaji v bode O. Predlzenie usecky BO pretina stranu AC v bode P, |[AP| = 5,
|PC| = 4. Zistite velkost usecky BP, ak viete, ze |BC| = 6.

Trojuholniku MK H je opisand kruznica so stredom v bode O, velkost jej polomeru je rovna r.
Velkost strany HM je rovna a. Vieme, ze plati rovnost |HK|? — |HM|? = |[HM|? — MK |?. Zistite
obsah trojuholnika OLK kde L je priese¢nik taznic trojuholnika M HK.

V trojuholniku K LM st dané osi uhlov trojuholnika KA a M B, ktoré sa pretinaji v bode O.
Uhlopriecky stvoruholnika AOBL sa pretinaju v bode C. Zistite pomery |BC|: |CA| a |LC|: |CO|
ak viete, ze |[KL| =m, |[KM| =1, |LM| = k.

Useéky AM a BP st faznicami trojuholnika ABC. Vieme, Ze uhol APB je rovny uhlu BMA,
|BP| = 1, kosinus velkosti uhla AC'B je rovny 4/5. Zistite obsah trojuholnika ABC.

Vo vnutri pravouhlého trojuholnika ABC's pravym uhlom C' je dany bod O tak, ze |OA| = |OB| = b.
CD je vyska trojuholnika ABC, bod E je stred tsecky OC, |DE| = a. Zistite |CE]|.

1.4 Podobnost trojuholnikov

Teoria

V tejto ¢asti sa budeme venovat tilohdm, pri rieseni ktorych hraji kli¢ovi rolu podobné trojuholniky.
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Definicia. Dva trojuholniky nazjvame podobnymsi, ak maji po dvojiciach zhodné vsetky uhly a dl/zvky
zodpovedagucich strdn maju rovnaky pomer. Teda

NABC ~ AAlBlC’l, ak /A= ZAl, /4B = ZBl, ZC = ZCl,

|AB| B |BC| B |AC|
|A1B1|  |B1C1|  JA1Ch|

By

Ay Cy

Ciselné hodnota pomeru dizok zodpovedajucich stran sa nazyva koeficient podobnosti trojuholnikov.
Znamend to toto: ak je dané, ze AABC ~ AA; B Ch, tak k = |AB| : |A1Bi|.

Pozndamka. V podobnych trojuholnikoch nemaji rovnaky pomer iba strany, ale aj vSetky ostatné linearne
ttvary (napriklad velkosti polomerov opisanych kruznic alebo velkosti osi uhlov trojuholnika zostrojenych
k zodpovedajicim si strandm). Pomer obsahov podobnych trojuholnikov je rovny druhej mocnine koefi-
cientu ich podobnosti.

Sformulujeme tri kritérid pre podobnost trojuholnikov:

1. Ak sd dva uhly jedného trojuholnika rovné dvom uhlom druhého trojuholnika, tak su trojuholniky
podobné.

2. Ak je niektory uhol jedného trojuholnika rovnaky ako niektory uhol druhého trojuholnika a dl/Zky
strdn trojuholnikov, ktoré prilichaju k tymto uhlom, maju rovnaky pomer, tak su trojuholniky po-
dobné.

3. Ak su dl/zvky troch stran jedného trojuholnika v rovnakom pomere k dlzkam troch strdn druhého
trojuholnika, tak su trojuholniky podobné.

Pozndmka. Podobné trojuholniky je nutné zapisovat spravne, teda poradie zodpovedajicich si vrcholov
trojuholnikov pri zdpise ich podobnosti je treba dodrzat. Ak je napriklad o trojuholnikoch ABC a M KN
zname, ze A = K a C' = M, tak spravny zéapis ich podobnosti bude AACB ~ AKMN. Potom budeme

pri pohlade na tento zdpis vediet jednoducho zapisat pomery

|AC)| B |AB| B |CB|
IKM| |KN| |MN|

Talesova veta. Ak pri pretnuti stran uhla rovnobeznymi priamkami vznikni na jednej strane uhla
navzdjom zhodné tsecky, tak vznikni navzdjom zhodné tsecky aj na druhej strane uhla (obrdzok vlavo).

ZovSeobecnena Talesova veta. Pri pretnuti stran uhla rovnobeznymi priamkami na stranach uhla
vzniknt tsecky, ktorych dizku st v rovnakom pomere (obrazok vpravo):

|AO|  |AB|  |BC|
|A10|  |A1B1|  |B1Ch|’
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Teraz zvazime niekolko klasickych situdcii, v ktorych vznikaji podobné trojuholniky.

Tvrdenie 1. Nech si na strandch AB a BC' trojuholnika ABC zvolené body M a N (M € AB,
N € AC) tak, Ze MN || AC. Potom si trojuholniky ABC a M BN podobné.

B

Dékaz. Uhly BAC a BMN sa dvojicou sihlasnych uhlov pri rovnobeznych priamkach AC a MN.
Preto ZBAC = ZBM N. Analogicky ukazeme, ze /BCA = ZBN M. To znamend, ze trojuholniky ABC
a M BN st podobné podla prvého kritéria pre podobnost trojuholnikov.

Tvrdenie 2. Nech sa tusecky AC a BD pretinaji v bode O, pricom AB || CD. Potom siu trojuholniky
AOB a COD podobné.

Dokaz. Uhly OAB a OCD su striedavé uhly pri rovnobeznych priamkach AB a C'D, ktoré su pretaté

AC'. Preto ZOAB = ZOCD. Okrem toho st uhly AOB a COD vrcholové, ¢o znamend ZAOB = ZCOD.

Preto su trojuholniky AOB a COD podobné podla prvého kritéria pre podobnost trojuholnikov.
Tvrdenie 3. Majme trojuholnik ABC, v ktorom su zostroyé/ng)gjgky BB a CCy. Potom st troju-

holniky AB1C1 a ABC podobné s koeficientom podobnosti | cos BAC| a tiez st podobné aj trojuholniky
ABB; a ACCh.
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Ch

AT B B C

Doékaz. Pri dokaze tohto tvrdenia je potrebné rozobrat dva rozne pripady. Ak je uhol A ostry, body
B1 a O lezia bud na strandch AC a AB, alebo na ich predlZeniach za body C a B. Nezavisle od toho
z pravouhlych trojuholnikov ABB; a ACCY dostiavame, ze

AB;| _
|AB|

[ACY|

AC] = cos BAC.

cos B/E,

Ked vyuZijeme tento fakt a to, ze uhol A je spoloény uhol trojuholnikov AB;C; a ABC, dostaneme, Ze
AAB;Cy ~ ANABC podla druhého kritéria pre podobnost trojuholnikov, pricom koeficient ich podobnosti
je rovny pomeru dizok ich zodpovedajicich stran, ¢ize kosinusu uhla BAC. Podobnost trojuholnikov
ABB; a ACC vyplyva z toho, ze uhly AB1B a AC1C s pravé a uhol A je ich spoloény uhol. Takze st
podobné podla prvého kritéria pre podobnost trojuholnikov.

Ak je uhol A tupy, tak body By a () lezia na predizeniach stran AC a AB za bod A. Vtedy
z pravouhlych trojuholnikov ABB; a ACCY dostaneme

|AC |
|AC|

|AB:|

AB| :cosB/AEl = —COSW

= cosC’/A?l = —cosE&TC7

Rovnako, ako v predoslom pripade, kedZe st uhly B1 AC, a BAC vrcholové a teda zhodné, dostdvame, Ze
NAB;Cy ~ AABC podla druhého kritéria pre podobnost trojuholnikov, pricom koeficient ich podobnosti
je rovny — cos BAC’\. Preto su v oboch pripadoch trojuholniky AB1Ch7 a ABC podobné s koeficientom
podobnosti | cos BAC|.

Podobnost trojuholnikov ABB; a ACC; vyplyva z toho, Ze uhly AB1B a AC;C st pravé a uhly
B1AB a C1AC st vrcholové.

Tvrdenie 4. Majme kruznicu, ktord prechddza cez vrcholy B a C trojuholnika ABC' a pretina jeho
strany AB a AC postupne v bodoch C1 a By. Potom si trojuholniky AB1C1 a ABC podobné.

C

Doékaz. Na dokaz tohto tvrdenia pouzijeme fakt, ze sticet protilahlych uhlov tetivového stvoruholnika je
rovny 7. Ked ho aplikujeme na $tvoruholnik BCy B C, dostaneme, Ze

CTB\C':W—@“ @:W—@l.
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Okrem toho z vlastnosti susednych uhlov
AB\Cy =7 —CB\Cy; ACiBy =7 — BCiB).
Z tychto dvoch dvojic vzfahov vyplyva, Ze
C1BC = AB\C1, BiCB = AC\B.
Preto st trojuholniky AB1C; a ABC podobné podla prvého kritéria pre podobnost trojuholnikov.

Pozndmka. Tvrdenie 3 je Specidlnym pripadom tvrdenia 4. Skutoc¢ne, ak BC' je priemer kruznice a uhol
A je ostry, tak body By a C] lezia postupne na stranich AC' a AB a uhly BC1C a CB; B sui uhly nad
priemerom, takze su pravé. Preto su usecky BB; a C'Cy vyskami trojuholnika ABC. Ale na rozdiel od
tvrdenia 3 ndm tvrdenie 4 nehovori ni¢ o koeficiente podobnosti trojuholnikov AB,C; a ABC.

Tvrdenie 5. Nech je CH vyska pravouhlého trojuholnika ABC vedend z jeho pravého uhla C. Potom
st trojuholniky ACH, CBH a ABC' po dvojiciach podobné.

C

B

Dékaz. Ak ozna¢ime velkost uhla BAC ako «, tak z pravouhlych trojuholnikov ACH, ABC a CBH
vyplyva, ze - - - -
ACH_E_Q’ ABC_E_Q’ BC’H—g— (5—01) = a.

Preto je Tubovolnd dvojica trojuholnikov z formuldcie tvrdenia podobnd podla prvého kritéria pre po-
dobnost trojuholnikov.

Pripomenme este dve dolezité vety, ktoré sa Casto vyuzivaju pri rieSeni tiloh. Dokazuju sa pomocou
podobnosti trojuholnikov.

Menelaova veta. Majme priamku, ktord pretina lubovolny trojuholnik ABC, pricom Bi je jej
prieseénik so stranou AC, Ay jej prieseénik s priamkou BC a Cy jej prieseénik s predl/zvem’m strany

AB. Potom
[ACY| |BAi| |CBi| _

|CiB| |AiC| |Bi4]

A

A, By

A B c, Gy A B
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Dékaz. Mozu nastat dve rozne situdcie: Bud lezf bod C'1 na prediZeni strany AB za vrcholom B (obrézok
vlavo), alebo lez{ na predlzeni strany AB za vrchol A (obrézok vpravo).Rozoberme prvy z tychto pripadov.
Zostrojime tisecku BK (K lezi na priamke A;C}) rovnobeznt so stranou AC. Potom podla tvrdenia 1

|ABy|  |ACY| |ABy| - |BCY|
ABKC, ~ AABC] —> - — |BK| =22
! =1 |BK| ~ |BC| |BK] ACy|
a podla tvrdenia 2
|BA,| |BK] |BA;| - |CB;]
AABK ~ AA,CB; — — « |BK|= 22U PRI
! L ICA| — |CB| IBK] ICA|

Z dvoch ziskanych vztahov vyplyva, Ze

[AB1|-|BCY| _ |BA1|-|CBi| _ |ACW| |BAi| |CBi| _
|AC| |C A IC1B| [AC| [BiA]

Druhy pripad sa zvazi tiplne analogicky.
Cevova veta. Nech v trojuholniku ABC' leZia body Ay, B1 a C1 postupne na strandch BC, AC a AB,
pricom sa usecky AAy, BB1 a CCy pretinaji v jednom bode. Potom

ACI| |BA)| |CBy|

=1.
|C1B|  |A1C]  |BiA|
B
Cy
A
(@)
A B C

Dokaz. Oznacime priesecnik useciek AA;, BBy a CCy pismenom O a pouzijeme Menelaovu vetu na
trojuholniky ABB; a CBBs:

|B1O| |BCi| [AC|

|C1 Al - OBy _ |B10| - |[AC|

- =1 = :
|OB|  |C1A] |CB| |BCh| |OB]|
BO| |BA |CAl _ | |ABi|-14,C| _ |BO| - |AC|
|OB|  |A1C]  |AB| |BA| [O2:1
Porovnéame lavé casti ziskanych rovnosti:
[C1A[-[CB1| _ |AB| - |ALC] [AC1| |BAi| |CBi| _
|BCh| |BA;| |C1B| |A1C| |B14] '

Cevova (¢ita sa ,,Cevova®) veta je dokézana.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. Do pravouhlého trojuholnika ABC, ktorého dfzky odvesien AB a AC st rovné 3 a 4 je vpisany
pravouholnik EK M P tak, ze strana EK lezi na prepone BC a vrcholy M a P postupne na odvesnach
AC a AB. Zistite dlzky stran pravouholnika EK M P, ak je jeho obsah rovny 5/3 a jeho obvod mensi,
nez 9.
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C K E B

Riesenie. Oznacime dlzku stran EP a MK v pravouholniku EK M P ako . Trojuholniky M KC a BAC
st podobné podla prvého kritéria podobnosti, pretoze uhly MKC a BAC si pravé a uhol C je ich
spoloénym uhlom. To znamena, ze

IMK| |KC|

IMK|-|AC| 3z
|AB| ~ |AC|

KO| = 28l ot
— K] |AB] 4

Analogicky dostaneme, ze APEB ~ ACAB, z ¢oho dostaneme

|BE|  |EP|

|EP|-|AB| 4
|AB| ~ |AC| -

o e e
— |BE| IAC| 3

Dalej si véimneme, ze podla Pytagorovej vety je |BC| = 5. Kedze body E a K lezia na strane BC,

dostaneme 5 X 60 25
x — 25x
FEK|=|BC|-|BE|-|KC|=5 - — - — =~ —"©

|EK| =|BC| - |BE| - |[KC| =5~ — 3 5

Teraz moézeme vyuzit podmienky tlohy pre obsah a obvod pravouholnika EK M P.

= |[MP|.

Sexmp = |EK| - |EP; .
Ppxyp =|EK|+|EP|+ |MP|+ |MK|

5 60 — 25z ,
3 =t T 5z — 122 +4 = 0;
= 1% 60 a5 { 4 T =2
2+ S < g 60 — 13z < 5
60-25-2 5
Preto|EP|:|MK|:2,]EK|:\MP]:T:8,

Odpoved. |EP| = |MK|=2, |EK|=|MP|=

[N

Uloha 2. V trojuholniku ABC' st na strandch AB a AC postupne dané body K a M. Zistite pomer,
v ktorom priese¢nik priamok KC a BM deli Gsecku BM, ak |[AK|:|KB|=2:3a|AM|:|MC|=4:5.

Riesenie. V tomto type tloh, teda pri ilohéch, kde si dané
nejaké pomery dizok useciek, sa tradi¢ne zavedie pre kazdy A
pomer jedna nezndma. Oznaéme prieseénik priamok KC' ,
a BM pismenom O a polozime |AK| = 2z, |[KB| = 3z, M
|AM| = 4y, |MC| = 5y, potom |AB| = 5z, |AC| = 9y. %

Prvy sposob riesenia je nasledujici: Napiseme Menelaovu M
vetu pre trojuholnik ABM a se¢nicu KO.

\BO| 9y 3z 27 0

AK| |BO| |MC| _ 9 3w _ 2
|[KB| |OM| |CA|l lOM| 5y 2z 10
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Nevyhodou tohto sposobu rieSenia je, ze Menelaova veta sa
nenachddza v Skolskych osnovach a pri jej pouziti pri rieseni
tiloh na skuiskach ju treba dokézat [T]

Je ale mozné predlozit iny spdsob riesenia, ktory vyuziva ideu, pomocou ktorej sa Menelaova veta
dokazovala. Ked hladdme ¢iselni hodnotu pomeru |BO| : |OM|, zostrojime z bodu M tsecku MM’
rovnobezni s KC (M’ € AB). Vtedy je podla tvrdenia 1 trojuholnik AM’'M podobny trojuholniku
AKC a trojuholnik BKO je podobny trojuholniku BM’'M. Z tychto podobnosti dostdvame:

|AM']  |AM| AM'| 4y
|AK|  |AC| 2r 9y

— AM| = %x;

|BM|  |BM'| _|AB|—|AM'| 5z - 8z 37

|BO|  |BK| |BK]| 3z 27

Teraz ziskame potrebny vztah celkom jednoducho:

|IBM| _ 37 |BO| _ |BO| 1 27

|BO| ~ 27 |OM| ~ |BM| - |BO| ~ By 10

27
10°
Uloha 5. DiZky useciek, ktoré spajaju paty vysok ostrouhlého trojuholnika si rovné 5, 12 a 13. Zistite
obsah trojuholnika.

Odpoved'.

Riesenie. Oznacme vrcholy trojuholnika pismenami A, B
a C a zostrojme jeho vysky AP, BQ a CS. Bez ujmy na
vieobecnosti budeme predpokladat, ze |[SP| = 13, | PQ| = 12,
QS| = 5.

S pouzitim tvrdenia 3 ziskame tri dvojice podobnych tro-
juholnikov: ACPQ ~ ANCAB, ABSP ~ ABCA a ANAQS ~
ANABC pricom koeficienty tychto podobnosti su kvoli ostro-  p : C
uhlosti trojuholnika ABC' postupne rovné cos ACB, cos ABC
a cos CAB. Takze ak sa nam podarf zistit velkosti tychto uhlov, tiloha bude v podstate vyriesend, pretoze

P _— P —_—
:Ag{ = cos ACB, EC|| =cos ABC, —— =cosCAB,

takze dokdzeme zistit diiky stran trojuholnika ABC'. V§imnime si, ze okrem toho z tych podobnosti
dostaneme nasledovné vztahy pre velkosti uhlov:

CPQ =CAB, CQP=CBA, BSP=BCA, BPS=BAC, AQS=ABC, ASQ=ACB.

Teraz jednoducho ziskame vztah medzi velkostami uhlov trojuholnika ABC a velkostami uhlov troju-
holnika, PQS:

—

OPS =~ CPQ — BPS = 1 — 9BAC < E@:%-@;
PSO — 7 — BSP — 480 — 1 — 2ACE < A/C\B:g_Lg@;
SOP — 7 — AQS — COP — 7 — 9ABC «— @\czg_wTP.

"Pozn. prekl.: Tyka sa prijimacich skdsok v Rusku. Pri rieseni matematickej olympiddy pokojne Menelaovu vetu
pouzivajte, staci sa na nu odvolat.
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Ostava len zistif kosinusy, ktoré potrebujeme. Vsimnime si, Ze trojuholnik PQS je pravouhly (lebo
132 = 122 + 52). Preto

— |PQ| 12 —— QS| 5
P 22 cosP 2 S0P =
csQPS = T5p1 = 130 = 15p 130 P9

cosB//E:cos i—@ :sinQPS: 1_COSQPS: 1 :
2 2 2 \/ 2 /26
cos@:cos z—@ :sinPSQ: 1_COSPSQ: 2 .
2 2 2 \/ 2 V13

Takto sme nasli vSetky koeficienty podobnosti. Ostéva nam zistit dizky stran trojuholnika ABC, ktoré
potrebujeme:

P
|AB| = PQl g3, |BC| = CLINT

COSACB cos BAC
1 — 1 1
Saapc =5 - |AB| - |BC| sin ABC = - - 6v/13 - 5v/26 - Vol 195.

Odpoved’. 195.

Uloha 4. V ostrouhlom trojuholniku ABC' je na vyske AD dany bod M a na vyske BP bod N tak,
ze uhly BMC a ANC su pravé. Vieme, ze MCN = 30°, |IMN| = 4 + 2y/3. Zistite dizku osi uhla CL
trojuholnika MCN.

Riesenie. V zadani tejto tlohy st uz zadané dva
prvky trojuholnika MCN. To znamena, Ze ne-
jakym sposobom potrebujeme z podmienok pre
polohu bodov N a M ziskaf eSte nejaky vztfah
ohladom prvkov trojuholnika M CN. Vsimneme si,
7e podla tvrdenia 5 je trojuholnik NCP podobny
s trojuholnikom ACN, trojuholnik CM D je po-
dobny s trojuholnikom C'BM a tieto podobnosti
vyuzijeme:

CN CcP
CM CD A

Okrem toho z tvrdenia 3 vyplyva, ze trojuholniky ADC a BPC su tiez podobné a preto

|ICD|  |AC|

it S i AC|-|CP| = |BC|-|CD|.
CP| = (5 — |ACI-ICPI=1BC)- oD

Preto plati |CM|? = |CN|?, ¢ize |CM| = |CN|. Takze trojuholnik MCN je rovnoramenny a CL je jeho
os uhla, faznica aj vyska. Ked to vezmeme do tvahy, dostaneme

1 1 30°
ICL| = = - |MN]| - cotg 15° = (2 + /3) - 1SSV o 4B
2 sin 30°

Odpoved’. 7+ 4/3.
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Ijlohy

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

V pravouhlom trojuholniku ABC je z pravého uhla B vedend vyska BD na preponu AC. Viete, ze
|AB| = 13, |BD| = 12. Zistite obsah trojuholnika ABC.

.V trojuholniku ABC je velkost vysky BD rovnd 11,2 a velkost vysky AE rovnd 12. Bod E lezi na

strane BC, pricom |BE| : |EC| = 5 : 9. Zistite dizku strany AC.

V trojuholniku ABC je velkost strany AB rovna 8, velkost uhla AC'B rovnéa m/3. Priamka rov-
nobeznd so stranou AB pretina stranu AC' v bode D a stranu BC' v bode E. Vieme, ze |BC| = |DC/,
|DE| = 3. Zistite |BC.

KruZnica so stredom na prepone pravouhlého trojuholnika sa dotyka jeho odvesien. Zistite velkost
polomeru tejto kruznice, ak su dlzky odvesien trojuholnika 3 a 4.

Kruznica so stredom na prepone AB pravouhlého trojuholnika ABC sa dotyka jeho odvesien AC
a BC postupne v bodoch D a E. Zistite velkost uhla ABC, ak |AE| =1, |[BD| = 3.

V rovnobezniku ABCD je velkost strany AB rovna 6 a velkost vysky na zdkladiiu AD rovn4 3.
Os uhla BAD pretina stranu BC' v bode M tak, ze |[MC| = 4; N je priesecnik tseciek AM a BD.
Zistite obsah trojuholnika BN M.

Do rovnoramenného trojuholnika ABC' so zékladiiou AC je vpisané kruZnica, ktorej velkost po-
lomeru je rovnéa 3. Priamka p sa dotyka tejto kruznice a je rovnobezna s priamkou AC, ale nie
je s nou zhodna. Vzdialenost bodu B od priamky p je rovna 3. Zistite vzdialenost medzi bodmi,
v ktorych sa dand kruznica dotyka stran AB a BC.

V kosostvorci ABC'D su zostrojené vysky BP a B(@Q. Ony pretinaju uhlopriecku AC' postupne
v bodoch M a N (M je medzi A a N). Vieme, ze |AM| = p, |MN| = q. Zistite |PQ)|.

Na ramenéch ostrého uhla s vrcholom O sd dané body A a _Ji Na polpriamke OB je dany bod M
vo vzdialenosti 3 - |OA| od priamky OA a na polpriamke OA bod N vo vzdialenosti 3 - |OB| od
priamky OB. Velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku AOB je rovna 3. Zistite |[M N]|.

V trojuholniku ABC je uhol C tupy, bod D je priese¢nik priamky DB kolmej na AB a priamky
DC kolmej na AC'. Vyska trojuholnika ADC' vedend z vrchola C pretina AB v bode M. Vieme, ze
|AM| = a, |M B| = b. Zistite |[AC]|.

Na strane P(Q trojuholnika PQR je dany bod N a na strane PR bod L, pricom |[NQ| = |LR].
Priesecnik tseciek QL a N R deli tsecku QL v poradi od bodu @ v pomere m : n. Zistite hodnotu
pomeru |[PN|: |PR].

V trojuholniku ABC st na strane AC zvolené body P a @ tak, ze |AP| > |AQ)|. Priamky BP a BQ
delia faznicu AM na tri rovnaké casti. Vieme, ze |PQ| = 3. Zistite dlzku strany AC.

V trojuholniku ABC je na strane AB dany bod K a na strane AC bod M tak, ze |AK|: |KB| =
3:2, |JAM|: |[MC| =4 : 5. Zistite pomer, v ktorom priamka prechddzajica bodom K a kolma na
BC deli isecku BM.

V trojuholniky ABC je na strane AB dany bod N a na strane AC bod M. Usecky CN a BM sa
pretinaji v bode O. Zistite |CO| : |ON]|, ak viete, ze |AN|: |[NB|=2:3, |[BO|:|OM|=5:2.

V trojuholniku ABC deli bod D stranu AB na polovicu a bod E lezi na strane B(C, pricom
|BC| = 3|BE|. Usecky AE a C'D sa pretinaji v bode O, |[AE| =5, |OC| = 4, AOC = 120°. Zistite
dlzku strany AB.
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29.

30.

V trojuholniku ABC' lezia body D, E a F postupne na stranidch AB, BC a AC. Vieme, ze |AD] :
|DB| =1:2, |BE|: |EC|=2:3, |AF|:|FC| =1:1. Usecky DE a BF sa pretinaji v bode K.
Vypotitajte pomer |BK| : |KF)|.

V trojuholniku ABC' je velkost vysky BD rovnd 6, velkost taznice CE rovnd 5, vzdialenost
priese¢nika tse¢iek BD a CE od strany AC je rovné 1. Zistite velkost strany AB.

V trojuholniku ABC' si z vrcholov A a B zostrojené usecky AD a BE, pricom body D a F lezia
postupne na strandch BC' a AC. Usecky AD a BE sa pretinaji v bode @ tak, ze |AQ| : |QD| = z,
|BQ| : |QE| = y. Zistite hodnotu pomerov |AE| : |EC| a |BD| : |DC.

V trojuholniku PQR lezi bod T na strane PR tak, ze Q/ﬁ% = fQ\R Vieme, ze |PT| =8, |TR| = 1.
Zistite:

a) velkost strany QR;
b) velkost uhla QRP, ak velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku PQT je rovna 3v/3.

Cez vrcholy A a B trojuholnika ABC vedie kruznica s velkostou polomeru 2v/5, ktord z priamky
BC vytina tisecku dlzky 4v/5 a priamky AC sa dotyka v bode A. Z bodu B vedieme kolmicu na
priamku BC, ktord pretne priamku AC' v bode F'. Zistite obsah trojuholnika ABC, ak |BF| = 2.

Taznice AM a BE trojuholnika ABC' sa pretinaji v bode O. Body O, M, E, C lezia na jednej
kruznici, |BE| = |AM| = 3. Zistite AB.

Na strandch AB, BC a AC trojuholnika ABC lezia postupne body D, E a F. Usecky AE a DF
prechadzaju cez stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC a priamky DF a BC' su rovnobezné.
Zistite dlzku tsecky BE a obvod trojuholnika ABC, ak viete, ze |BC| =15, |[BD| =6, |CF| = 4.

Priamka rovnobeznd s taznicou AD pravouhlého trojuholnika ABC pretina jeho preponu BC' v bode
F, odvesnu AB v bode E a priamku AC v bode H. Viete, ze |EF| = 1, |[EH| = 3. Zistite velkost
prepony BC.

Na strandch AB a AD pravouholnika ABC'D s zvolené body P a Q (P € AB) tak, ze ZCQD =
ZAQP = /BPC. Vypotitajte velkost usecky AP, ak |AB| =, |AD| =d (b > d).

Priamky obsahujiice vysky trojuholnika ABC sa pretinaji v bode H. Vieme, ze |BH| = 6, ABC =
7/3. Zistite velkost strany |AC).

V trojuholniku ABC' lezi pravouholnik PQRS tak, ze strana P(Q) lezi na tusecke AC a vrcholy R
a S lezia postupne na strandch BC' a AB. Zistite dlzku usecky PS ak viete, ze |AP| =1, |PQ| =5,
|QC| = 2 a obvod trojuholnika BRS' je rovny 15.

Na predizent osi uhla AL trojuholnika ABC' za bod A lezf bod D tak, ze BDC = BAL = /3,
|AD| = 10. Zistite obsah trojuholnika ABC.

V pravouhlom trojuholniku ABC je zostrojend os uhla BD a na prepone BC je zvoleny bod H
tak, ze DH | BD. Zistite obsah trojuholnika ABC ak viete, ze |CH| =1, |CD| = 2.

Na strane AB konvexného §tvoruholnika ABCD je zvoleny bod M tak, ze ZAMD = /ADB
a LZACM = ZABC. Trojndsobok druhej mocniny pomeru vzdialenosti bodu A od priamky CD
a vzdialenosti bodu C od priamky AD je rovny 2, |CD| = 20. Zistite velkost polomeru kruznice
vpisanej do trojuholnika ACD.

Na strandch AB a BC trojuholnika ABC' st postupne dané body M a N tak, ze BAC = BNM =
7/6. Okrem toho vieme, ze |AM| = |C'N|. Zistite pomer obvodu trojuholnika ABC k si¢tu dlzok
jeho taznic.
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31. N4jdite dvojicu podobnych trojuholnikov, ktorych dfzky stran su celé ¢&isla ak viete, ze velkosti
dvoch stran prvého trojuholnika st rovnaké, ako dlzky dvoch stran druhého trojuholnika a dlzky
ich tretich stran sa lisia o 61.

1.5 Obsah trojuholnika
Teoria

V tejto ¢asti budu rozobraté viaceré fakty, ktoré sa tykaji obsahov trojuholnikov. Na tdspesné rieSenie
tloh, ktoré sa tejto témy tykajui, je nutné poznat a vedief zdovodnit vSetky niZsie uvedené lemy.

Na zaciatok sformulujeme dve tvrdenia, ktoré by mali byt vnimané ako axiémy.

Tvrdenie 1. Zhodné dtvary maji rovnaké obsahy.

Tvrdenie 2. Ak sa wtvar F' skladd z dvoch neprekrijvajicich sa dtvarov Fy a Fs, tak je obsah ttvaru
F rovny suctu obsahov utvarov Fi a Fs.

Teraz dokazeme pit liem, s pomocou ktorych sa riesi vii¢sina tiloh sivisiacich s obsahom trojuholnikov
a mnohouholnikov.

Lema 1. Ak maju dva trojuholniky spoloény vrchol a ich strany oproti tomuto vrcholu leZia na jednej
priamke, tak pomer obsahov tychto trojuholnikov je rovny pomeru dlzok zmienengch strdan.

C
Sapc _ |AB)
Spse  |DE|
/]
A B H D E

Dokaz. Majme trojuholniky ABC a DEC, strany AB a DFE ktorych lezia na jednej priamke. Z bodu
C spustime kolmicu na tito priamku a je zrejmé, ze tisecka C'H bude aj vyskou trojuholnika ABC' aj
vyskou trojuholnika DEC. Nakoniec vyuzijeme vzorec pre obsah trojuholnika v zavislosti od diZky jeho
strany a dfzky jeho vysky:

Saapc _ |AB]
Sapec  |DE|

1 1
SaABC = 3 |AB|-|CH|, Saprc = 3 |DE| - |CH| =

Q.E.D.

Lema 2. Ak niektory vrchol a protilahld strana jedného trojuholnika a niektory vrchol a protilahld
strana druhého trojuholnika lezia na dvoch rovnobeznych priamkach, tak pomer obsahov tychto troju-
holnikov je rovny pomeru dlZok zmienenych stran.

A E G F

Sasc _ |BC|
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Dékaz. Majme trojuholniky ABC a DEF, budeme predpokladat, Ze strana BC a vrchol D leZia na
jednej priamke a strana E'F a bod A lezia na druhej priamke, pricom tieto priamky si rovnobezné.
Zostrojime vysky AH a DG tychto trojuholnikov. Dizky tseciek AH a DG sa budd rovnat, pretoze si
obe kolmé na obidve priamky. Potom vyuzijeme vzorec pre obsah trojuholnika v zavislosti od dIZky jeho
strany a dfzky jeho vysky:

1 1 SAABC |BC|
S =—-|BC|-|AH|, S =—-.|FF| - |DG| = = .
AABC = 5 |BC|-|AH|, Saper 5 |EF| - |DG] Scppr  |EF)
Pripad, v ktorom vrcholy A a D lezia na jednej priamke a strany BC' a EF' na druhej priamke sa dokaze
analogicky:.
Q.E.D.

Lema 3. Ak je velkost niektorej strany jedného trojuholnika rovnakd, ako velkost niektorej strany
druhého trojuholnika, tak pomer obsahov tyjchto trojuholnikov je rovny pomeru diZok ich vijsok zostrojengjch
na tieto strany.

C
SABC:’CH‘ F
A “H B E G D

Dékaz. Majme trojuholniky ABC a DEF, ktoré maju strany AB a DFE rovnakej dfzky. Zostrojime
vysky CH a F'G tychto trojuholnikov a pouzijeme vzorec pre obsah trojuholnika v zavislosti od dlzky
jeho strany a dlzky jeho vysky:

|AB|-|CH| |CH|
|DE[-[FG| ~ [FG|

SaaBc
SADEF

1 1
SaaBc = 3 |AB|-|CH|, Saper = 5 |DE| - |FG| =

N = [ D=

Q.E.D.

Lema 4. Ak je niektory uhol jedného trojuholnika rovnaky, ako niektory uhol druhého trojuholnika
alebo ako uhol s nim susedng, tak pomer obsahov tijchto trojuholnikov je rovng pomeru siucinov dlZok ich
strdn, ktoré uréuju dané uhly.

Sapc _ |AB| |AC|
Sppr  |DE| |DF)|
Sapc _ |AB] |AC]
Spre |DH| |DG| g
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Dékaz. Majme trojuholniky ABC a DEF, budeme predpokladat, Ze uhly BAC a EDF st zhodné
a velkosti tychto uhlov st rovné . PouZijeme vzorec pre obsah trojuholnika v zévislosti od dlzok dvoch
jeho stran a sinusu uhla medi nimi:

1 — 1 —
SAaaBC = 5 . |AB| . |AC| 'SinBAC, SADEF = 5 . |DE| . |DF| -sin EDF —

|AB|-|AC| -sina  |AB| - |AC|
.|DE|-|DF|-sinac  |DE|-|DF|’
Teraz zvdzme trojuholniky ABC a DGH, je vidno, ze uhol BAC je rovny uhlu, ktory je susedny s uhlom

GDH. Kedze sicet velkosti susednych uhlov je rovny 7, GDH = m — EDF = 1 — . TakZe s pouzitim
toho, ze sin(m — a) = sin o dostaneme

SaaBc
SADEF

L NI

1 _— 1 —_—
SAABC = 5 : ’AB| : ’AC| . SinBAC, SADGH = 5 . ‘DG’ . |DH| -sinGDH —

SapGH .|DG| - |DH|-sin(r —a) |DG|-|DH|

N[ =

Q.E.D.
Lema 5. Ak si dva trojuholniky podobné s koeficientom podobnosti k, tak pomer ich obsahov je

rovng k2.

AB| _|BC| _JAC] _ A
|\DE|  |EF| |DF|
Sapc g2
SDEF
B
A C D F

Doékaz. Majme podobné trojuholniky ABC a DEF, nech

[AB| _ |BC| _ |AC] _

= = =k.
|DE| |EF| |DF|

KedZe st si v podobnych trojuholnikoch zodpovedajiice uhly rovné, tak s pouzitim lemy 4 dostaneme:

Saapc _ |AB|-|AC| _ |AB| [AC| _

- = =k k=K.
Saper  |DE|-|DF| |DE| [DF)|

Q.ED.

UkadzZky riesenych iloh

Uloha 1. Na strandch AB, BC a AD rovnobeznika ABCD su postupne dané body K, M a L. Zis-
tite pomer obsahov trojuholnikov KBL a BML, ak |AK| : |[KB| = 2 : 1, |[BM| : |[MC| =1 : 1,
|AL|:|LD|=1":3.
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Riesenie. Oznaéime dlzku usecky AL pismenom z a dizku B 2 M 2 C
usecky K B pismenom y. Potom vzhladom na podmienky zo y
zadania |LD| = 3z, |AD| = 4z, |AK| = 2y, |AB| = 3y. K

Kedze je ABCD rovnobeznik, po prvé BC' || AD a po druhé
|BC| = |AD| = 4z, z ¢oho vyplyva, ze |BM| = |MC| =

2
11BC| = 2. Y

Pozndmka. Ak v tlohe treba zistit pomer obsahov troju-
holnikov, je vhodné oznacit si mensi z obsahov pismenom A x |, 3 D
S a vyjadrif si s jeho pomocou viési obsah, pricom sa v me-
dzikrokoch mozu vyuzit d’alsie trojuholniky. Vzdy je uzitoéné
najprv si stanovit plan a aZ potom prevadzat vypocty.
Takze oznac¢me si obsah trojuholnika K BL pismenom .S a vyjadrime s jeho pomocou postupne obsahy
trojuholnikov SAaxpr, — SaaBr — Samr- Teraz s pouzitim liem 1 a 2 dostaneme

SAABL |AB| SABML |BM |
Saxpr  |KB| AABL " Spaabr  |AL| ABML
Sakpr, S 1
Takz = — =_,
e Sapur  6S 6
Odpoved’. 1 : 6.

Uloha 2. V trojuholniku ABC je velkost vysky BD rovna 3, velkost faznice BM rovna 5. Na strane BC
je dany bod @ tak, ze |BQ| =1, |QC| = 5. Zistite obsah trojuholnika AQC' ak viete, ze je vacsi ako 3.

B, Q

C A D A M C

Riesenie. Najprv ziskame vztah medzi obsahmi trojuholnikov ABC a AQC. S pouzitim lemy 1 zistime

Spage _ |1QC| 5 5
SAABC ’BC’ 6 NAQC 6 ANABC

Na vypocet obsahu trojuholnika ABC potrebujeme vypoéitat dlzku jeho zdkladne AC, pretoze velkost
jeho vysky BD uz pozname. Budeme postupovat nasledovne: najprv pouzijeme Pytagorovu vetu na
trojuholniky BDM a BDC:

|IDM|? = |[BM|? — |BD|> =25 -9 =16 — |DM| =4,
IDC|? = |BC? — |BD| = 36 — 9 = 27 = |DC| = 3V/3.

Dalej si vSimneme, Ze st dve rézne moznosti rozlozenia. Ak bod M lez{ medzi bodmi D a C (obrézok

vpravo), tak
|ICM| = |DC| — |DM| =3V3 —4, |AC|=2|CM|=2-(3V3 —4),

1 5
SAABC = 3 |AC| - |BD|=3- (3\/5— 4), Saaqc = 3 (3\/§— 4) < 3.
TakZze toto rozlozenie ndm nevyhovujeﬁ Ak ale bod D lezi medzi bodmi M a C (obrdzok vlavo), tak

|CM| = |DC|+ |DM|=3V3+4, |AC|=2|CM|=2(3V3+4),

2Pozn. prekl.: Ukazat bez pouzitia kalkulacky platnost nerovnosti % -(3v/3—4) < 3 je zaujimava vynechand cast riesenia.
Limit je nastaveny pomerne tesne.
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(3V344) > 3.

Do | ot

1
Saape =5 - |AC|-|BD| =3 (3V3+4), Saagc =

15v/3 4 20
—
Uloha 3. V lichobezniku ABCD je zvoleny na prediiem’ zdkladne BC bod M tak, ze priamka AM

oddeluje od lichobeznika ABCD trojuholnik, obsah ktorého je styrikrat mensi, neZ obsah lichobeznika
ABCD. Zistite velkost tsecky CM, ak |AD| =8, |BC| = 4.

Odpoved..

Riesenie. Oznacme priese¢nik tseciek AM a C'D pismenom
N. KedZe st trojuholniky AN D a M NC podobné, sta¢i ndm
na ziskanie odpovede na otdzku zistit pomer |[DN| : [NC]|,
ktory mozeme jednoducho ziskat, ak pouZijeme pomery ob-
sahov z podmienok 1lohy. Aby sme mohli efektivne pouzivat
lemy o obsahoch trojuholnikov, zostrojime si uhlopriecku AC.
Potom s prihliadnutim k tomu, ze AD || BC z lemy 2 dosta-
neme, ze pomer obsahov trojuholnikov ACD a ABC bude
rovny pomeru dizok tse¢iek AD a BC, ¢ize 2. Preto sa obsah
trojuholnika AC'D rovna dvom tretindim obsahu lichobeznika
ABCD a z lemy 1 dostaneme

Spanp  |DN| . iSaBcp  |DN| IDN|
Spacp  |CD| 2Sapcp  |CD| |CD|

3 IDN|_3
8 INC| 5

Na zaver z podobnosti trojuholnikov AND a M NC dostdvame

40

|AD| _|DN| 3 40
L i Y b =

5}
o~ [Na| ~ 5 o OMI=5-1ADl=

4
Odpoved.. ?O

Uloha 4. V trojuholniku ABC' je zostrojend os uhla BL. Vieme, ze |AC| = 8 a ze pomer obsahov
trojuholnikov ABL a BLC je 3 : 1. Zistite taku velkost osi uhla BL, pre ktori bude velkost vysky
zostrojenej z bodu B na stranu AC' maximaélna.

e 9 ’ . . . . , . . _ SpaBL |AL| _ |AB]|
{zzeseme. Podla lemy 1 a zakladnej vlastnosti osi uhla trojuholnika vieme, ze 3 = Sapio — |LC| = 1BO|"
Dalej je mozné postupovat viacerymi spoésobmi.

Prvy sposob. Polozme |BC| = z, potom |AB| = 3z, spapc = 2z + 4. Pouzijeme Herénov vzorec:

Spaage = /(22 +4)(2x + 4 — 8)(2r + 4 — 32)(2z + 4 — x) = /(422 — 16)(16 — z2).
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S vyuzitim vlastnost{ kvadratickej funkcie dostdvame, zZe maximum pravej ¢asti sa nadobiida pre 22 = 10,
takze |BC| = v/10, |AB| = 34/10. Teraz zostéva iba pouzit vzorec pre dlzku osi uhla:

|BL|? = |AB| - |BC| — |AL| - |LC| = 30 — 12 = 18 = |BL| = V18.

Druhy spoésob. Dokazeme, ze geometrické miesto bodov B splitajticich podmienku |AB|: |BC| =3
je kruznica, ktorej priemerom je tisecka LL’, kde L’ je priesecnik osi uhla susedného k uhlu ABC' a priamky
AC E] Skutocne, body L a L’ patria do tohto geometrického miesta bodov pretoze zo zdkladnej vlastnosti
osi uhla trojuholnika mame |AL| : |[LC| = 3 a podla vlastnosti osi vonkajsieho uhla trojuholnika (ktors sa
dokazuje tplne rovnako, ako vlastnost osi vniitorného uhla — treba pouzit sinusovi vetu) |[AL'| : |L'C| = 3.
Pritom poloha bodov L a L’ vobec nezavisi od polohy bodu B. Nakoniec si v§imneme, Ze uhol LBL’ je
pravy, ked'ze je to uhol medzi osami susednych uhlov. Z toho vyplyva nase tvrdenie.

Potom z vlastnost{ osi vnitorného a vonkajsieho uhla dostaneme |CL| = 2, |CL'| = 4, |LL'| = 6,
takze velkost polomeru kruznice, na ktorej lezi bod B je rovnd 3. VSimnime si, Ze kedZe

1
SAABe = 3 |BH| - |AC| = 4|BH|,

tak obsah trojuholnika ABC bude maximélny vtedy, ked bude maximélna velkost vysky BH. Z geomet-
rickej tivahy je zrejmé, Ze najvicsia mozna velkost vysky BH je rovna 3, pricom bod H bude stredom
nasej kruznice, teda |LH| = 3. Nakoniec s pouzitim Pytagorovej vety pre trojuholnik BLH ziskame

velkost, ktort potrebujeme: |BL| = +/|BH|* + |[LH|? = V/18.
Odpoved’. /18.

leohy

1. Nastrane KM trojuholnika K LM, ktory m& obsah rovny 4, je dany bod N tak, ze |[K M| = 4|M N|.
Zistite velkost tisecky LN ak je velkost strany K L rovné 2v/3 a KLN = /3.

2. Stred O kruznice s velkostou polomeru 3 lez{ na prepone AC pravouhlého trojuholnika ABC. Jeho
odvesny sa dotykaju tejto kruznice. Zistite obsah trojuholnika ABC, ak viete, ze |OC| = 5.

3. Vo vnutri pravouhlého trojuholnika ABC (uhol ABC je pravy) je dany bod D tak, ze obsahy
trojuholnikov ABD a BCD st postupne trikrat a styrikrat mensie, nez obsah trojuholnika ABC.
Zistite velkost usecky BD, ak |AD| = a, |DC| = c.

4. V lichobezniku ABCD je |CD| = 12, rameno AD je kolmé na zékladne a mé dlzku 9. Velkost tisecky
AO, kde O je priese¢nik uhlopriecok lichobeznika ABCD, je rovna 6. Zistite obsah trojuholnika
BOC.

5. Priamka, ktord prechddza cez vrchol zdkladne rovnoramenného trojuholnika, deli jeho obsah na
polovice a obvod deli na casti dlhé 5 m a 7 m. Zistite obsah trojuholnika.

6. V rovnoramennom trojuholniku ABC je dizka zékladne AC rovn4 2 a velkost uhla ACB je rovna
7/6. Z vrcholu A zostrojime na rameno BC taznicu AD a os uhla AE. Zistite obsah trojuholnika
ADE.

7. V trojuholniku FGH je uhol G pravy, |FG| =8, |GH| = 2. Bod D lezi na strane FFH a A a B su
postupne priese¢niky taznic trojuholnikov FGD a DGH. Zistite obsah trojuholnika GAB.

8. Je dany trojuholnik ABC, ktorého obsah je rovny 2. Na jeho tazniciach AK, BL a C'N st postupne
dané body P, @ a R tak, ze |AP| = |PK|, |QL| = 2|BQ)|, |CR| : |[RN| = 5 : 4. Zistite obsah
trojuholnika PQR.

3Pozn. prekl.: T4to kruznica sa nazyva Apoléniova kruznica.
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Bod N lezi na prepone AC pravouhlého rovnoramenného trojuholnika ABC. Bod M lezi na odvesne
AB tak, ze uhol M NC je pravy. Vieme, ze obsah trojuholnika M NC predstavuje tri osminy obsahu
trojuholnika ABC. Vypocitajte pomer |[AN|: |NC|.

Pravouhlé trojuholniky ABC a ABD maju spolo¢ni preponu ADB, dizka ktorej je rovnda 5. Body
C a D lezia na opacnych stranach od priamky AB, |BC| = |BD| = 3. Bod E lezi na strane AC,
|[EC| = 1. Bod F lezi na strane AD, |FD| = 2. Zistite obsah pétuholnika ECBDF.

V trojuholniku ABC st faznica AD a os uhla BE na seba kolmé a pretinaji sa v bode F. Zistite
obsah trojuholnika ABC, ak je obsah trojuholnika DEF rovny 5.

V kosostvorci ABC'D kolmica na stranu AD zostrojend v jej strede pretina uhlopriecku AC' v bode
M a kolmica na stranu C'D zostrojend v jej strede pretina uhlopriecku AC v bode N. Zistite pomer
obsahov trojuholnika M N D a kosostvorca ABCD, ak BAD = 7/3.

Zékladna AB lichobeznika ABCD je dvakrat dlhsSia, nez zdkladina C'D a dvakrat dlh§ia, nez rameno
AD. Zistite obsah lichobeznika ABC D ak viete, ze |AC| = a, |BC| = b.

Na strandch KL a LM trojuholnika K LM si postupne dané body A a B. Useéky KB a MA
sa pretinaju v bode C. Zistite obsah trojuholnika ALC, ak viete, ze obsahy trojuholnikov K AC,
MBC a KCM su postupne rovné 12, 50 a 45.

V rovnobezniku ABCD je na uhlopriecke AC' dany bod E a na strane AD dany bod F', pricom
|AC| = 3|AE|, |AD| = 4| AF|. Zistite obsah rovnobeznika ABC'D ak je obsah stvoruholnika ABGE,
kde G je priese¢nik priamky F'E a tsecky BC| rovny 8.

V trojuholniku ABC je na strane AB dany bod K a na strane BC dany bod L tak, ze |AK|: |BK| =
1:2,|CL|:|BL|=2:1.Nech Q je prieseénik priamok AL a C'K. Zistite obsah trojuholnika ABC,
ak je dané, ze obsah trojuholnika BQC' je rovny 1.

Do rovnoramenného trojuholnika ABC so zdkladiou AC je vpisana kruznica, ktora sa dotyka
ramena AB v bode M. Z bodu M vedme kolmicu ML na stranu AC trojuholnika ABC' (bod L
je pitou tejto kolmice). Zistite velkost uhla BC'A ak viete, Ze obsah trojuholnika ABC' je rovny 1
a obsah §tvoruholnika LM BC je rovny S.

Cez vrcholy A a B trojuholnika ABC' vedie kruznica, ktord pretina strany BC' a AC' postupne
v bodoch D a E. Obsah trojuholntka CDE je sedemkrat mensi, nez obsah stvoruholnika ABDE.
Zistite |DE| a velkost polomeru kruznice, ak |AB| = 4, C' = 45°.

Na strane AB trojuholnika ABC' je dany bod E a na strane BC bod D tak, ze |AE| = 2, |CD| = 1.
Priamky AD a C'E sa pretinaji v bode O. Zistite obsah stvoruholnika BDOE, ak |AB| = |BC| =8,
|AC| = 6.

V rovine lezi rovnoramenny pravouhly trojuholnik, ktorého odvesny majui dizku a. Otoéenim tohto
trojuholnika okolo vrchola pri pravom uhle o 45° ziskame druhy rovnoramenny pravouhly troju-
holnik. Zistite obsah $tvoruholnika, ktory je prienikom tychto dvoch trojuholnikov.

Velkost polomeru kruznice vpisaného do rovnoramenného trojuholnika ABC je rovna 4,
|AC| = |BC|. Na priamke AB je dany bod D, ktorého vzdialenosti od priamok AC a BC su
postupne 11 a 3. Zistite cos DBC'.

Obsah lichobeznika ABCD je rovny 30. Bod P je stred ramena AB. Bod R lezi na ramene C'D
tak, ze 2|CD| = 3|RD|. Priamky AR a PD sa pretinaji v bode Q. Zistite obsah trojuholnika APQ
ak viete, ze |AD| = 2|BC.
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V lichobezniku ABCD si strany AB a CD rovnobezné, pricom |CD| = 2|AB|. Na strandch AD
a BC su postupne zvolené body P a @ tak, ze |DP|: |PA| =2 : 1, |BQ| : |QC| = 3 : 4. Zistite
pomer obsahov stvoruholnikov ABQP a CDPQ.

Body P a @ lezia na strane BC trojuholnika ABC tak, ze |BP|: |PQ|: |QC|=1:2:3. Bod R lezi
na strane AC' tohto trojuholnika tak, ze |AR| : |[RC| =1 : 2. Aky je pomer obsahu stvoruholnika
PQST k obsahu trojuholnika ABC ak su S a T postupne prieseéniky priamky BR s priamkami
AQ a AP?

V trojuholniku ABC' s obsahom S je zostrojend os uhla trojuholnika CE a faznica BD, ktoré sa
pretinaju v bode O. Zistite obsah stvoruholnika ADOEFE ak |BC| = a, |AC| = b.

Velkost vysky lichobeznika ABCD je rovna 7, velkosti zdkladni AD a BC si postupne rovné 8
a 6. Cez bod F leziaci na strane C'D vedie priamka BE, ktord pretina uhlopriecku AC v bode O
v pomere |AO| : |OC| = 3 : 2. Zistite obsah trojuholnika OEC.

V pravouhlom trojuholniku je velkost najmensieho uhla rovnd «. Priamka kolm4 na preponu deli
tento trojuholnik na dve ¢asti s rovnakym obsahom. Zistite, v akom pomere deli tato priamka
preponu.

Cez vrchol A a stred M strany BC rovnobeznika ABC'D s obsahom 1 vedie priamka, ktora pretina
uhlopriecku BD v bode O. Zistite obsah stvoruholnika OMCD.

V trojuholniku ABC' je stuprniové miera uhla A rovna 45° a uhol C je ostry. Zo stredu strany BC
je na stranu AC spustend kolmica M N. Zistite stupinové miery uhlov trojuholnika ABC', ak pomer
obsahov trojuholnikov MNC a ABC je 1:8.

Bod O je stredom kruznice vpisanej pravouhlému trojuholniku ABC' s pravym uhlom B. Vieme, zZe
pomer obsahov trojuholnikov AOC a ABC je k : k + 1. Zistite velkosti ostrych uhlov trojuholnika
ABC. Pre aké k ma loha riesenie?

V trojuholniku ABC lezi bod D na strane AC, |AD| = 2|DC|. Na strane BC je dany bod E tak,
ze obsah trojuholnika AED je rovny 1. Usecky AE a BD sa pretinaju v bode O. Zistite pomer
obsahov trojuholnikov ABO a OFED ak je obsah trojuholnika ABD rovny 3.

Na tsecke AB lezia body C' a D, pricom bod C sa nachiddza medzi bodmi A a D. Bod M je
zvoleny tak, ze priamky AM a MD si na Seba/lmilmé a kolmé sui na seba aj priamky CM a M B.
Zistite obsah trojuholnika C'M D ak viete, ze CM D = « a obsahy trojuholnikov AMD a CM B sa
postupne rovnaju Sy a Ss.

Bod F' lezi na predfiem’ strany BC rovnobeznika ABCD za vrchol C. Usecka AF pretina uhlo-
priecku BD v bode E a stranu CD v bode G. Vieme, ze |GF| = 3, |AE| = |EG| + 1. Akt cast
obsahu rovnobeznika ABC' D predstavuje obsah trojuholnika AFED?

Usecka BL je os uhla trojuholnika ABC. Na prediZeni jeho strany AC za bod C lezi bod M tak,
ze uhol LBM je pravy. Zistite obsah trojuholnika C'BL, ak viete, ze obsahy trojuholnikov ABL
a C'BM st postupne rovné 10 a 15.

Body D a E st postupne stredmi stran AC' a BC' rovnostranného trojuholnika ABC. Bod F' lezi
na tsecke CD, tisecky BF a DE sa pretinaji v bode M. Zistite velkost tsecky M F ak viete, Ze
obsah stvoruholnika ABM D je pit osmin obsahu trojuholnika ABC a |AB| = a.

Na strane BC' trojuholnika ABC' su zvolené body K a L tak, ze |BL| = |LC|, |BK| = |KL|.
Body D a F. Body D a F' lezia postupne na prediieniach useciek AL a AK za body L a K tak,
ze |KF| = 2|AL|, |LD| = |AK]|. Vypocitajte pomer obsahov Stvoruholnika K LDF' a trojuholnika
ABC ak viete, ze A/B\C =B, A/C@ = .






Kapitola 2

Kruznice

2.1 Uhly v kruzniciach
Teoria
1 Stredové uhly

Stredovy uhol je meratelnyj dizkou kruznicového oblika, ktory urcuje: AOB = AB.

Tento fakt vyplyva z definicie oblikovej miery uhla.
Skutocne, ak mame kruznicu s jednotkovym polomerom, tak
oblikova miera stredového uhla bude presne rovna dlzke
oblika, ktory je nim uréeny. Ak velkost polomeru kruznice
nie je rovna jednej, tak oblikova miera stredového uhla bude
rovna pomeru diZky oblika urcéeného tymto uhlom a polo-
meru kruznice. Je zrejmé, Ze v Iubovolnom pripade exis-
tuje vzdjomne jednozna¢ny vztah medzi oblikovou mierou
uhla a dlzkou oblika kruZnice, preto budeme dalej pod
slpvnym spojenim ,,miera oblika® rozumief pomer jeho B
dlzky a velkosti polomeru kruZnice.

A

2 Vrcholové uhly

Vircholovij uhol, t.j. uhol uréeny dvomi tetivami, ktoré maju na kruznici spoloénij bod, je, ¢o sa velkosti
tyka, rovny polovici stredového uhla nad tym istym oblikom kruZnice (je meratelny polovicou oblika, nad

ktorgm je zostrojeny): ACB = %A/O\B = %@

4

Pri dokaze tohto tvrdenia ozna¢ime velkost stredového uhla AOB ako 2« a rozoberieme tri pripady:
stred kruznice moze lezat vo vnitri obvodového uhla, mimo neho alebo na jednom z jeho ramien.

93
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Ak stred kruznice lez{ na ramene uhla ACB (obrdzok vlavo), tak z toho, ze uhly AOB a BOC st

susedné, vyplyva, ze BOC =7 —2a az toho, ze trojuholnik BOC' je rovnoramenny, dostavame, ze

ACB = }(r — BOC) = a.
Ak stred kruznice lezi vo vnutri uhla ACB (obrazok v strede), tak v tom pripade ACB = B/C\O—i-m
Trojuholniky BOC a AOC' s rovnoramenné a preto

BCO = 5(r -~ BOC), ACO = 3(x — AOC) —

— ﬁc\m@:ﬂ_;(ﬁo\m@):ﬂ_%m_@)zém:a.

Nakoniec ak stred kruznice lez{ mimo uhla AC'B (obrazok vpravo), tak potom ACB = ACO — BCO.
Trojuholniky BOC a AOC' st rovnoramenné, takze

BCO = 3(r — BOC), ACO = 5(x — AOC) =

— 400 - BCO = (BOC — A00) = ;A0B =a.
Q.E.D.
Vsimnime si dolezité dosledky tohto faktu:
e Obvodové uhly nad tym istym oblikom (alebo nad oblikmi rovnakej velkosti) si zhodné.
e Ak st zhodné obvodové uhly, tak si zhodné aj obliky, nad ktorymi si zostrojené.
e Ak dve rovnobezky pretinaju kruznicu, tak obliky medzi nimi si zhodné.

e Ak dve priamky pretinaji kruznicu a dva obliky nachddzajice sa medzi nimi si zhodné, tak su
priamky rovnobezné.

Prvé dve tvrdenia jednoducho vyplyvaju z tvrdenia dokdzaného vyssie a na dokaz druhych dvoch si staci
spomentit na vlastnosti rovnobeznych priamok a podmienky rovnobeinostiE]
3 Uhly medzi tetivou a doty¢nicou

Uhol medzi tetivou a dotycnicou je velkostou rovnyj polovici miery v riom obsiahnutého oblika kruznice.

BAK = [ AB = ;AOB
Pri vysvetleni tohto faktu rozoberieme dva

pripady. Ak je uhol BAK ostry, tak

@:%—ﬂ?{

AOB =7 —2-0AB =2 BAK.
Kedze AOB = AB (z vlastnosti stredového uhla),
BAK = 1AB.
Ak je uhol BAK tupy, tak OAB = W—g, AOB = 7-2.0AB = 21—2-BAK. Ale AB = 27— AOB.

Preto BAK = %:4?3 Treti pripad, v ktorom je uhol BAK pravy, je zrejmy.
Q.E.D.

4Pozn. prekl.: Posledny uvedeny désledok, tak ako je sformulovany, neplati. Patrilo by sa napriklad dodat podmienku, ze
sa priamky nepretni vo vnitri kruznice. Podobne pri prvych dvoch tvrdeniach treba bud podotknit, Ze sa jedna o obvodové
uhly v tej istej kruznici, alebo namiesto velkosti oblikov hovorit o mierach oblikov.
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4 Uhly medzi pretinajicimi sa tetivami
Uhol medzi pretinajicimi sa tetivami je velkostou rovny polovici sucétu mier oblikov kruZnice, ktoré

na kruznici tetivy vytinaji.

m:%@+@>:m+@\p, B

Dokaz tohto tvrdenia je zrejmy. Uhol AKB je vonkajSim
uhlom trojuholnika C K B a preto je jeho velkost rovnd stétu
velkosti uhlov ACB a CBD. Ale podla vlastnosti obvodovych
uhlov

XC\B:%ZE, c/é\p%@. A

Q.ED.

5 Uhly medzi seCnicami

Uhol medzi seénicami kruznice vychddzajicimi z jedného bodu je velkostou rovny polovici rozdielu
mier oblikov kruznice, ktoré sa medzi nimi nachddzajill

C

—_— 1 — —_ —_— —_—

AKC = i(AC — BD) = ABC — BCD.
Dokaz tohto tvrdenia je tiez iplne jednoduchy. Uhol ABC je D
vonkajsim uhlom trojuholnika CK B a preto je jeho velkost e
rovné suctu velkosti uhlov BKC a BCK. Ked pouZijeme
vlastnost obvodovych uhlov, dostaneme B

—_ s = = 1== A

ABC = iAC’ BCK = BCD = iBD'

7 toho uz tvrdenie, ktoré potrebujeme, vyplyva.
Spomenme niektoré dolezité dosledky uvedenych tvrdeni:

Sinusy obvodovych uhlov nad tou istou tetivou (alebo nad zhodnymi tetivami) st rovnaké.

Obvodovy uhol nad priemerom kruznice je pravy.

Ak je obvodovy uhol nad niektorou tetivou pravy, tak je nad priemerom kruznice.

Stcet velkosti protilahlych uhlov konvexného stvoruholnika vpisaného do kruZnice je rovna .

e Zhodné tetivy odsekdvaju zhodné obliky.

6 Veta o styroch bodoch

Dokazme este jeden dolezity fakt.
Geometrickym miestom bodov, z ktorych je dani tsecku AB vidno pod uhlom zadanej velkosti o st

dva obliky kruznic s polomerom dl/zvky Jgfla, ktoré prechddzaji cez body A a B.

SPozn. prekl.: Patrilo by sa spomenit, ze priesecnik se¢nic musi lezat mimo kruznice. Inak by situdcia zodpovedala
predoslej vete.
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Na obrazku su tieto obliky vyznacené hru-
bou &iarou a Iubovolné body z tychto oblikov
st oznacené pismenom C. Nie je fazké domys-
lief si, ze geometrické miesto bodov, z ktorych je
dand tusecka vidiet pod uhlom 7 — o st zvysné
obluky tychto kruznic, na obrazku su vyznacené
¢iarkovane a lubovolné body tychto oblikov si
oznacené pismenom D. Tento fakt sa dé jednodu-
cho zdovodnit pomocou sinusovej vety a vlastnost{
obvodovych uhlov.

7 tohto tvrdenia priamo vyplyva veta, ktora je pri rieSeni loh extrémne dolezita:
Veta o styroch bodoch. Na to, aby body A, B, C' a D lezali na jednej kruznici je nutné a po-
stacujice, aby bolo splnené jedno z dvoch tvrdeni:

1. Body A a B lezia vzhladom na priamku C'D v tej istej polrovine a plat{ CAD = COBD.

2. Body A a B lezia vzhladom na priamku C'D v roéznych polrovindch a plati CAD + CBD = 7.

Na zdver si vSimnime este jednu uzitoénui vetu. Situdcia, ktorej sa tyka, nastdva vtedy, ked os uhla
Iubovolného trojuholnika predlzime po priese¢nik s opisanou kruznicou.

Veta. Majme Stvoruholnik ABCD wvpisany do kruznice so stredom O. Potom su nasledujice tvrdenia
ekvivalentné:

1. AC je os uhla BAD.

IS

. |BC| = |CD.

3. Dotyénica ku kruznici v bode C je rovnobeznd s priamkou BD.

:R

Trojuholniky KDC a DAC si si podobné (podobné si si aj trojuholniky K BC a BAC).
5. Usecka OC' je kolmd na tdsecku BD (deli ju na polovice).

Doékaz. Najprv dokdzeme, Ze z tvrdenia 1 vyplyvaja vSetky ostatné.
7 vlastnosti obvodovych uhlov:

@:%@:@, 5@:%@:@\0

Ked'ze si velkosti uhlov BAC a DAC rovnaké, rovnaké si aj velkosti uhlov BDC a DBC'. To znamena,
ze trojuholnik BDC' je rovnoramenny, |BC| = |DC/, tvrdenie 2 vyplyva z tvrdenia 1.
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Dalej z vlastnosti uhla medzi dotyénicou a tetivou
DCE = | DC = DBC % BDC.

Kedze si uhly BDC a DCE striedavé, lezia pri priamkach
CE a BD a ich velkosti sa rovnaju, tak podla kritéria rov-
nobeznosti priamok CE || BD, ¢ize tvrdenie 3 vyplyva z tvr-
denia 1.

Pravdivost tvrdenia 4 dostaneme takmer automaticky: uz
sme ukdzali, ze uhly BAC, BDC, DAC a DBC maju rov-
naki velkost, takZe dvojice uréenych trojuholnikov si po-
dobné kvoli dvom rovnakym uhlom.

Nakoniec kedze CE | BD a OC L CE, tak OC L BD.
Trojuholnik OBD je o¢ividne rovnoramenny, takze z toho, ze
OC 1 BD vyplyva, ze priesecnik useciek OC a BD rozpoluje
tsecku BD.

Teraz ukazeme, ze z kazdého z tvrdent 2 az 5 vyplyva tvrdenie 1. Tym bude dokaz vety vykonany.

Ak |BC | = \DC |, tak ] tak je trojuholnik BDC C rovnoramenny, BDC = DBC, ale z vlastnosti obvodovych
uhlov BDC = BAC DBC = DAC. Preto BAC = DAC’ teda tvrdenie 1 vyplyva z tvrdenia 2.

Dalej ak CE || BD, tak uhly DCFE a CDB st zhodné, pretoze st striedavé a uhly DCE a DBC st
zhodné vd'aka vlastnosti obvodovych uhlov a uhlov medzi doty¢nicou a tetivou. Kvoli tomu je trojuholnik
BDC rovnoramenny, |BC| = |DC|. Takze tvrdenie 2 (a podla dokazu vyssie aj tvrdenie 1) vyplyva
z tvrdenia 3.

Fakt, ze tvrdenie 1 vyplyva z tvrdenia 4 je prakticky oc¢ividny: Z podobnosti trojuholnikov K DC
a DAC vyplyva rovnost uhlov KDC a DAC, okrem toho st uhly KDC a KAB rovnaké ako obvodové
uhly nad tym istym oblikom BC.

Nakoniec ak OC L BD, tak vdaka tomu, ze OC L C'E dostévame, ze BD || CE. Takze z tvrdenia 5
vyplyva tvrdenie 3, z ktorého d'alej vyplyva tvrdenie 1.

Q.E.D.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. V kruznici st dané dve pretinajice sa tetivy AB a CD. Zistite velkost priemeru tejto kruznice,
ako AB L CD, |AD| =m, |BC| =n.

Riesenie. Priese¢nik tetiv AB a C'D si oznac¢ime K.

C

Prvy sp6sob

Velkost uhla ABD ozna¢ime «. Ked'Zze je uhol BKD
pravy, tak velkost uhla BDC je rovné m/2 — a.. Trojuholniky
ABD a BCD su obidva vpisané do danej kruznice, preto
Rapep = Raapp = Ryp. Pre tieto trojuholniky napiSeme
sinusovu vetu: | A B

D
2RpaaBp = ——— | /‘\ — |AD| = 2Ry - sinq;

sin ABD e D
2RABeD = % = |BC|=2Ry - sin (E - a) = 2Ry - cos .
sin BDC 2

Nakoniec tieto rovnosti umocnime na druhu a séitame:
|AD|? + |BC|* = 4R} - (sin® a + cos® o) = Dj.

To znamen4, ze hladans velkost priemeru kruznice je rovna vm?2 + n2.
Druhy sposob
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C F

PouZijeme vlastnost uhla medzi pretinajicimi sa teti-
vami:
T o= 1= 1= — =

Na kruznici vyzna¢ime oblik AF rovny BC' (bod F' sa zvoli
tak, aby bod A lezal medzi bodmi D a F'). Vtedy |[AF| = 4 B
|BC|, ked'Ze rovnakym tetivdm zodpovedaji rovnaké obliky

a naopak a okrem toho DAF = m, ¢o znamena, ze FD je
priemer. Odtial dostdvame, Ze uhol FAD je pravy. Nakoniec D
z trojuholnika ADF z Pytagorovej vety dostdavame, ze |FD| = vm? + n?.

Odpoved’. v/m? + nZ2.

Uloha 2. Dotyénica zostrojend vo vrchole C trojuholnika ABC vpisaného do kruznice ~ pretina predIZenie
strany AB za vrchol B v bode D. Vieme, Ze velkost polomeru kruznice v je rovnd 2, |[AC| = /12
a ADC + ACB = 2 - BAC. Zistite velkost se¢nice AD.

A A
B B
C D C D
Riesenie. Oznacime BAC’ = q, ABC = 5. Potom ACB=n—a— B a podla vlastnosti uhla medzi

dotycnicou a tetivou BCD = a. DaleJ si vSimneme, ze uhly ABC a CBD st susedné, preto CBD =n— 15}
a z trojuholnika BC'D dostaneme ADC = 1—CBD—-BCD = B—a. Teraz vyuzijeme podmienky zadania:

ADC + ACB=2-BAC = b—a+m—a—pF=2a = a:%.
Potom pouzijeme na trojuholnik ABC' sinusovi vetu:

AC — AC 3
%ZQRAABC — SinABng:i.
sin ABC 2Rpapc 2
Takze si mozné dva pripady (oba mozete vidiet na obrdzku):
1. ABC = 5_7 BAC’—a—% — ADC_— ACD—%”
2T —— —
2. ABC:B:E, BAC:a:% — ADC:?— ACD_g

Z trojuholnika ADC' zo sinusovej vety dostdvame

|AD|  |AC] . |AD| = |AC’|SlnACD
sin m sin A/l% sin ADC’

Ked do tohto vztahu dosadime zndmu dizku tsetky AC a zistené velkosti uhlov ACD a ADC, dostaneme,

3
Ze]AD\:\/éﬁ:3(\/6’i\/§).
4

Odpoved’. 3(v/6 +V/2).

Uloha 3. V kruznici st dané tetivy AC' a BD, ktoré sa pretinaju v bode E, pricom dotyénica ku kruznici,
ktord prechddza bodom B je rovnobezna s AC. Vieme, ze obsah trojuholnika DCB je rovna 16, |[EA]| :
|DA| = 3 : 4. Zistite obsah trojuholnika BCE.
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Riesenie. Ked'ze tisecka AC' je rovnobezna s dotyénicou ve-
denou cez bod B tak su jednak uhly BCA a BDC' zhodné
a trojuholniky BCE a BDC podobné, jednak je DB os uhla
ADC. Ked vyuzijeme zékladnu vlastnost osi uhla a ziskant
podobnost, dostaneme A ¢

16

|CE| _|EA| 3 Sapce <|C’E\>2 9

|CD| ~ |DA] 4 Sappc  \|CD|

Nakoniec Sapcr = (2)% - Sappe = 4 -16 = 9.
Odpoved’. 9.

Uloha 4. Dve kruznice sa pretinaji v bodoch A a B. Cez bod
B vedie priamka pretinajica kruznice v bodoch C a D, ktoré lezia na opa¢nych strandch od priamky

AB. Dotyénice k tymto kruzniciam zostrojené v bodoch C' a D sa pretinaji v bode E. Zistite velkost
usecky AE ak |AB| =10, |AC| =16, |AD| = 15.

Riesenie. Z vlastnosti uhla medzi dotyc¢nicou a tetivou
BDE = DAB, BCE = CAB.

Potom si vS§imneme, zZe

CAD = CAB + DAB, CED =r — BCE — BDE

teda CAD + CED = . Kedze stcet vnitornych uhlov
stvoruholnika je rovny 27, tak ACE + ADE = 7. Vzhladom
na to, ze body C a D lezia v opaénych polrovinich ohladom
priamky AB, lezia aj v opaénych polrovindch ohladom
priamky AFE. Takze si splnené vsSetky podmienky vety
o $tyroch bodoch a &tvoruholniku ACED sa d4 opisat
kruznica. - - -

Ked teraz vyuZijeme vlastnosti obvodovych uhlov, dostaneme, 7e AED = ACD, DCE = DAE.
Z toho vyplyva podobnost trojuholnikov AED a ACB, z ¢oho dostaneme

|AE|  |AD| |AC| - |AD|
ac| = [ap| = MFI= g
Odpoved'. 24.
leohy

1. V trojuholniku ABC je zname, ze |AB| = 6, |AB| = |BC|. Nad stranou AB ako nad priemerom je
zostrojend kruznica, ktora pretina stranu BC v bode D tak, ze |BD| : |DC| = 2 : 1. Zistite velkost
strany AC.

2. Zistite velkost polomeru kruZnice, ak obvodovy uhol so stranami diZky 1 a 2 je zostrojeny nad
oblikom s mierou 27 /3.

3. Okolo trojuholnika ABC' je opisand kruznica. Predlzenie osi uhla CK trojuholnika ABC pretina
tuto kruznicu vﬁ(wﬁ: L, pricom CL je priemer danej kruznice. Zistite pomer dlzok stréan BL a AC,
ak viete, ze sin BAC = 1/4.
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Priemer AB kruznice 7 je predfieny za bod B a na tom predfiem’ je zvoleny bod C. Z bodu C vedie
seCnica, ktord kruznicu pretina v bodoch D a E v poradi od bodu C. Vieme, ze |DC| = 3, stupniové
miery uhlov DAC a ACD st postupne rovné 30° a 7°. Zistite velkost priemeru kruZnice 7.

Nad odvesnou AC' pravouhlého trojuholnika ABC je ako nad priemerom zostroj Jena kruznica, ktora
pretina preponu AB v bode K. Zistite obsah trojuholnika CK B, ako |AC| = b, ABC = 5.

Do kruZnice, ktord mé velkost polomeru 7, je vpisany konvexny stvoruholnik AB\C’D. Dlzky stran
AB a BC st si rovné. Pomer obsahov trojuholnikov ABD a BCD je 2 :1 a ADC = 120°. Zistite
velkosti vSetkych stran stvoruholnika ABCD.

V trojuholnfku ABC plati |[AB| = 3, |AC| = 3v7, ABC = 7/3. Os uhla ABC sa s kruznicou
opisanou trojuholniku ABC pretina v bode D. Zistite velkost tisecky BD.

Uhlopriecka BD stvoruholnika ABC D je priemerom jemu opisanej kruznice. Vypocitajte velkost
uhlopriecky AC ak |BD| =2, |AB| =1, ABD : DBC =4: 3.

V trojuholniku si AN a CM faznice, ABC = 27 /3. Kruznica, ktord prechddza bodmi A, M a N,
prechddza aj bodom C. Velkost polomeru tejto kruznice je rovnd 7. Zistite obsah trojuholnika ABC.

Na kruznici vy lezia styri body A, B, C, D. Predlzeme tetivy AB za bod B a predizenie tetivy CD
za bod C sa pretinaji v bode E, pricom AED = 7/3. Velkost uhla ABD je trojndsobok velkosti
uhla BAC'. Dokazte, ze AD je priemer kruznice +.

Vrcholy B, C' a D stvoruholnika ABCD lezia na kruznici so stredom O, ktord pretina stranu AB
v bode F' a stranu AD v bode E. Vieme, ze uhol BAD je pravy, dlzka tetivy FF je rovna dlzke
tetivy F'B a tiez si rovnaké dlzky tetiv BC, CD a ED. Zistite velkost uhla ABO.

Nad stranou AB trojuholnika ABC' je ako nad priemerom zostrojena kruznica, ktoré pretina strany
AC a BC postupne v bodoch D a E. Priamka DFE deli obsah trojuholnika ABC na polovicu a zviera
s priamkou AB uhol velkosti 7/12. Zistite velkosti uhlov trojuholnika ABC.

Na strandch ostrého uhla s vrcholom B st dané body A a C. Jedna kruznica sa dotyka priamky
AB v bode B a prechadza bodom C. Druh& kruznica sa dotyka priamky BC v bode B a prechadza
bodom A. Bod D je druhy spoloény bod tychto kruznic. Vieme, ze |AB| = ¢, |BC| = a, |CD| = d.
Zistite |AD|.

Do kruznice v so stredom v bode O je vpisany konvexny Stvoruholnik ABC D, ktorého uhlopriecky
st na seba kolmé. Vieme, Ze velkost uhla AOB je trikrat viicsia, nez velkost uhla COD. Zistite
obsah kruhu ohrani¢eného kruznicou v ak |C'D| = 10.

Osi uhlov trojuholnika ABC s obsahom 2 su prediiené az po prieseéniky s kruznicou opisanou
trojuholniku ABC rozne od bodov A, B a C. Tieto body tvoria novy trojuholnik. Zistite jeho
obsah, ak viete, ze uhly trojuholnika ABC' st rovné 7/6, /3 a 7/2.

Do kruznice s velkostou polomeru 24/7 je vpisany lichobeznik ABCD, pricom jeho zakladiia AD je
jej priemerom a BAD = 7 /3. Tetiva CE pretina priemer AD v bode P tak, ze |[AP|: |PD|=1:3.
Zistite obsah trojuholnika BPFE.

Z vrchola pri tupom uhle A trojuholnika ABC' je spustend vyska AD. Kruznica so stredom v bode
D, ktord prechddza bodom A, pretina strany trojuholnika AB a AC postupne v bodoch M a N.
Vypocitajte velkost strany AC ak viete, ze |AB| = ¢, |AM| =n, |AN| =

Cez bod C vedu dve priamky,mé sa d&t'Lkajfl kruznice v bodoch A a B. Na vicsom z oblikov
AB je dany bod D tak, Ze sin ACD - sin BCD = 1/3. Zistite vzdialenost bodu D od tetivy AB ak
viete, ze |CD| = 2.
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V trojuholniku ABC je bod O stredom opisanej kruznice, bod L lezi na usecke AB a |AL| = |LB].
Kruznica opisand trojuholniku ALO pretina priamku AC v bode K. Zistite obsah trojuholnika
ABC ak AOL = n/4, |LK| =8, |AK| =T.

V kruznici je dany priemer M N a s nim rovnobezné tetiva AB. Doty¢nica ku kruznici v bode M
pretina priamky NA a NB postupne v bodoch P a Q. Vieme, ze |MP| = p, |MQ| = q. Zistite
velkost priemeru M N.

Predlzenie faznice trojuholnika ABC vedenej z vrchola A pretina kruznicu opisand trojuholniku
ABC v bode D. Zistite velkost tisecky BC, ak st velkosti tseciek AC a DC rovné 1.

Konvexny stvoruholnik ABC D je vpisany do kruznice. Uhlopriecka AC' je osou uhla BAD a pretina
sa s uhloprieckou BD v bode K. Zistite velkost tsecky KC ak viete, ze |AK| =6, |[BC| = 4.

Dizka strany AB trojuholnika ABC' je rovna 3, E je priesetnik predizenia osi uhla CD tro juholnika
ABC s kruznicou jemu opisanou, |BC| =2 -|AC|, |DE| = 1. Zistite velkost strany AC.

V trojuholniku ABC' plati BAC = 51/12, |AB| = ¢, |AC| = b. Na strane BC je zvoleny bod M

tak, ze BAM = /6. Predlzenie priamky AM pretina kruznicu opisanu trojuholniku v bode N.
Zistite velkost tisecky AN.

Kruznica so stredom v bode O, ktory lezi na prepone AC' pravouhlého trojuholnika ABC' sa dotyka
jeho odvesien AB a BC. Zistite velkost AC' ak viete, ze |[AM|=20/9, |AN|: |MN|=6:1kde M
je bod dotyku AB s kruznicou a N je priese¢nik kruznice s AC, ktory lezi medzi A a O.

Stvoruholnik ABCD je vpisany do kruznice so stredom v bode O. Polomer OA je kolmy na polomer
OB a polomer OC je kolmy na polomer OD. Velkost kolmice spustenej z bodu C na priamku AD
je rovnd 9, |AD| = 2|BC)|. Zistite obsah trojuholnika AOB.

V trojuholniku ABC je |AB| = 3, ACB = arcsin % Tetiva K N kruznice opisanej trojuholniku ABC

pretina tsecky AC a BC postupne v bodoch M a L. Vieme, Ze ABC = C/']\E}, obsah stvoruholnika
ABLM je rovny 2, |LM| = 1. Zistite velkost vysky trojuholnika K NC spustenej z vrchola C
a obsah tohto trojuholnika.

V trojuholniku ABC lezi bod D na strane BC' a priamka AD sa pretina s osou uhla AC'B v bode O.
Vieme, Ze body C, D a O lezia na kruZnici, stred ktorej sa nachddza na strane AC, velkost uhla
DAC je trojnasobok velkosti uhla DAB, |AC| : |AB| = 3 : 2. Zistite kosinus velkosti uhla AC'B.

V trojuholniku ABC' je zostrojend strednd priecka M N, ktord spdja strany AB a BC. Kruznica,
ktors vedie cez body M, N a C sa dotyka strany AB a jej polomer ma velkost /2. Zistite sin ACB
ak |AC| = 2.

V trojuholniku ABC m4 strana BC dizku 4 a strana AB dizku 2v/19. Vieme, ze stred kruznice,
ktora prechddza cez stredy strdn trojuholnika ABC lezi na osi uhla C. Zistite velkost strany AC.

Uhlopriecky konvexného stvoruholnika ABC D sa pretinaji v bode E, C'A je os uhla C, |AB| = |AD|,
BAD = 7r/9, BEA = 117/18. Zistite velkost uhla CDB.

V_trojuholniku ABC sa 0s AD uhla A a os BL uhla B pretinaji v bode F. Okrem toho plati, Ze
LFA=7/3.

(a) Zistite velkost uhla ACB.
(b) Ak viete, ze |AB| = 2, CLD = 7/4, zistite obsah trojuholnika ABC.
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V lichobezniku K LMN plati LM || KN, KLM = /2. Kruznica prechidza bodmi M a N a dotyka
sa priamky KL v bode A. Zistite obsah trojuholnika AMN ak viete, ze |LM| = I, |KN| = k,
|IMN| = a.

Dve kruznice sa pretinaju v bodoch A a K. Ich stredy lezia na réznych stranich od priamky
obsahujicej usecku AK. Body B a C lezia na réznych kruzniciach. Priamka obsahujuca tisecku AB
sa dotyka jednej z kruznic v bode A. Priamka obsahujica usecku AC sa dotyka druhej z kruznic
v bode A. |[BK| = 1, |CK| = 4 a tangens velkosti uhla CAB je rovny 1/v/15. Zistite obsah
trojuholnika ABC.

V trojuholniku ABC' je velkost uhla B rovna m/6. Cez body A a B prechédza kruznica, ktord m4
velkost polomeru 2 a dotyka sa priamky AB v bode A. Cez body B a C prechddza kruznica, ktord
m4 velkost polomeru 3, ktord sa dotyka priamky AC v bode C. Zistite |AC].

Dve kruznice sa zvonka dotykaji v bode A. Priamka, ktord prechadza cez bod A pretina prvi
kruznicu v bode B a druhi v bode C. Dotyé¢nica k prvej kruznici prechddza cez bod B a pretina
druhd kruznicu v bodoch D a E (D lezi medzi B a E). Vieme, ze |AB| = 5 a |AC| = 4. Zistite
velkost usecky C'E a vzdialenost bodu A od stredu kruznice, ktora sa dotyka tisecky AD a prediienf
useciek ED a EA postupne za body D a A.

2.2 Dotycnice, tetivy, secnice

Teoria

1

Obsah kruhu, kruhového vyseku, kruhového odseku

Uvedieme vzorce pre obsah kruhu, kruhového vyseku a kruhového odseku:

o Obsah kruhu s polomerom velkosti r je rovny mr.

e Obsah kruhového vyseku s velkostou o z kruhu s wvel-

o Obsah kruhového odseku s wvelkostou o 2z kruhu

2

2
kostou polomeru r (na obrdzku AOB) je rovnd %.

s wvelkostou polomeru r (na obrdzku CD) je rovnd
r?(a — sin )

2

Poznamenajme, Ze vzorec pre obsah kruhu sa oplati zobrat ako axiému z ktorej moézeme odvodit vzorce
pre obsah kruhového vyseku a odseku.

2 Dotyénice vedené z jedného bodu

Useéky dotykagice sa kruznice, vedené z jedného bodu, maji rovnaki dizku a zvieraji rovnaké uhly

s priamkou, ktord spdja tento bod a stred kruznice: |AL| = |AK], OAL = OAK.
Dokaz tohto tvrdenia je trividlny: vdaka tomu, ze OA L . A

je spolocnd strana trojuholnikov OAK a OAL, uhly OK A
a OLA st pravé a velkosti tseciek OK a OL si rovnaké (obe
su polomery kruznice), pravouhlé trojuholniky OAK a OAL
sa zhoduju v prepone a jednej odvesne. Z toho vyplyva, ze
|AL| = |AK|, OAL = OAK. Poznamenajme, ze fakticky sme
dokézali aj toto tvrdenie: Stred kruznice vpisanej do uhla lezi
na jeho osi.
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3 Vlastnost pretinajicich sa tetiv

Suciny dlZok iseciek, na ktoré sa navzdjom delia
pretinajuce sa tetivy, si rovnaké.

|AK| - |KB| = |CK| - |KD|.

Aby sme tento fakt zdovodnili, vSimneme si, ze uhly BAD
a BC'D su obvodové uhly zostrojené nad tym istym oblikom.
Znamen4 to, Ze si zhodné. Ked prihliadneme na to, Ze uhly
AKD a BKC sa rovné, pretoze su vrcholové, dostaneme, ze
trojuholniky AK' D a CK B si podobné (kvoli dvom uhlom).
Z tejto podobnosti vyplyva % = % <— |AK|-|KB| =

|CK]| - |KD|, ¢o sme potrebovali dokdzat.

4 Vlastnost seénic

Sucin dlZok useciek leziacich na secnici, ktoré vedu z daného bodu k prieseénikom s kruznicou je pre
vsetky secnice prechddzajice danym bodom konstantnd veli¢ina. Tdto velicina je rovnd druhej mocnine
velkosti usecky, ktord je dotyénicou vedenou z toho istého bodu.

|AB| - |AC| = |AD| - |AE| = |AK|*.

Vezmime si Iubovolnt seénicu AC. Uhol AKB je uhol
medzi dotycnicou a tetivou, preto je rovny polovici miery
obliika KB a rovny uhlu KCB. Z toho vyplyva podobnost
trojuholnikov AK B a ACK z ¢oho dostaneme

|AK| |AB|

— AB|-|AC| = |AK]?.
[AC] |AK‘<=>I |- |AC| = |[AK]|

Je zrejmé, 7e ohladom druhej se¢nice AE vedenej z bodu A E

mozeme spravit rovnaké ivahy a obdrzat rovnaky Vysledokﬁ

Je tiez mozné postupovat takto: Vsimneme si, ze uhly BCD a BED si zhodné kvoli vlastnostiam
obvodovych uhlov a preto su trojuholniky ACD a AEB podobné. Z tejto podobnosti vyplyva

|AC|  |AD|

AL = [Ap] < ABI'1AC| = |AD| | 4B

Q.E.D.

5 Vlastnost Stvoruholnika opisaného kruznici

V lubovolnom stvoruholniku opisanému kruZnici si sucty dizok protilahlijch strdn rovnaké a stred tejto
kruznice lezi na prieseéniku jeho osi uhlov.

Na dokaz tohto faktu pouZijeme vetu o rovnosti velkosti tiseciek na dotyéniciach. Dostaneme z nej
nasledujice rovnosti:

|AP| = |AS|, |BP|=|BQ)|,

5Pozn. prekl.: Podla tohto a predoslého tvrdenia je pre dany bod A, kruznicu k a Tubovolnd seénicu kruznice, ktors cez
bod A prechddza, sicin |AB| - |AC| konstanta, pricom body B a C st prieseéniky kruznice a se¢nice. Hodnota tohto stcinu
sa nazyva mocnost bodu A ku kruznici k.
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ZOAS = ZOAP, /OBP = /0BQ,

£00Q = LOCR, ZODR = Z0ODS.

Z toho priamo vyplyva, ze stred kruznice vpisanej do
stvoruholnika lezi na prieseéniku jeho osi uhlov. Ziskat rov-
nost st¢tov dlzok protilahlych stran je tiez iplne jednoduché:

|AB|+ |CD| = |AP|+ |BP|+ |CR|+ |DR| =

|AS| + |DS| + |BQ| + |CQ| = |AD| + |BC|.

6 Vlastnost tetivy kolmej na priemer

Ak priemer kruZnice prechddza stredom mniektorej tetivy tejto kruinice, tak je na tuto tetivu kolmy.
Plati aj opacné tvrdenie: Ak sa priemer kruznice kolmo pretne s niektorou tetivou kruznice, tak ju deli na
polovice.

Dokézat tieto tvrdenia vobec nie je tazké: ak vieme, Ze
niektorui tetivu deli priemer na polovice, ¢ize |CK| = |DK|, D
tak st trojuholniky COK a DOK podla vety sss zhodné,

z ¢oho vyplyva rovnost uhlov CKO a DKO. Ale tieto uhly
st susedné, takZe musia byt obidva pravé, ¢ize AB L CD.

Ak vieme, Ze niektord tetiva je kolmé na priemer, Cize A B
AB 1 CD, tak pravouhlé trojuholniky COK a DOK maji
zhodnt preponu a odvesnu, z ¢oho vyplyva rovnost velkosti
useciek CK a DK.

7 Vlastnost spoloénej tetivy dvoch pretinajtcich sa
kruznic

Spoloénd tetiva dvoch pretinajicich sa kruznic je kolmd ma priamku, ktord spdja ich stredy a tdto
priamka ju deli na polovice.

Zdovodnit tento fakt je jednoduché: Kedze |[AO1| = |BO1| a |AO3| = |BOs|, tak oba body O; a Oy
lezia na osi isecky AB a preto 0102 L AB, |AH| = |BH|.

8 Vlastnosti dotykajicich sa kruznic

Ak sa dve kruznice dotykaju (zvnitra alebo zvonka), tak ich stredy a bod dotyku lezia na jednej priamke.
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Pravdivost tohto tvrdenia vyplyva z toho, Ze polomer kruZnice, ktory spdja jej stred s dotykovym
bodom s niektorou priamkou je kolmy na tuto priamku.

Ak sa dve kruznice dotykaji zvonka, tak dizka usecky leziacej na ich spoloénej vonkajsej dotycnici
a ohranicenej dotykovymi bodmi je rovnd dvojndsobku odmocniny zo sucinu dizok ich polomerov a ich
spolocénd vnutornd dotycnica ti usecku deli na polovicu.

|HyHy| = 21/|01Hy| - |O2Ha|, |HiM|=|HyM]|.

Toto tvrdenie dokdzeme. Polozime |O1H;| = R,
|O2Hs| = r a budeme predpokladat, ze R > r. Zostrojime
usecku O9N rovnobeznu s HiHy. Potom bude NH{H309
pravouholnik,

|H Ha| = [NO3|, |[NHi|=|02H|=r,

teda |O1N| = |0O1H1| — |[NH;| = R —r. Tiez si vSimneme, zZe
vzhladom na to, ze body O1, O3 a K lezia na jednej priamke,

10102| = |01K| + |02K| =R+

Ked pre trojuholnik O102N napiseme Pytagorovu vetu, dostaneme

|H1Ha| = |[NO3| = /|0102]2 — [O1N]2 = /(R +1)? — (R — )2 = 2V Rr.

Potom si vSimneme, Ze vzhladom na vlastnost dotyénic vedenych z jedného bodu ku kruZnici
|KM| = |H M|, |[KM|=|HyM| a preto |Hi{M| = |HyM|.
Q.E.D.

UkadzZky riesenych iloh

Uloha 1. Dotyénica ku kruznici s bodom dotyku K je rovnobezna s jej tetivou LM. Viete, ze |LM| = 6,
|K M| = 5. Zistite velkost polomeru tejto kruznice.

Riesenie. Zostrojime priemer danej kruznice, ktory prechadza
bodom K. KedZe K je dotykovy bod, tak bude kolmy na
dotyénicu zo zadania tlohy a kedZe je tetiva LM s fiou
rovnobezna, tak bude kolmy aj na td tetivu. Oznacime
priese¢nik tetivy LM s tymto priemerom pismenom H, stred
kruznice ozna¢ime pismenom O a druhy koniec toho priemeru
oznacime pismenom P.

Kedze |LM| = 6 a tetiva kolmé na priemer je nim roz-
delend na polovice, tak |LH| = |[HM| = 3. Z pravouhlého
trojuholnika M K H dostaneme

IKH|? = |KM> - |[HM|?> =16 — |KH|=4.
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Teraz oznac¢ime velkost polomeru kruznice R a potom
|KP| =2R, |HP|=|KP|-|KH|=2R—4.

Ked pouZijeme vetu o stcine dlZzok tseéiek na pretinajicich sa tetivach, dostaneme

25
[LH|-|HM| = |KH|-|HP| = 9=4-(2R—4) = R="".

2
Odpoved.. g

Uloha 2. Dve kruznice s velkosfami polomerov 4 a 3 maji vonkajsi dotyk. K tymto kruzniciam su
zostrojené spolo¢né dotycnice PQ a RS tak, ze body P a S lezia na vicsej kruznici a body @ a R lezia
na mensej kruznici. Zistite velkost polomeru kruznice, ktord sa dotyka tseciek RS, SP a PQ.

Riesenie. Stred kruznice, ktora sa dotyka useciek
RS, SP a P(Q lezi na priesecniku osi uhlov
RSP a SPQ. Tento fakt bude vychodzim bodom
rieSenia.

Oznac¢ime stredy kruznic zo zadania pismenami
O’ a 0" (O je stred kruznice s vi¢sim polomerom).
Vsimnime si pravouhly lichobeznik O'PQO”.
Ked'ze kruznice sa dotykaju, tak |O'O"| =7,

|O'P|—|0"Q 1

cos PO'O" = W [a

sinP/O_\’O”zwl—4124\7/§.

Teraz poriadne zdovodnime niektoré tvrdenia, ktoré si zrejmé zo symetrie. Nech L je priese¢nik priamok
PQ a RS. Potom st obe kruznice vpisané do uhla PLS a preto body O’ a O” leZia na osi tohto uhla
a |LP| = |LS|. To znamen4, Ze trojuholnik PLS je rovnoramenny a jeho os uhla pri vrchole L je sicasne
jeho faznicou aj vyskou. To znamen4, Ze priamka O'O” je kolm4 na tisecku PS a prechddza jej stredom
(ozna¢me ho pismenom H).

Okrem toho sa uhly RSP a SP(Q zhodné. Znamenad to, ze ak oznaCime pismenom O priesec¢nik ich
osi, tak budd uhly OSP a OPS tak isto zhodné. To znamend, ze |OP| = |OS], takze bod O lezi na
osi usecky PS, ¢ize na priamke O'O” a okrem toho je H dotykovy bod usecky PS a kruznice, velkost
polomeru ktorej hladdme. To sa d4 lahko dokdzat sporom. Nech ten bod dotyku nie je bod H, ozna¢me
si ho K. Trojuholniky OK' P a OK S st zhodné (kvoli prepone a odvesne), to znamend, ze |KP| = |KS]|.
To je spor s tym, ze K nie je stred PS.

Teraz zostdva urobit kratky vypocet a zistit hladant velicinu |OH|.

Yy 1 —— 1 — in PO'H 3

thPHztg(-(F—O’PH)):tgPO/H:Sln/\:\[
2 2 2 1+ cos PO'H 2

163 —  16V/3 V3 2
— =

\PH| = |PO'| - sin PO'H = ——. |0H|=|PH]|-t1gOPH =

2 7
24
Odpoved.. =

Uloha 3. V trojuholniku ABC je dané BAC = a , BCA = B, |AC| = b. Na strane BC' je dany bod D
tak, ze |BD| = 3|DC|. Cez body B a D vedie kruznica, ktora sa dotyka strany AC' alebo jej predlzenia
za bod A. Zistite velkost polomeru tejto kruznice.
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Riesenie. Kvoli nazornosti si na obrazku zobrazené oba
pripady: Dotykovy bod priamky AC s kruznicou (ktory je
oznaceny pismenom H) moze ale nemusi lezat na tsecke AC.
Vidno, Ze v tejto ulohe st na zaciatku zadané zdkladné prvky
trojuholnika ABC pricom treba zistif dostatocne exoticki
veli¢inu. Budeme ju zistovat z rovnoramenného trojuholnika
DHO. Potrebujeme zistif velkost uhla DOH a dizku tsecky
DH. Budeme postupovat dosledne a najprv zistime diiky
stran trojuholnika ABC tak, ze nan pouzijeme sinusovi vetu:

|AC| - |AB| B |BC|
sin@ sinm sin@

bsin 8 bsin o

b _|AB| _ |BC] B
sin(a+ B)’ I1BC| = sin(a+ B)°

= — |AB| =
sin(m —a—p) sinf  sina 4B

Kvoli skrateniu zapisu budeme dlzku strany BC oznacoval pismenom Q. Dalej ked'ze |[BD| = 3|DC|, tak
|DC| = Q. Ked vyuzijeme mocnost bodu ku kruznici, dostaneme

Q.
1

Q

|CH|*=|CD|-|BC| = |CH’=>.Q = |CH|= 5

Teraz z trojuholnika CDH s pouZitim kosinusovej vety zistime velkost strany DH a velkost uhla CH D:

|DH|*> = |CD|* + |CH> - 2-|CD| - |CH| -cos DCH —>

|DH|2:Q—2+Q—2—M = ]DH\:%-\/5—4COSB;

ICD? = |CHf? + |DH|> =2 |CH| - |DH| - cos CHD —>
Q* Q* @* @2 QQCOSB_Q2-\/W

CHD
6 4 "16 4 1 1 cosCHD =

2 — cos 3 . su0HD = 1—cos?f sin 3

vb —4dcosf 5—4cosfB /5—4cosB

— COSC/’]EIT):

Na koniec vyuzijeme vlastnost uhla medzi dotyénicou a tetivou a dostaneme DOH = 2CHD kde O je
stred kruznice. Vdaka tomu ziskame velkost polomeru kruznice z rovnoramenného trojuholnika DOH:

R— 3| DH| __ |DH] _%‘m_Q(S—ZICOSB)
sin%D/_O?I 9sin CHD 2\/%5085 8sin 3 '

Ked do tohto vzfahu dosadime hodnotu @, dostaneme odpoved. Z rieSenia vidno, Ze odpoved nezdvisi
od toho, kde sa nachddza bod A.

bsina(5 — 4 cos f5)

8sin Bsin(a+ 3)

Uloha 4. Na strane BC' trojuholnika ABC' je dany bod D tak, ze CAD = 2 - BAD. Velkosti polomerov
kruznic vpisanych do trojuholnikov ACD a ABD st postupne rovné 8 a 4, vzdialenost medzi bodmi
dotyku tychto kruznic s priamkou BC je rovna /129. Zistite |AD|.

Odpoved..
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B H D H' C

Riesenie. Oznacime stred kruznice s polomerom dfiky 4 pismenom O, stred druhej kruznice oznacime
pismenom O'. Body ich dotyku s tiseckou BC oznaéime postupne ako H a H', body ich dotyku s tseckou
AD ako J a I. Vypocitame velkost tsecky I.J dvomi sposobmi.

Uvazujme o pravouhlych trojuholnikoch AOJ a AO’I. Oznaéme velkost uhla BAD ako 2cq, potom
zo zadania bude velkost uhla CAD rovnd 4ca. Body O a O’ st stredy kruznic vplsanych do trOJuholmkov
ABD a ACD, preto st AO a AO’ osi uhlov BAD a CAD, z ¢oho vyplyva OAD = «, O'AD = 2a a

|AJ| = |OJ|cotg@ =4 cotga

cotg?a —1

|AI|:\O’I|cotg@:8cotg2a:8- =4cotga — < 4cotga = |AJ|.

2cotg o cotg a

To znamend, ze |DI| > |D.J|. Teraz si vSimneme, ze DO je os uhla ADB a DO’ je os uhla ADC'. Vieme,

ze uhol medzi osami dvoch susednych uhlov je pravy, teda ODO' = /2. Preto ODJ = DO'I. 7 toho
vyplyva, ze trojuholniky ODJ a DO’I si podobné, z ¢oho vyplyva

|OJ|  |DI|
|DJ| O]

— |DJ| - |DI| = 32.

Okrem toho vdaka vete o useckdch na dotyé¢niciach z jedného bodu ku kruznici plati |DH| = |DJ|
a |DH'| = |DI|. Z toho dostaneme |DJ|+|DI| = |DH|+|DH'| = |HH'| = v/129. Ked vyriesime ziskant
sustavu rovnic, dostaneme

V129 — 1 |DI|_\/129+1
2 ’ - 2

Preto |IJ| = |DI| — |DJ| = 1. Okrem toho |I.J| = |AJ| — |AI|, z éoho dostaneme

|DJ| =

8 — 8 cotg?
4cotga — 8cotg2a =1 = w—i—‘icotga:l — cotga = 4.
2 cotg «
Preto
129 —1 31 129
|DJ| = \/72, |AJ| =4cotga =16, |AD|=|AJ|+|DJ|= "‘2\/7
1 12
Odpoved.. 3+2\/79
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ljlohy

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Nad ramenom BC' rovnoramenného trojuholnika ABC' je ako nad priemerom zostrojend kruznica,
ktora pretina/zzi\ldadﬁu tohto trojuholnika v bode D. Zistite vzdialenost jej stredu od bodu A, ak
|AD| = /3, ABC = 21/3.

.V trojuholniku ABC' kde |AB| = 4, si stupniové miery uhlov BAC a ABC rovné postupne 30°

a 130°. Nad stranou AB ako nad priemerom je zostrojeny kruh. Zistite obsah ¢asti tohto kruhu,
ktord lezi vo vnutri trojuholnika ABC.

. Z bodu M, ktory lezi na kruznici, zostrojime tri tetivy MN, MP a MQ tak, ze [MN| = 1,

IMP| = 6, |[MQ| = 2. Okrem toho st velkosti uhlov NMP a PMQ rovnaké. Zistite velkost
polomeru tejto kruznice.

V trojuholniku ABC' s priemerom 2p je dlzka strany AC rovné a a velkost ostrého uhla ABC je
rovnd «. Kruznica vpisand do trojuholnika ABC' so stredom O sa dotyka strany BC' v bode K.
Zistite obsah trojuholnika BOK.

. Do trojuholnika ABC' je vpisand kruznica, ktord sa dotyka jeho stran AB, BC' a AC postupne

v bodoch M, D a N. Vypocitajte velkost tisecky M D ak viete, ze |NA| = 2, [NC| = 3, BCA = 7/3.

. Kruznica sa dotyka strdn AB a BC trojuholnika ABC postupne v bodoch D a E. Zistite velkost

vysky trojuholnika ABC spustenej z vrchola A, ak |[AB| =5, |AC| =2 a body A, D, E a C lezia
na jednej kruznici.

Dve kruznice maju vonkajsi dotyk v bode A. Ich spolo¢na dotycénica sa dotyka prvej kruznice v bode
B a druhej kruznice v bode C. Priamka, ktord prechadza cez body A a B pretina druhu kruznicu
v bode D. Vieme, ze |AB| =5, |AD| = 4. Zistite |CD|.

. 'V kruznici s velkostou polomeru 4 je dand tetiva AB a priemer AK, pri¢om BAK = /8. Cez bod

B prechadza dotyc¢nica k tejto kruznici, ktora pretina prediienie priemeru AK v bode C. Zistite
velkost taznice AM trojuholnika ABC.

.V trojuholniku ABC' je nad stranou AC' ako nad priemerom zostrojend kruznica, ktord pretina

stranu AB v bode M a stranu BC v bode N. Vieme, Ze dlzka usecky AB je rovna 3, dizka usecky
AC jerovnd 2, |[AM|: |MB| = 2 : 3. Zistite velkost isecky AN.

Kruznica prechadza cez vrcholy A a C trojuholnika ABC, pretina stranu AB v bode D a stranu
BC v bode E. Zistite velkost uhla CDB, ak |AD| = 5, |AC| = 2V/7, |BE| = 4, |BD| : |CE| = 3 : 2.

Do stvoruholnika ABC'D je vpisand kruznica s velkostou polomeru 2. Uhol DAB je pravy, |[AB| = 5,
|BC| = 6. Zistite obsah stvoruholnika ABCD.

Kruznica, ktord prechadza cez vrchol A trojuholnika ABC' sa dotyka strany BC v bode M a pretina
strany AC' a AB postupne v bodoch L a K. Zistite pomer |AC| : |AB| ak viete, ze dlzka tsecky
CL je dvakrat vécsia, nez dlzka tsecky BK a |CM|:|BM|=3:2

V kruhu so stredom O pretina tetiva AB polomer OC v bode D, pricom velkost uhla ADC je
rovna 2w /3. Zistite velkost polomeru kruznice, ktoré sa dotyka tseciek AD a DC' a oblika AC, ak
|0C| =2, |OD| = /3.

Dve kruznice s réznymi polomermi sa v bode A dotykaju tej istej priamky a nachdadzajui sa od nej
na roznych stranach. Usecka AB je priemer kruznice s mensim polomerom. Z bodu B zostrojime
dve priamky, ktoré sa dotykaji kruznice s vicsim polomerom v bodoch M a N. Priamka, ktora
prechddza cez body M a A pretina mensiu kruznicu v bode K. Vieme, ze |[MK| = /2 + /3,
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

KAPITOLA 2. KRUZNICE

BMA = 7 /12. Zistite obsah utvaru ohrani¢enému tseckami BM a BN z doty¢nic a tym oblikom
M N na vicsej kruznici, ktory neobsahuje bod A.

Dve kruznice, ktorych velkosti polomerov st v pomere (9 — 4\/§) : 1, sa dotykaju zvnutra. Sti dané
dve tetivy vicsej kruznice rovnakej dlzky, ktoré sa dotykaju mensej kruznice. Jedna z tychto tetiv je
kolmé na tsecku spajajiicu stredy kruznic a druh4 nie. Zistite velkost uhla medzi tymito tetivami.

Dve kruznice s velkostami polomerov 6 a 8 sa pretinaji v bodoch A a B. Cez stredy Op a O3 tychto
kruznic vedie priamka. C1 a Cs st dva zo Styroch priesecénikov tejto priamky s kruznicami, pricom
bod O lezi na kruznici so stredom O; a velkost isecky C1C5 je vicsia nez 20. Zistite vzdialenost
medzi bodmi O; a O3 ak je sicin obsahov trojuholnikov C101A a Co09 B rovny 336.

V kruhu s polomerom velkosti 1 s dané tetivy AB a BC. Zistite obsah ¢asti tohto kruhu, ktora
lez{ vo vniitri uhla ABC, ak je uhol BAC ostry, |[AB| = v/2 a |BC| = 10/7.

Velkost polomeru kruznice opfsanej trojuholniku K LM je rovné R. Cez vrchol L vedie priamka
kolm& na stranu K'M. Tuto priamku pretinaji osi stran KL a LM v bodoch A a B. Viete, ze
|AL| = a. Zistite |BL|.

V kruznici s velkostou polomeru R je dand tetiva AB a priemer AC. Tetiva PQ kolm4 na priemer
AC pretina tetivu AB v bode M.Vieme, ze |AB| = a, |PM| : |MQ| = 1 : 3. Zistite velkost
usecky AM.

Priemer AB a tetiva C'D kruznice sa pretinaji v bode E tak, ze |CE| = |DE|. Cez body B a C
vedu dve dotyé¢nice k tejto kruznici, ktoré sa pretinaji v bode K. Usecky AK a C'E sa pretinaju
v bode M. Zistite obsah trojuholnika CKM ak |AB| = 10, |[AE| = 1.

Je dand kruZnica s polomerom velkosti 2 a stredom v bode O. Z konca tsecky OA, ktora pretina
tsecku v bode M je ku kruznici zostrojena dotyénica AK. Velkost uhla OAK je rovna /3. Zistite
velkost polomeru kruZnice, ktora sa dotyka tseciek AK, AM a oblika MK.

Obsah trojuholnika ABC' je rovny 3v/15 a velkost polomeru do neho vpisanej kruZnice je rovnd
v/15/3. Kruznica s velkostou polomeru 5v/15/9 sa dotyka polpriamok tvoriacich uhol AC' B a kruznice
vpisanej trojuholniku ABC'. Zistite tg ABC' ak najvécsia zo stran trojuholnika ABC je strana AC.

Do trojuholnika ABC je vpisand kruznica . Dotyé¢nica k tejto kruznici rovnobezna so stranou
BC pretina stranu AB v bode D a stranu AC' v bode E. Obvody trojuholnikov ABC a ADE si
postupne rovné 40 a 30, ABC = 273. Zistite velkost polomeru kruZnice ~.

Do uhla s vrcholom A a velkostou 7/3 je vpisand kruznica so stredom v bode O. K tejto kruznici
je zostrojena dotycCnica, ktord pretina strany uhla v bodoch B a C. Usecky BC a AO sa pretinaju
v bode M. Zistite velkost polomeru kruznice vpisanej do trojuholnika ABC ak |[AM| : |[MO| =2: 3,
|BC| =1.

Dve kruznice s polomermi velkosti R a r sa pretinaji v bodoch A a B a dotykajii sa nejakej priamky
v bodoch C' a D. Bod N je priese¢nik priamok AB a CD (B je medzi A a N). Zistite:

1) velkost polomeru kruznice opisanej trojuholniku AC D;

2) pomer velkosti vysok trojuholnikov NAC a N AD spustenych z vrchola N.

V trojuholniku ABC je BAC = a, |AC| = b. Kruznica do neho vpisang sa dotyka stran AB a BC
v bodoch M a N, os uhla BAC pretina priamku MN v bode K. Zistite vzdialenost bodu K od
priamky AC.
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Do uhla je vpisanych niekolko kruznic, ktorych polomery sa zviésuju. Kazd4 d’alsia kruznica sa
dotyka predchddzajicej. Zistite stucet dlzok druhej a tretej kruznice, ak je velkost polomeru prvej
rovnd 1 a obsah kruhu ohrani¢eného §tvrtou kruznicou je rovny 64mx.

Na strane OK ostrého uhla KOM je dany bod L (L lez medzi O a K). Kruznica prechddza cez
body K a L a dotyka sa polpriamky OM v bode M. Na obliku tejto kruznice LM, ktory neobsahuje
bod K je dany bod N. Vzdialenosti bodu N od priamok OM, OK a KM su postupne rovné m, k
a [. Zistite vzdialenost bodu N od priamky LM.

Na priamke si dané tri body L, M a N (M je medzi L a N, |[LM| # |MN|). Nad dseckami LM,
MN a LN su ako nad priemermi zostrojené polkruznice, stredy ich oblikov su postupne body A,
B a C. Bod C lezi na jednu stranu a body A a B na druhi stranu od priamky LN. Zistite vztah

medzi obsahom tutvaru, ktory je ohrani¢eny tymito tromi polkruznicami a obsahom trojuholnika
ABC.

V kruznici v st dané tetivy KL, MN a PS. Tetivy KL a PS sa pretinaju v bode C, tetivy KL
a M N sa pretinaji v bode A a tetivy M N a PS sa pretinaju v bode B, pricom |AL| = |CK],
|AM| = |BN|, |BS| = 5, |BC| = 4. Zistite velkost polomeru kruznice 7y ak je velkost uhla BAC
rovna /4.

Je dand kruznica, ktorej priemer M N m4 velkost 16. Na dotyé¢nici k tejto kruznici v bode M je
vyznacena useCka M P, ktora mé dlzku vacsiu nez 15. Z bodu P je zostrojena druha dotyénica ku
kruznici, ktord pretina priamku M N v bode Q. Zistite obsah trojuholnika M PQ, ak je jeho obvod
rovny 72.

Nad stranou BC' ostrouhlého trojuholnika ABC (AB # AC) je ako nad priemerom zostrojend
polkruznica, ktord pretina vysku AD v bode M, bod H je priesectnik vySok trojuholnika ABC,
|AD| = a, |MD| =b. Zistite |AH|.

Tri kruhy so stredmi v bodoch P, Q@ a R sa po dvojiciach navzajom zvonka dotykaju v bodoch A,
B a C. Vieme, ze PQR = 2arcsin(1/3) a sticet velkost{ polomerov vsetkych troch kruhov je rovny
12v/2. Akt najvicsiu dlzku moze mat kruznica, ktord prechddza bodmi A, B a C?

Kruznica vpisand rovnoramennému trojuholniku ABC' sa dotyka jeho zakladne AC' v bode D
a ramena AB v bode E. Bod F je stred strany AB a bod G je priesec¢nik kruznice a isecky F'D
rozny od D. Dotyénica ku kruznici, ktoré prechddza bodom G pretina stranu AB v bode H. Zistite
velkost uhla BCA ak viete, ze |[FH|: |HE| =2: 3.

Z bodu A st zostrojené ku kruznici dve dotycnice (M a N st body dotyku) a se¢nica, ktord pretina
kruznicu v bodoch B a C a tetivu M N v bode P. Vieme, ze |AB| : |BC| = 2 : 3. Zistite |AP| : |PC|.

Dve kruznice so stredmi A a B a dlzkami polomerov postupne 2 a 1 sa navzdjom dotykaji. Bod

C' lezi na ich spolo¢nej doty¢nici a nachddza sa vo vzdialenosti 33 4d stredu usecky AB. Zistite

2v2
obsah S trojuholnika ABC' ak viete, ze S > 2.






Kapitola 3

Stvoruholniky a mnohouholniky

3.1 Rovnobezniky
Teoria

Lomend ciara A1 A2As ... Ay je Gtvar pozostavajuci z bodov Aj, Aa,..., A, (vrcholy lomenej ciary)
a useciek Ay Ag, AgAs,..., Ap_1A,, ktoré ich spajaju (hrany lomenej ciary).

Jednoduchy mnohouholnik sa nazyva uzavretd lomena ¢iara, ktord sama seba nepretina, ktorej susedné
hrany nelezia na jednej priamke.

KedZe sa v elementarnej geometrii uvazuji iba jednoduché mnohouholniky, v dalsom texte budeme
automaticky pod mnohouholnikom rozumiet jednoduchy mnohouholnik. Ak budeme mat na mysli sa-
mopretinajici sa mnohouholnik, bude na to upozornené zvI4st.

Definicia. Rovnobeznik je taky stvoruholnik, ktorého obe dvojice protilahlych stran si rov-
nobezné.

Vsimnime si, ze rovnobeznik je konverny Stvoruholnik (teda lezi v jednej polrovine vzhladom na
lubovolnt priamku, ktord obsahuje jeho hranu), jeho uhlopriecky sa pretinaji a (tak ako uhlopriecky
kazdého konvexného mnohouholnika) lezia v jeho vnutri.

1 Vlastnosti rovnobeznika
Ak je stvoruholnik rovnobeinik, tak
1. Velkosti jeho protilahlyjch uhlov si rovnaké.
Velkosti jeho protilahlyjch strdan si rovnaké.
Jeho uhlopriecky sa pretinaji a ich priesecnik ich deli na polovicu.

Trojuholniky, na ktoré je rozdeleny uhloprieckamsi, maji rovnaké obsahy.

AR IS

Sucet druhiych mocnin dizok jeho uhlopriecok je rovny suctu druhgch mocnin dizok jeho strdn.

Majme rovnobeznik ABC D, prieseénik jeho uhlopriecok
oznatime O. Kedze AB || CD a AD || BC, tak z vlastnost{ B C
striedavych uhlov dostaneme

ACB = CAD, ACD = CAB,

ABD = BDC, CBD = ADB.

7 toho vyplyva, Ze za prvé

ABC = ABD + CBD = CDB + ADB = ADC,

73
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BAD = BAC + CAD = ACD + ACB = BCD

a za druhé, trojuholniky ABC a C' DA st zhodné podla druhého kritéria pre zhodnost tro juholm’kovm To
znamend, ze |[AB| = |CD] a |BC| = |AD|. Ale potom st trojuholniky AOB a COD taktiez zhodné podla
druhého kritéria pre zhodnost trojuholnikov a preto |AO| = |OC| a |BO| = |OD|. Z tychto rovnosti
s prihliadnutim k tomu, ze sinusy uhlov AOB, BOC, COD a AOD si rovnaké (pretoze tieto uhly si
susedné alebo vrcholové) dostdvame rovnost obsahov trojuholnikov, na ktoré je rovnobeznik rozdeleny
svojimi uhloprieckami.

Posledn4 vlastnost sa najjednoduchsie ukaze takto: Uhly ABC a BAD st vniitorné uhly medzi dvoma
rovnobezkami BC' a AD a ich seénicou AB, preto je sicet ich velkosti rovny 7 a kosinusy ich velkost{
maji opacné hodnoty. Ked pouzijeme kosinusovi vetu na trojuholniky ABC a BAD, vyuZijeme, Ze
|AD| = |BC|, |AB| = |CD| a ziskané vztahy s¢itame, dostaneme

IBD|? = |AB|> + |AD|? — 2 - |AB| - |AD| - cos BAD =
= |CD|> + |AD|? +2-|AB| - |BC| - cos ABC
|AC|? = |AB)? + |BC|? = 2 - |AB| - |BC| - cos ABC =
— |AC|? +|BDJ* = |AB|* + |BC|* +|CDJ* + |ADJ*.
QE.D.

2 Kritéria pre rovnobeznik
Ak pre §tvoruholnik plati aspori jedno z tvrdeni:
1. Velkosti jeho protilahlych uhlov st rovnaké.
2. Velkosti jeho protilahlyjch strdn si rovnaké.
3. Dwojica jeho protilahlych strdn je rovnobeind a md rovnaki dizku.
4. Jeho uhlopriecky su ich prieseénikom rozdelené na polovicu,

tak je to rovnobezZnik.

Na doplnenie k tymto Styrom zakladnym kritéridm pre rovnobeznik dokdzeme eSte dve pomocné
kritéria.

Ak pre konvexny stvoruholnik plati aspori jedno z tvrdeni:

a) Trojuholniky, na ktoré je rozdeleny uhloprieckami, maji rovnaké obsahy.
b) Sucet druhijch mocnin dizok jeho uhlopriecok je rovny suctu druhgch mocnin dizok jeho strdn,

tak je to rovnobeznik.

Majme konvexny stvoruholnik ABCD.

a) Nech si obsahy trojuholnikov AOB, BOC, COD
a DOA rovnaké. Pouzijeme vzfahy pre obsahy trojuholnikov
AOB a BOC:

1 —
Saaop =5+ |A0| - |0B] -sin OB,

1 —
SaBoc = 3 |BO| - |OC| - sin BOC.

Teraz si vSimneme, Ze sinusy susednych uhlov AOB a BOC
st rovnaké a vydelime pravé a lavé strany rovnice. Dostaneme

"Pozn. prekl.: Podla vety usu.
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|AO| = |OC|. Analogicky dokézeme, ze |BO| = |OD| ¢o vzhladom na to, ¢o sme dokdzali predtym,
znamena, ze ABCD je rovnobeznik.

b) Dokaz posledného kritéria je komplikovanejsi, nez predosly. Zavedieme si oznacenie |AO| = a,
|BO| = b, |CO| = ¢, |DO| = d, AOB = a. Potom

@:a, BOC = AOD =7 — a, |AC| =a+c¢, |BD|=b+d.

Pouzijeme kosinusovi vetu pre trojuholniky AOB, BOC, COD a DOA:

|AB|* = a® + b* — 2abcosa, |BC|> =b? + ¢ + 2bccos a,

|ICD> = ® +d* — 2cdcos o, |AD|* = a® + d* 4 2ad cos .
Ked tieto vzfahy séitame a vyuzijeme to, Ze

|ABJ? + |BC|* + |CD|* + |AD|?> = |AC|* + |BD?,
dostaneme
2(a® +b? + 4+ d*) +2(ad + be — ab — cd) cosa = (a + ¢)? + (b + d)? —

— (a—c)?+(b—d)?—2(a—c)(b—d)cosa =0.

Ak b = d, tak zo ziskanej rovnosti vyplyva, ze a = ¢, ¢ize uhlopriecky stvoruholnika ABCD deli ich
priesecnik na polovice a teda je to podla dokézaného vyssie rovnobeznik. Ak b # d, tak ked vydelime
obe strany rovnosti (b — d)?, dostaneme

2
a—c a—c D 9
(b—d) 2cos o b_d—i—l 0, 1 cos“a—1>0 = a=mn, n€Z

Ale velkost uhla AOB lezi v intervale (0,7), takze v pripade b # d nemé rovnica riesenie.
Q.E.D.

3 Obsah rovnobeznika
Obsah rovnobeznika ABCD sa d4 vypocitat zo vzorcov

1

sz%.\AB|.\AD|.sm§@, S=1AD|-h =|AB| - hs, S=

|AC| - |BD| -sinc,

kde hi a hs st velkosti vysok rovnobeznika ABCD zostrojenych postupne na jeho strany AD a AB a « je
uhol medzi jeho uhloprieckami.
4 Vpisana a opisana kruznica

Rovnobezniku je mozné vpisat kruznicu vtedy a len vtedy, ked je to kosostvorec.
Rovnobezniku je mozné opisat kruznicu vtedy a len vtedy, ked’ je to pravouholnik.

Ukadzky riesenych iloh

Uloha 1. Obvod rovnobeznika ABCD je rovny 26, velkost uhla ABC' je rovnd 27/3 a velkost polomeru
kruznice vpisanej trojuholniku BC'D je rovné /3. Zistite velkosti strdn rovnobeznika ABCD ak viete,
7e velkost strany AD je vicsia, nez velkost strany AB.
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Riesenie. Kedze ABCD je rovnobeinik, tak B K C
|AB| = |CD|, |AD| = |BC|. Z toho s prihliad- .
nutim na fakt, ze obvod ABCD je rovny 26
vyplyva, ze | BC|+|CD| = 13. Preto ked oznacime
velkosti tseciek AD a BC ako y, tak velkosti 0
useciek AB a C'D budi rovné 13 —y. Z podmienky
v zadani |AD| > |AB|, ¢ize y > 13 —y <=
y > 13/2.

Dalej, ked'ze s priamky AB a C'D rovnobezné, o . D
z vlastnosti vnutornych zodpovedajicich si uhlov BCD = 7 — ABC = 7/3. Z kosinusovej vety pre
trojuholnik BC'D dostaneme

IBD|? = |BC2+|CD|*—2-|BC| - |CD| - cos BCD = |BD| = /342 — 39y + 169.

Teraz oznacime stred kruznice vpisanej trojuholnik/u\BCD pismenom O a bod jej dotyku so stranou BC
pismenom K. Potom je CO os uhla BCD, ¢ize OCK = m/6 a z vlastnosti tseciek, na ktoré kruznica
vpisana trojuholniku deli jeho strany |C K| = sapcp — | BD)|. Nakoniec z pravouhlého trojuholnika OC K
dostaneme

13— /3y2 -39y + 169 1
2

— /3y2 — 39y + 169 = 7.

IOK| = |CK| tgOCK = /3 =

=

Sl

Ked ziskant rovnost umocnime na druht, dostaneme
3y2 —39y +169 =49 — 3?> —13y+40=0 = y = 8§ alebo y = 5.
No a ked'ze y > 13/2, tak

|AD| = |BC| =y =8, |AB|=|CD|=13—y=5.

Odpoved. |AD| = |BC| =8, |AB| = |CD| = 5.

Uloha 2. V rovine je dany Stvorec ABCD a bod O. Vieme, 7ze obsah §tvorca je vAcsi, nez 225, |OB| =
|OD| = 13, |OC| = 5v/2. Zistite velkost strany AB a to, kde lez{ bod O — &i vo vniitri alebo mimo §tvorca
ABCD.

Riesenie. Oznacéime stred uhlopriecky BD pismenom K

a vSimneme si, Ze bod O je podla podmienok zadania rovnako B C
d'aleko od bodov B a D. To znamen4, 7e lezi na osi usecky f 7
BD, teda na priamke, ktora prechadza cez bod K a je kolma
na BD. Okrem toho je ABCD §tvorec a preto si jeho uhlop-
riecky na seba kolmé a pretinaji sa v bode K. Z tychto dvoch
faktov vyplyva, ze bod O lezi na priamke AC.

Dalej, kedze obsah &tvorca je rovny druhej moc-
nine jeho strany, tak z podmienok zadania vyplyva, zZe
|AB| = |BC| > 15. Teraz vezmeme do uvahy, ze AB, BC
a OB su tusecky spédjajuce bod B s bodmi priamky AC,
|AB| = |AC| > |OB|, z ¢oho vyplyva, ze |[AK| = |CK| > (04
|OK| a teda bod O lezi vo vnutri stvorca ABCD. s °

Vo vseobecnosti moéze bod O lezaf na tisecke KC (ttto
moznost oznac¢ime O') aj na tusecke AK (tito moznost
oznacime O”). Polozime |BK| = z > 0, potom |KC| = z,

|AB| = V/|BK]? + |[KCP = a2,
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|O'K| =|0"K| = +/|OBJ? — |BK|? = /169 — 22.

Rozoberieme obe moznosti pre polohu bodu O. Pre moznost O’ z rovnosti |[KC| = |O'K| + |0'C|
ziskame rovnicu z = /169 — 22 + 5v/2, z ktorého sa jednoducho ziska x = 17/y/2. Vtedy |AB| = 17,
¢o vyhovuje podmienkam zadania. V druhom pripade |[KC| = |0"C| — |0"K]| z ¢oho ziskame rovnicu
r = /169 — 22 — 51/2. Rie§enim tejto rovnice je x = 7/v/2, ale vtedy |AB| = 7 ¢o odporuje podmienke
v zadani.

Odpoved’. 17, bod O lezi vo vnitri §tvorca.

Uloha 3. V rovnobezniku ABCD lezia body E a F postupne na stranich AB a BC tak, ze |AE| = 2| BE),
|BF| = 3|CF|. M je priesecnik priamok AF a DE. Zistite ¢iselné vyjadrenie pomeru |[AM| : |M F|.

Riesenie. Konfiguracia opisand v tejto tlohe je pomerne

standardnd: su dané nejaké vztahy medzi dizkami tseciek F

a nejaky vztah treba nijst. V takychto pripadoch sa viésinou N B ¢

pouziva podobnost alebo Menelaova veta. Napriek tomu ak

zostaneme pri tom, Ze nakreslime rovnobeznik ABCD a zo- M

strojime usecky AF a DFE, tak na obrdzku nebudd ani po-

dobné trojuholniky, ani konstrukcia, v ktorej by sa dala

uplatnit Menelaova veta. Preto musime spravit doplnkovi

konstrukciu, konkrétne predfiit’ priamku DFE po prieseénik

s priamkou BC' v bode N. A D
Zavedieme oznacenie |BE| = z, |CF| = y, potom z pod-

mienok zadania |AFE| = 2z, |BF| = 3y, |BC| = 4y a z vlastnosti rovnobeznika |AD| = 4y. Trojuholniky

ADE a BNFE su si podobné, z ¢oho dostaneme

|BN| |BE|

|AD|-|BE| 4y =
|AD|  |AE)| -

|AE]| 2z

— |BN| = =2y, |FN|=|BN|+|BF| = 5y.

Trojuholniky ADM a FNM si podobné, z ¢oho dostaneme

|AM| _ |AD| AM| 4y 4

= = =2 =_.
IMF| ~ |FN| IMF| 5y 5

Odpoved'. 4 : 5.

Uloha 4. Do trojuholnika ABC' je vpisany Stvorec, ktorého dva vrcholy lezia na strane AC, jeden na
strane AB a jeden na strane BC. Cez stred D strany AC a stred tohto §tvorca vedie priamka, ktord
sa pretina s vyskou BH trojuholnika ABC v bode E. Zistite obsah trojuholnika DEC ak |AB| = 6,
|IBC|=5a |AC| =T.

Riesenie. Pri prvom pohlade na podmienky tejto tlohy sa moze zdat, Ze je ¢isto vypoctova. Skutocne
st dané vsetky dfiky stran trojuholnika ABC' a preto skor ¢i neskor takym ¢i onakym spésobom mozno
vypocitat vsetky veli¢iny, ktoré sa v tlohe vyskytuji. Ale takyto pristup hrubou silou vedie k pomerne
velkému mnozstvu prace. Preto budeme uvazovat takto: pouzijeme vztahy pre obsahy trojuholnikov ABC
a DEC a vypocitame ich pomer:

1 1
SaABC = 3 |AC|-|BH|, Sapec = 3 |DC|- |[EH| =
Sappc _ |EH| |DC| _ |EH)|
Saapc  |BH| |AC| 2|BH|
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TakZe v podstate ndm staci zistit, v akom pomere deli bod B
E vysku BH. Oznacime vrcholy stvorca pismenami K, L, M,
N tak, ze bod L lezi na strane BC a bod M lezi na strane
AB a jeho stred ozna¢ime pismenom O. Zostrojime tsecku
BD a jej priesetnik s tiseckou M ozna¢ime pismenom Q’.
Kedze LM || AC, trojuholnik BLM je podobny trojuholniku
BCA a kedze je BD taznica trojuholnika BCA, tak je BQ'
taznica trojuholnika BLM a teda bod @’ je stred LM . Z toho
vyplyva, Ze ak spustime kolmicu Q'Q na stranu AC, tak bude ° A >
obsahovat bod O, pricom |Q'O| = |0Q)|. ¢ KHQ DN A

Dalej kedze QQ' | BH, tak je trojuholnik DQQ’ po-
dobny trojuholniku DHB a kedZe je DO taznica trojuholnika DQQ’, tak je DE taZnica trojuholnika
DHB, ¢ize E je stred BH, t.j. |FH|:|BH| =1:2. Ostava len dopocitat odpoved:

54+6+7 1 3v6
SAABC = — 5 = 9, Saapc=V9-2-3-4=6V6, Sappc = ZSAABC =5
Odpoved. %
2
Ulohy

1. Zistite obsah rovnostranného trojuholnika, strana ktorého je rovnaka, ako strana kosostvorca s uhlo-
prieckami dlzky 10 a 12.

2. Do stvorca s obsahom 18 je vpisany pravouholnik tak, Ze na kazdej strane Stvorca lezi jeden vrchol
pravouholnika. Dlzky stran tohto pravouholnika si v pomere 1 : 2. Zistite obsah pravouholnika.

3. V rovnobezniku ABCD pretina os uhla BAD stranu CD v bode M tak, ze |[DM| : |[MC| = 2.
Zistite velkost uhla BAD ak viete, ze CAM = «

4. V pravouholniku ABCD je strana AB dvakrat dlh§ia ako strana BC. V jeho vnutri lezi bod N,
pricom |AN| = /2, |BN| = 4v/2, |DN| = 2. Zistite kosinus velkosti uhla BAN a obsah pravou-
holnika ABCD.

5. V kosostvorci ABCD je velkost uhla pri vrchole A rovnd m/3. Bod N deli stranu AB v pomere
2 :1 v poradi od bodu A. Zistite tg DNC.

6. V kosostvorci ABCD s dlzkou strany 6 je na strane BC dany bod E tak, ze |CE| = 2. Zistite
vzdialenost od bodu E do stredu kosostvorca ak BAD = 7/3.

7. Obsah pravouholnika ABCD je rovny 48 a velkost jeho uhlopriecky he rovnd 10. V rovine, v ktorej
sa pravouholnik ABCD nachddza, je dany bod O tak, ze |OB| = |OD| = 13. Zistite vzdialenost
bodu O a toho vrchola pravouholnika ABC D, ktory je od neho najd’alej.

8. V konvexnom stvoruholniku ABCD st body E, F, H a GG postupne stredmi ﬁseéi/ek\AB , BC,CD
a AD a bod O je priesecnik useciek FH a FG. Vieme, ze |EH| = a, |FG| =b, FOH = «. Zistite
velkosti uhloprie¢ok §tvoruholnika ABCD.

9. Konvexny stvoruholnik ABC' D je opisany okolo kruznice so stredom v bode O. Zistite jeho obvod,
ak viete, ze |[AO| = |0OC| =1, |BO| = |0OD| = 2.

10. Do kosostvorca, ktorého jedna z uhlopriecok ma dizku 10 je vpisany kruh s obsahom 97. Zistite
obsah tej Casti kosoStvorca, ktora sa nachadza mimo kruhu.
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11

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

V rovnobezniku ABCD su dfiky uhlopriecok AC' a BD rovné dj a dy (di # dg). Zistite obsah
rovnobeznika ABCD ak ABC = a.

Cez vrchol A a stred M strany BC rovnobeznika ABC'D s obsahom 1 vedie priamka, ktora pretina
uhlopriecku BD v bode O. Zistite obsah stvoruholnika OMCD.

V rovnobezniku ABCD plati |AB| = |BD| =1 a dizky jeho uhlopriecok st v pomere 1 : /3. Zistite
obsah tej casti kruhu opisanému trojuholniku BDC', ktord nepatri do kruhu opisanému trojuholniku
ADC.

v rovnobezniku PQRS os uhla pri vrchole P so stupiiovou mierou 80° pretina stranu RS v bode
L. Zistite velkost polomeru kruznice, ktoré sa dotyka tisecky PQ a polpriamok QR a PL ak viete,
ze |PQ| =T.

V rovnobezniku ABCD je velkost uhla BC'D rovna 57/6 a velkost zdkladne AD je rovna 8. Zistite
velkost polomeru kruznice, ktora sa dotyka priamky CD, prechddza bodom A a zikladitu AD
pretina vo vzdialenosti 2 od bodu D.

KruZnica, ktorej priemer m4 velkost /10 prechidza cez susedné vrcholy A a B pravouholnika
ABCD. Velkost doty¢nice zostrojenej z bodu C' k tejto kruznici je rovna 3 a |AB| = 1. N§jdite
vietky hodnoty, ktoré méze nadobtdat dlzka strany BC.

V pravouholniku ABCD v ktorom |AD| = 3 + 3v/2/2 a |AB| = 6 lezia dve kruznice. Kruznica so
stredom v bode K a s velkostou polomeru 2 sa dotyka stran AB a AD. KruZnica so stredom v bode
L a s velkostou polomeru 1 sa dotyka strany C'D a prvej kruznice. Zistite obsah trojuholnika C' LM
ak M je pata kolmice spustenej z vrchola B na priamku, ktora prechddza bodmi K a L.

Kruznica, ktora prechadza cez vrcholy B, C a D rovnobeznika ABCD sa dotyka priamky AD
a pretina priamku AB v bodoch B a E. Zistite velkost tisecky AF ak |AD| =4 a [CE| = 5.

V rovnobezniku st zostrojené osi vsetkych vmitornych uhlov. Stvoruholnik uréeny prieseénikmi
tychto osi ma obsah rovny dvom tretindm obsahu povodného rovnobeznika. Zistite pomer dlzok
vécsej a mensej strany povodného rovnobeznika.

Cez vrcholy A, B a C rovnobeznika ABCD vedie kruznica, ktord pretina priamku BD v bode F
tak, ze |BE| = 9. Zistite |BD| ak |AB| =3, |BC| =5.

Strany kosostvorca FFGH st preponami pravouhlych rovnoramennych trojuholnikov EAF, F DG,
GCH a HBE, pricom vsetky tieto trojuholniky maji spolo¢né vnitorné body s kosostvorcom
EFGH. Sucet obsahov stvoruholnika ABCD a kosostvorca EFGH je 12. Zistite |GH].

V rovnobezniku lezia dve kruznice, z ktorych sa kazdd dotyka troch jeho stran a druhej kruznice.
Velkost polomeru jednej z nich je 1. TieZ vieme, Ze dlzka velkost jednej z tseciek na strane rov-
nobeznika od vrchola po dotykovy bod s jednou z kruznic je rovna /3. Zistite obsah rovnobeznika.

Do kosostvorca ABCD v ktorom |AB| =1 a BAD = 2a je vpisand kruznica. Dotyé¢nica k tejto
kruznici pretina stranu AB v bode M a stranu AD v bode N. Vieme, ze |M N| = 2a. Zistite velkosti
useciek M B a ND ak viete, ze |[M B| < |[ND|.

Na strane AB trojuholnika ABC je dany bod D tak, ze |CD| = /13 a sin ACD : sin BCD =4 : 3.
Cez stred usecky C'D vedie priamka, ktord pretina strany AC a BC postupne v bodoch M a N.
Vieme, ze ACB = 27/3, obsah trojuholnika MCN je 3v/3 a vzdialenost bodu M od priamky AB
je dvakrat viicsia, nez vzdialenost bodu N od tej istej priamky. Zistite obsah trojuholnika ABC.

V rovnobezniku ABCD sa uhlopriecky pretinaji v bode O a dizka uhlopriecky BD je rovna 12.
Vzdialenost medzi stredmi kruznic opisanych trojuholnikom AOD a COD je rovnd 16. Velkost
polomeru kruznice opisanej trojuholniku AOB je rovnd 5. Zistite obsah rovnobeznika ABCD.
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26. V rovnobezniku je velkost uhla medzi uhloprieckami rovné 7/6. Vieme, ze |AC| : |[BD| = 2 : /3.
Bod Bj je stimerny s bodom B podla priamky AC a bod C je stiimerny s bodom C podla priamky
BD. Zistite pomer obsahov trojuholnika AB1C; a rovnobeznika ABCD.

27. Je dany rovnobeznik ABCD, |AB| = 3, |AD| = v/3 + 1, BAD = 7/3. Na strane AB je dany bod
K tak, ze |[AK|: |KB| =2:1. Cez bod K prechddza priamka rovnobezna s AD. Na tejto priamke
je vo vnutri rovnobeznika ABC'D dany bod L a na strane AD dany bod M tak, ze |AM| = |KL|.
Priamky BM a CL sa pretinaji v bode N. Zistite velkost uhla BKN.

3.2 Lichobezniky
Teoria

Definicia. Lichobeznik sa nazyva $tvoruholnik, ktory méd dve protilahlé strany rovnobezné. Tieto
strany sa nazyvaju zdkladne lichobeznika a druhé dve strany sa nazyvaju ramend lichobeznika.

Pripominame, ze lichobeznik je konvexny Stvoruholnik a v silade s jeho definiciou je rovnobeznik
$pecidlnym pripadom lichobeznika.

Poznamka. V niektorych uéebnych materidloch sa pod lichobeznikom rozumie stvoruholnik, v ktorom st
dve protilahlé strany rovnobezné a druhé dve nie si rovnobeZné.

1 Stredna priecka lichobeznika

Strednd priecka lichobeznika je rovnobeind s jeho zdkladriami a jej velkost je aritmeticky priemer dizok
zdkladni.

Pri dokaze tohto faktu majme lichobeznik ABCD so
zékladnami AD a BC, bod K je stred AB, bod L je stred
CD. Predizime tisecku BL za bod L, az sa pretne s priam-
kou AD v bode M. Uhly BLC a DLM si zhodné, pretoze
su vrcholové a uhly BCL a LDM su zhodné, pretoze si to  f¢
striedavé uhly pri rovnobezkich AD a BC, ktoré pretinam
priamka C'D. Ked sa vezme do uvahy fakt, ze |CL| = |DL],
dostaneme, Ze trojuholniky BCL a M DL st zhodné podla
druhého kritéria pre zhodnost trojuholm’kovﬁ z ¢oho dosta- A D M
neme |BC| = |DM|, |BL| = |LM]|.

Takze tisecka K L je strednou prieckou trojuholnika ABM
a preto jednak KL || AD (z éoho automaticky vyplyva, ze KL || BC) a jednak |KL| = 1|AM| =
L(|AD| + |DM]) = 1(|AD| + | BC)).

Q.E.D.

2 Vyska lichobeznika

Velkosti ramien lichobeznika sa daji vypocitat ako podiel velkosti vijsky lichobeinika a sinusu velkosti
zodpovedajuceho uhla pri zdkladni lichobezZnika:

P P
sin BAD sinCDA
Obsah lichobeinika je rovny sucinu aritmetického priemeru velkosti jeho zdkladni a velkosti jeho vyjsky:
AD| + |BC
sanco = AP pg) = k1) Pg)

8Pozn. prekl.: Veta usu.
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Majme lichobeznik ABC D so zdkladnami AD a BC, K je
stred AB, L je stred BC', PQ je jeho vyska. Na dokaz prvého
tvrdenia staéf spustit kolmice z bodov B a C na zdkladiiu AD
a zvazif patriéné pravouhlé trojuholniky, pricom sa vezme
do tvahy, Ze velkosti zostrojenych kolmic st rovnaké, ako
velkost vysky PQ. Druhé tvrdenie sa lahko zdovodni tak, Ze
si vSimneme trojuholniky ABD a BC D, ktoré maju postupne
obsahy rovné 3 - |AD|- |PQ| a § - |BC| - |PQ|. No a stcet ich
obsahov je rovny obsahu lichobeznika ABCD.

3 Uhlopriecky lichobeznika

Veta. Uhlopriecky lichobeznika ho delia na S§tyri trojuholniky, z ktorych st dva podobné
(AAOD ~ ACOB) a druhé dva maji rovnaky obsah (Sas0 = Sacop). Okrem toho platia nasle-
dujice vztahy:

Spaop _ <\AD|>2_ Sasop _ |AD|
SACOB ’BC’ SAAOB |BC‘.

Doékaz. Ked'ze si priamky AD a BC rovnobezné a priamka
AC ich pretina, tak uhly CAD a AC B st zhodné, pretoze st B C
striedavé.

Okrem toho si uhly AOD a COB zhodné, pretoze su
vrcholové a preto si trojuholniky AOD a COB podobné,
ked'Ze maji zhodné dva uhly. Z toho dostaneme nasledujici
vztah:

_|AO] _|DO| |AD|
~|oc|  j0oB|  |BC|
kde k je koeficient podobnosti tychto trojuholnikov. Prvy zo
vztahov vety bezprostredne vyplyva z toho, Ze pomer obsahov podobnych trojuholnikov je druhd mocnina
ich koeficientu podobnosti.

Teraz spustime z bodov B a C na priamku AD kolmice BH a CK. Velkosti tychto tiseciek st rovnaké
(kazdé z tychto dizok je v skutocnosti vzdialenostou medzi rovnobeznymi priamkami AD a BC). Ked
to vezmeme do tivahy pri zépise vzfahov pre obsahy trojuholnikov ABD a ACD, dostaneme

& N A

H K

1 1
SaABD = 3 |AD| - [BH|; Saacp = 3 |AD| - |CK| = Saapp = Saacp-
Ostédva len pripomentt, Ze

Saa0B = SaaBp — Saaop; Sacop = Saacp — Saaop

a preto Saao0B = Sacop- Nakoniec vyuzijeme, ze uhly AOD a AOB su susedné, preto je ich siucet rovny
7 a ich sinusy rovnaké. To znamend

Spaop _ 3+1A0|-|DO|-sinA0D _ |DO| _ |AD|
Snaos  L1.]140|-|0B|-sinA0B |0B| |BC]|

Q.E.D.

4 Vlastnosti prieseénika uhlopriecok a priesec¢nika ramien lichobeznika

Veta. Nech je v lichobezniku ABCD AD || BC bod E priesecnikom priamok AB a C'D, body P a @ si
postupne stredy zékladni AD a BC a bod O je prieseénik uhloprie¢ok. Potom body P, Q, O a FE lezia
na jednej priamke.
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Dokaz. Dokazeme, ze priamka, ktorda prechiadza bodmi E
a O prechadza aj cez stredy zakladni lichobeznika.
Na zaciatok budeme predpokladat, Ze body P a @ si len
priesecniky tejto priamky so zakladiiami lichobeznika.
Ked'7e st priamky AD a BC rovnobezné, tak trojuholnik
AFEP je podobny trojuholniku BEQ a trojuholnik DEP je
podobny trojuholniku CEQ. Z tychto podobnosti dostavame
|AP| |EP| |DP| |EP)| |AP|  |DP|

BQ| T |EQI [Cq| T [BEQl — 1BQ| |CqQ|

Okrem toho je trojuholnik AO P podobny trojuholniku COQ
a trojuholnik DOP je podobny trojuholniku BOQ. Z tychto
podobnosti vyplyva

A +H P +H D
|AP| _|OP| |DP| |OP| |AP|  |DP|

cQl ~10qQ 1BQl T 10Q] — |cqQl ~ |BQl

Ked navzajom vydelime jednotlivé strany ziskanych vztahov, dostaneme

CQ| _ |BQ)|
= = |BQ|=|CQ| = |AP|=|DP|,
Cize P a () sd postupne stredmi zakladni AD a BC.

Q.E.D.

5 Kruznica vpisana lichobezniku

Lichobezniku je mozné vpisat kruznicu vtedy a len vtedy, ked stcet dizok zakladni lichobeznika je
rovny suctu dlzok jeho ramien

Veta. Ak je do lichobezntka ABC'D (AD || BC) mozné vpisat kruznicu so stredom v bode O, tak bod
O je priese¢nik osi vSetkych vnitornych uhlov lichobeZnika, velkost vysky lichobeznika ABCD je rovné
dvojndsobku velkosti polomeru tejto kruznice a uhly AOB a COD st pravé.

Dékaz. Dotykové body kruznice vpisanej do ABC D so stra-
nami AB, BC, CD a AD oznatime postupne pismenami K,
L, MaN.

Potom |OK| = |OL| = |OM| = |ON|, ¢ize bod O je rov-
nako d'aleko od tse¢iek AB, BC, CD a DA, z ¢oho vyplyva,
ze bod O lezi na osi kazdého z uhlov ABC, BCD, DCA
a DAB.

Okrem toho si v8imnime, ze OL 1 BC a ON 1 AD.
Z toho s prihliadnutim na rovnobeZznost priamok AD a BC
vyplyva rovnobeznost priamok OL a ON. Ale tieto priamky
maju spoloény bod O a preto su totozné, ¢ize body L, O
a N lezia na jednej priamke kolmej na zékladne lichobeznika.
Preto je LN vyska lichobeznika ABCD a |LN| = |OL| +
|ON| = 2r, kde r je velkost polomeru kruznice vpisanej do ABCD.

Nakoniec uhly AB/C’\a DﬁB\sﬁ vnitorné uhly pri rovnobeznych priamkach AD a BC prefatych
priamkou AB, preto ABC + DAB = 7. AO a BO su osi uhlov DAB a ABC, ¢o znameng

A

s

m+@:;ﬁ@+;@:§; A0B == — (OAB + OBA) = 7.

To, ze je pravy aj uhol COD, sa dokaze uplne analogicky.
Q.E.D.
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6 Rovnoramenné lichobezniky

Definicia. Rovnoramenny lichobeznik sa nazyva lichobeznik, ktorého ramena st rovnako dlhé a nie si
rovnobezné.

Vsimnime si, Ze pri takejto definicii venujeme pozornost rovnobeznikom. Pre Ziadny rovnobeznik
s vynimkou pravouholnikov nizsie uvedené vlastnosti nebudt platit. Napriek tomu ale kvoli jednotnosti
z naSich uvah vyli¢ime aj pravouholniky.

Majme rovnoramenny lichobeznik ABC'D (AD || BC), budeme predpokladat, ze |AD| > |BC/|. Nech
si BH a CK jeho vysky.

Veta. Nasledujice tvrdenia st ekvivalentné:
1. Lichobeznik ABCD je rovnoramenny.
Velkosti uhlov pri niektorej zo zdkladni lichobeznika ABCD si rovnaké.
Velkosti uhlopriecok lichobeznika ABCD st rovnaké.
Velkosti uhlov CAD a ADB (alebo CND a ACB) st rovnaké.

Velkosti iseciek AH a KD si rovnaké (si rouné polovici rozdielu velkosti zdkladni AD a BC).

S oA o e

Lichobezniku ABCD je mozné opisaf kruznicu.

Dokaz. Najprv dokazeme vSetky vlastnosti rovnoramenného
lichobeznika, ¢ize ten fakt, ze z tvrdenia 1 vyplyvaja vSetky B_——_C

ostatné.
Kedze |AB| = |CD|, |BH| = |CK]| tak pravouhlé tro-

juholniky ABH a DCK majt zhodnd preponu a odvesnu,

z ¢oho plynie rovnost dizok tsetiek AH a KD. Vsimnime

si, ze BHK S je pravouholnik a preto |[HK| = |BC|. Odtial

s prihliadnutim na to, ze |AH| + |HK| + |KD| = |AD| bez- A
prostredne vyplyva, ze |AH| = |KAD| = 3(]AD| — |BCY). A D

Preto 1. = 5.

Dalej zo zhodnosti trojuholnikov ABH a DCK vyplyva
aj rovnost uhlov BAD a ADC. No a kedze stucet velkosti
uhlov BAD a ABC je rovny m a stcet velkosti uhlov ADC a BCD je tiez rovny m (kvoli vlastnosti
vnuitornych uhlov na jednej strane se¢nice rovnobeziek), tak si zhodné aj uhly ABC a BCD, ¢ize 1. = 2.

Ked'ze st zhodné uhly BAD a ADC, tak si zhodné aj trojuholniky ABD a DC' A (kvoli dvom strandm
a uhlu medzi nimi). Preto |AC| = |BD| a ZADB = ZCAD. Ale uhol ADB je zhodny s uhlom CBD
a uhol CAD je zhodny s uhlom ACB (s to striedavé uhly), ¢o znamend, Ze si zhodné aj uhly ACB
a CBD. Takze 1. = 3. a 1. = 4.

Nakoniec si vS§imnime, ze priamka, ktord prechddza stredmi zdkladni lichobeznika ABCD je na ne
kolmé. To vyplyva z toho, ze prechadza priese¢nikom priamok AB a C'D a z rovnoramennosti troju-
holnika tvoreného tymto bodom a bodmi A a D. Prieseénik O tejto priamky a osi tsecky AB bude
stredom kruznice opisanej lichobezniku ABC D, ked'ze bod O m4 podla konstrukcie rovnaki vzdialenost
od v8etkych vrcholov lichobeznika. Vlastnosti rovnoramenného lichobeznika si tak dokézané.

Teraz dokazeme kritéria pre rovnoramennost lichobeznika. Nech st velkosti uhlov pri niektorej zdkladni
lichobeznika ABC D rovnaké. Potom st nutne rovnaké aj uhly BAD a ADC, z ¢oho plynie zhodnost
pravouhlych trojuholnikov ABH a DCK kvoli odvesne a ostrému uhlu. VSimnime si, Ze zhodnost tychto
trojuholnikov vyplyva aj z toho faktu, ze |AH| = |KD|. No a ked st raz trojuholniky zhodné, tak plati
aj |AB| = |CD|. To znamen4, ze 2. = 1. a 5. = 1.

Ak si rovné velkosti tseciek AC a BD, tak si trojuholniky ACK a DBH zhodné kvoli prepone
a odvesne a ak /CAD = /ADB < /ACB = /CBD, tak su zhodné kvoli prepone a ostrému uhlu.

o
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Preto v kazdom pripade |AK| = |HD|, ale kedze |AK| = |AH| + |HK| a |HD| = |HK| + |KD|, tak
|AH| = |KD|. Preto 3. = 5. = 1. a4. = 5. = 1.

/\Nakon/ie_c\ ak okolo lichobeznika ABCD mozno opisat kruznicu, tak z vlastrﬁgi obvo/d_o\vych uhlov
ABC 4+ ADC = 7 a z vlastnosti uhlov na jednej strane seCnice rovnobeziek ABC + BAD = =. To
znamenad, ze uhly ADC a BAD su zhodné, ¢ize 6. = 2. = 1.

QED.
Uvedme este dve vlastnosti, ktoré sa tykaju lubovolnyjch $tvoruholnikov, ktoré budd uzitoéné pri

rieSeni uloh z tejto casti.

L. Obsah lubovolného konvexného stvoruholnika je rovnyj polovici sicinu dizok jeho uhlopriecok a sinusu

velkosti uhla medzi nimi.

II. Ak si uhlopriecky stvoruholnika na seba kolmé, tak sa sucty druhych mocnin jeho protilahlyjch strdn
rovnajii.

UkdzZky riesenych iloh

Uloha 1. V lichobezniku ABCD st strany AD a BC rovnobezné, |AB| = ¢ a vzdialenost stredu tsecky
CD od priamky AB je rovna d. Zistite obsah lichobeznika ABCD.

Riesenie. Oznac¢me stred usecky C'D pismenom K a péatu kol-
mice spustenej z bodu K na priamku AB ozna¢me pismenom B C
H. Ukéazeme tri sposoby rieSenia tejto tlohy: prvy sposob je [ )
zalozeny na leméach o obsahoch, ostatné dva vyuzivaji dopl-
nenie konstrukcie.

Prvy sposob

Z toho, ¢o je dané v zadani, mozno jednoducho zistit ob-
sah trojuholnika ABK:

1 cd
SAABK = 3 |AB|-|KH| = 5

Poktsime sa vyjadrit obsah lichobeznika z obsahu trojuholnika ABK. Z toho, ze |CK| = |K D| vyplyva,
ze Spakp = 3Sa4cD & SaBck = $SaBcD. Preto

1
Saaxp + SaBck = 3 (Saacp + Sapep) =
1 /1 1 1 |AD|+ |BC| 1
(24Dl -h+ = BC|. B == . AATIPYL 2
2 <2 [AD[-h+ 3 - |BC] ) 2 2 5 P4BOD;

kde h je vyska lichobeznika. Preto aj Saapx = % - SaBcop- Z toho plynie
Sapcp = 25Aa4aBK = cd.

Druhy sposob
Cez body B a K zostrojime priamku a ndjdeme
jej prieseénik F s priamkou AB. Ked'Ze st priamky B C
AD a BC rovnobezné, tak uhly KDFE a KCB st
zhodné, pretoze su striedavé. Uhly BKC a DKFE H
st zhodné, pretoze st vrcholové. TakZe vzhladom K
na to, ze |CK| = | K D| dostavame, Ze trojuholniky IV
KCB a KDF st zhodné (podla vety usu). Preto
po prvé |BK| = |KE| a po druhé

SakcB = SAKDE = SABCD = SAABE- A D L
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Zistime vysku trojuholnika ABFE. Oznacime pétu vysky zostrojenej z bodu E na stranu AB pismenom
N. Potom o¢ividne ABKH ~ ABEN —

|[EN|  |BE|

1
= =2 = |EN|=2d = S =—-|AB|-|EN| = cd.

Treti sposob

Cez bod K zostrojime priamku rovnobeznu s priamkou
AB a ozna¢ime pismenami F a I’ postupne priesec¢niky tejto
priamky s priamkami BC' a AD. Vsimnime si, ze ABEF je
rovnobeznik. Ked'ze st priamky AD a BC rovnobezné, tak
uhly KCFE a KDF st zhodné (pretoze su striedavé). Uhly
CKFE a DKF su zhodné, pretoze su vrcholové. Z toko, ze
|CK| = |KD| dostaneme, ze trojuholniky CKE a DKF su
zhodné (podla vety usu). Preto

Sackxe = Sapkr = Sapcop = Saper = |AB|-|KH| = cd. A F D

Odpoved'. cd.

Uloha 2. V lichobezniku je velkost strednej priecky rovnd 4, stupiiové miery uhlov pri jednej zdkladni
st rovné 40° a 50°. Zistite velkost zakladni lichobeznika, ak je velkost dsecky, ktord spaja ich stredy,
rovné 1.

Riesenie. Oznac¢me si vrcholy lichobeznika pismenami A, B,

C a D astredy stran AB, BC, CD, a AD ozna¢me postupne E

pismenami M, K, N a L. Budeme predpokladat, ze AD || JRON

BC, BAD = 40° a ADC = 50°, potom podla podmienok // ,’ \\\

zo zadania |[MN| = 4, |[KL| = 1. Ak ozna¢ime pismenom F B -~ K! ~C

priese¢nik priamok AB a C'D, tak j\‘f// \\\Ji
AED =180° — FAD — EDA = 90°, A i3 D

¢ize trojuholniky BEC a AED si pravouhlé. Dalej si véimneme, 7ze FK a EL si taznice pravouhlych
trojuholnikov vedené na ich prepony, ¢o znamena
|BC|

|EK| = |BK| =|KC|= ——, |EL|=|AL|=|LD|=

|AD|
-

Nakoniec body E, K a L lezia na jednej priamke a preto

|AD| - |BC

KL| = |BL| - |BK| = 20

— |AD| - |BC| = 2.

Druhy rovnicu ziskame celkom jednoducho: VyuZijeme to, Ze velkost strednej priecky lichobeznika je
rovnd aritmetickému priemeru velkosti jeho zdkladni:

|AD| + |BC|
2

IMN| = — |AD| +|BC| = 8.

Na zéver zo ziskanych rovnic dostaneme |AD| =5, |BC| = 3.
Odpoved’. 3 a 5.

Uloha 3. V lichobezniku ABCE je velkost zékladne AE rovné 16 a velkost ramena CE rovnd 8v/3.
KruZnica, ktord prechddza bodmi A, B a C pretina priamku AFE v bode H. Velkost uhla AHB je /3.
Zistite velkost tsecky BH.
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Riesenie. Kedze ABCE je lichobeinik a CE je B C
jeho rameno, tak priamky AFE a BC si rov-

nobezné, z ¢oho plynie AH || BC. Z podmienok

ulohy lezia body A, B, C' a H na jednej kruznici,

¢ize ABCH je lichobeznik vpisany do kruznice.

7 ¢oho plynie, Ze je rovnoramenny, z ¢oho nam

d'alej vyplyni nasledujice vztahy:

|AC| = |BH|, /AHB = /CAH. A H E

TakZe nam staéi zistif velkost usecky AC, ¢o
sa spravi jednoducho pomocou kosinusovej vety v trojuholniku ACE:

ICE? = |AC|? + |AE|> = 2 |AC| - |AE| - cos CAE —>
1
— 192 = |AC\2+256—1-1AC|-16-§ — |AC|=38.

Odpoved'. 8.

Uloha 4. V lichobezniku ABCD plati AD || BC, |AB| = 9, |CD| = 5, os uhla D pretina osi uhlov A
a C postupne v bodoch M a N a os uhla B pretina tie isté osi v bodoch L a K, pricom bod K lezi na
zékladni AD.

a) V akom pomere deli priamka LN stranu AB a priamka MK stranu BC?

b) Zistite pomer |MN|: |KL| ak |[LM|:|KN|=3:T7.

D

Riesenie. Oznac¢ime velkosti uhlov ABC a BCD postupne ako 2a a 23. Potom BAD =7 —2a a ADC =
7w — 283 (kvoli vlastnosti vnttornych uhlov pri se¢nici rovnobeziek). Kedze AL a BK st osi uhlov BAD
a ABC, tak BAL = /2 — a, ABK = a a preto ALB = 7 — o — (m/2 — o) = /2. Preto je AL vyska
trojuholnika ABK a preto je jednak trojuholnik ABK rovnoramenny a |AB| = |AK| = 9, jednak je
L stred tsecky BK. Uplne rovnako sa ukéze, ze DN je vyska aj os uhla trojuholnika CDK, |CD| =
|[KD| =5 a N je stred tisecky CK.

Teraz si vS§imneme, ze usecka LN spéja stredy stran BK a C'K trojuholnika BC'K a preto je jeho
strednd priecka, z ¢oho plynie rovnobeznost priamok LN, BC a AD. V takom pripade priamka LN mus{
prechadzat aj cez stred usecky AB. A skutoc¢ne, usecka, ktord mé jeden koncovy bod L a druhy koncovy
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bod priesec¢nik priamok AL a AB je jednak rovnobeznd s priamkou AD, jednak prechddza stredom usecky
BK. Znamen3 to, ze je to strednd priecka trojuholnika ABK a preto jej druhy koniec je stred tsecky
AB. Takze priamka LN deli stranu AB v pomere 1 : 1.

Pri odpovedi na druhi ¢ast prvej otdzky si vsimneme, Ze kedze |AB| # |CD|, tak ABCD nie je
rovnobeznik, z ¢oho vyplyva, ze priamky AB a C'D sa pretnd v bode F. Teraz ukdzeme, ze body M a K
lezia na osi uhla AED.

Bod M jednak lezi na osi uhla EAD a preto mé rovnakid vzdialenost od strdn tohto uhla, ¢ize od
priamok AE a AD. Okrem toho bod M lezi na osi uhla ADE a preto m4 rovnaku vzdialenost od stran
tohto uhla, ¢ize od priamok DE a AD. To znamend, Zze bod M m4 rovnaku vzdialenost od priamok AE
a DFE, ¢ize lezi na osi uhla AED. Analogicky ukdzeme, Ze na osi AED lezi aj bod K.

Oznac¢ime pismenom P prieseénik priamky EK a tsecky BC. Potom je EP os uhla trojuholnika
BEC a EK je os uhla trojuholnika AED. Potom z vlastnosti osi uhla trojuholnika

|BP| |BE| |AK| |AE|
|PC| |CE|” |KD| |DE)|

Ale kedZe s trojuholniky ADE a BCE podobné, tak

|AE| |DE| |AE| |BE]
= = =
|BE| |CE| |DE| |CE|
a dostaneme |BP| = | BE| = AE| = |AK] :9
|PC| |CE| |DE| |KD| 5
Pri odpovedi na druhu otézku si vsimnime Stvoruholnik M N K L. Ako vyplyva z vyssie uvedenych
uvah, uhly MLK a M N K su pravé, takze ich sucet je mw, o znamend, ze Stvoruholniku M N K L mozno
opisaf kruznicu. Preto st vd'aka vlastnostiam obvodovych uhlov uhly M NL a M K L zhodné a uhly M N L
a NDK su zhodné, lebo si to suhlasné uhly pri priamkach LN a AD. Z toho vyplyva, ze st zhodné aj
uhly MKL a NDK. Preto sti podobné pravouhlé trojuholniky M KL a K DN. Odtial dostaneme

IML|  |MK|
|KN| |KD|’

Analogicky sa dokéze podobnost trojuholnikov KNM a ALK. Preto
5

21°

IMN| |MK]| . |MN| |[MK| |KD| |ML| |KD|
|KL|  |AK] |[KL|  |KD| |AK| |KN| |AK|

3.5 _
79

Odpoved’. a) 1:1;5:9; b) 5: 21.

leohy

1. V lichobezniku KLMN su usecky KN a LM zdkladne a tiez vieme, ze |KL| = 36, |[MN| = 34,
|LM| = 10. Zistite velkost uhlopriecky LN ak sa kosinus velkosti uhla K LM rovna —1/3.

2. Do lichobeznika je vpisand kruznica. Dotykovy bod deli jedno z ramien na tsecky velkosti 12 a 3,
velkost jeho mensej zdkladne je 9. Zistite obsah lichobeZnika.

3. V lichobezniku ABCD st usecky AB a CD zakladiiami. Uhlopriecky lichobeznika sa pretinaju
v bode E. Vieme, ze |AB| = 30, |CD| = 24, |AD| = 3, DAB = 7/3. Zistite obsah trojuholnika
BEC.

4. V lichobezniku ABCD st dané velkosti zdkladni |[AD| = 4, |BC| =1 a uhly BAD a ADC), ktorych
velkosti st postupne arctg?2 a arctg 3. Zistite velkost polomeru kruznice vpisanej do trojuholnika
BCFE kde E je priesecnik uhlopriecok lichobeznika.
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V lichobezniku ABCD pozndme velkosti zékladni |[AD| = 39 a |BC| = 26 a velkosti ramien
|AB| =5 a |CD| = 12. Zistite velkosti jeho uhlopriecok.

V lichobezniku ABCD so zékladiami AD a BC je dizka ramena AB rovna 2. Os uhla BAD
pretina priamku BC v bode E. Do trojuholnika ABFE je vpisand kruznica, ktora sa dotyka strany
AB v bode M a strany BE v bode H, |M H| = 1. Zistite velkost uhla BAD.

Do lichobeznika ABCD so zédkladiiami BC' a AD je vpisana kruznica so stredom O. Zistite obsah
lichobeznika, ak je uhol DAB pravy, |OC| = 2, |OD| = 4.

V konvexnom $tvoruholniku M N LQ st uhly pri vrcholoch N a L pravé a tangens velkosti uhla pri
vrchole M je rovny 2/3. Zistite velkost uhlopriecky NQ ak viete, Ze velkost strany LQ je dvakrat
mensia, ako velkost strany M N a o 2 vicsia, nez velkost strany LN.

V lichobezniku AC'D je strana AB rovnobeznad so stranou C'D. Uhlopriecky lichobeznika sa pretinaja
v bode O, pricom trojuholnik BOC' je rovnostranny. Zistite velkost strany BC ak |AB| = 5,
|CD| = 3.

V lichobezniku KLMN je KN || LM, LA je os uhla KLM pricom bod A je stred dsecky MN.
Velkost strednej priecky lichobeznika ABCD je rovna /5, |AK| = 4. Zistite |AL|.

V lichobezniku ABCD je AD || BC, os uhla BAD pretina stranu C'D v bode M. Zistite velkost
usecky AM ak viete, ze trojuholniky ACM a ADM maji rovnaky obsah, |BM| = 8,
|BC| + |AD| = 17.

Nerovnobezné strany lichobeznika st na seba kolmé. Velkost jednej z nich je rovnd 3 a stupiiova
miera uhla medzi niou a jednou z uhlopriecok je rovna 40°. Druhd z nich zviera s jednou zo zakladni
rovnaky uhol. Zistite velkost strednej priecky tohto lichobeznika.

Zistite obsah lichobeznika ABCD, ak AB || CD, CAB = 2D/B\A, |AC| =5, |BD| =T.

Velkosti ramien lichobeznika opisaného okolo kruznice st 3 a 5. Vieme, Ze strednd priecka tohto
lichobeznika ho deli na dve ¢asti, pomer obsahov ktorych je 5/11. Zistite velkosti zdkladni li-
chobeznika.

V lichobezniku ABCD so zakladnami AD a BC' sa uhlopriecky pretinaji v bode E. Okolo troju-
holnika ECB je opisand kruznica a dotycnica k tejto kruznici zostrojena v bode E pretina priamku
AD v bode F tak, ze body A, D a F lezia na priamke v uvedenom poradi. Vieme, ze |AF| = a,
|AD| = b. Zistite velkost tisecky EF.

V lichobezniku ABCD je velkost zékladne AD vicsia, nez velkost zdkladne BC. Vieme, 7ze |AD| =
|CD| = 14/3, BAD = /2, BCD = 57 /6. Na zdkladni AD je zostrojeny trojuholnik AED tak, ze
body B a E lezia na jednu stranu od priamky AD, pricom |AFE| = |DE|. Velkost vysky tohto troju-
holnika vedend z vrchola E je 7/5. Zistite obsah spolo¢nej ¢asti lichobeznika ABC D a trojuholnika
AED.

V lichobeiniku ABCD je velkost zakladne AD rovna 4, velkost zdkladne BC je rovna 3, dizky
stran AB a CD st rovnaké. Body M a N lezia na uhlopriecke BD, pricom bod M lez{ medzi
bodmi B a N a tsecky AM a CN st kolmé na uhlopriecku BD. Zistite velkost tsecky CN, ak
|BM|:|DN|=3:2.

Okolo kruznice s polomerom velkosti R je opisany lichobeznik. Tetiva, ktord spaja dotykové body
tejto kruznice s ramenami lichobeznika, je rovnobeznd so zékladiiami lichobeznika. Velkost tejto
tetivy je rovna b. Zistite obsah lichobeznika.
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V lichobezniku BCDE (CD || BE) je zostrojenda stredna priecka LN (bod L lezi na strane BC).
Priamka, ktora prechdadza bodom B a je kolméa na stranu DFE pretina tsecku LN v bode M,
|LM| : |MN|=2:1. Tiez vieme, ze |BE| = 14, |CD| = 10, BC L BE. Zistite obsah lichobeznika
BCDE.

V lichobezniku ABCD (AD || BC) je |AD| = 8, |BC| = 6 a velkost uhla medzi priamkami AB
a CD je rovné arctg0,25. Zistite obsah lichobeznika ABC'D ak viete, ze jeho uhlopriecky si na
seba kolmé.

Lichobeznik ABC' D so zakladnami BC a AD je vpisany do kruznice. Na obluku C'D je dany bod E,
ktory je iseckami spojeny so vSetkymi vrcholmi lichobeznika. Vieme, ze velkost uhla CED je rovna
27/3, ABE — BAE = §. Zistite pomer medzi obvodom trojuholnika ABE a velkostou polomeru
kruznice, ktora je do neho vpisana.

Bod M lezi na ramene C'D lichobeznika ABC'D. Zistite velkost tisecky BM ak viete, ze BCD =
CBD = ABM = arccos(5/6), |AB| = 9.

V lichobezniku ABCD plati BC || AD, |BC| < |AD|, velkost uhlopriecky BD je 4/3-krat vicsia,
nez polomer kruznice opisanej lichobezniku ABCD. Zistite pomer dlzky usecky CD a polomeru
tejto kruznice, ak je pomer obsahov trojuholnikov ABD a BCD rovny 5.

Je dany lichobeznik, do ktorého je vpisand kruznica a okolo ktorého je opisand kruznica. Pomer
velkosti vysky tohto lichobeznika k velkosti polomeru kruznice jemu opisanej je rovny /2/3. Zistite
velkosti uhlov lichobeZnika.

Do kruznice so stredom O je vpisany lichobeznik ABCD so zdkladnami AB a CD, |AB| = 5,
|DC| =1, ABC = 7/3. Bod K lezi na tsecke AB tak, ze |AK| = 2. Priamka C'K pretina kruznicu
v bode F' réoznom od C. Zistite obsah trojuholnika OFC.

Nad zékladniami AD a BC' lichobeznika ABCD st zostrojené stvorce ADEF a BCGH, ktoré lezia
mimo lichobeznika. Uhlopriecky lichobeznika ABCD sa pretinaji v bode O. Zistite velkost tsecky
AD, ak |BC| =2, |GO|=T7a |GF|=18.

Vieme, ze lichobeznik ABCD je rovnoramenny, AD || BC a |BC| > |AD|. Lichobeznik ECDA
je tiez rovnoramenny, pricom AE | CD a |AE| > |CD|. Zistite |BE| ak viete, ze |DE| = 7
a CDE 4+ BDA = arccos 1/3.

V rovnoramennom lichobezniku so zdkladinami dfiky 1 a 4 lezia dve kruznice, kazda z nich sa dotyka
dvoch ramien lichobeznika, druhej kruznice a jednej zo zakladni lichobeznika. Zistite obsah tohto
lichobeznika.

V lichobezniku ABC D sa uhlopriecky pretinaji v bode E a velkosti uhlov AED a BC'D st rovnaké.
Kruznica s velkostou polomeru 17 prechddza cez body C, D a E, pretina zdkladiiu AD v bode F'
a dotyka sa priamky BF'. Zistite velkosti zédkladni a vysky lichobeznika ABC'D ak |C'D| = 30.

Na ramene AB lichobeznika ABCD je dany bod M tak, ze |[AM| : |BM| = 2 : 3. Na protilahlej
strane C'D je dany taky bod N, ze tisecka M N deli lichobeznik na dve casti, kde obsah jednej je
dvojnasobok obsahu druhej. Zistite pomer |CN| : |[ND| ak viete, ze |BC|: |AD| =1:2.

V lichobezniku ABCD je BC || AD, ABC = 7/2. Priamka kolmd na stranu C'D pretina stranu
AB v bode M a stranu CD v bode N. Vieme, Ze vzdialenost bodu D od priamky MC' je rovna c,
IMC| = a, |BN| = b. Zistite vzdialenost bodu A od priamky BN.

Do kruznice s velkostou polomeru /7 je vpisany lichobeznik. Velkost jeho mensej zdkladne je
rovnd 4. Cez bod tejto kruznice, v ktorom je dotycnica rovnobezna s jednym z ramien lichobeznika,
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vedie tetiva, ktord je rovnobeZna so zdkladitami lichobeznika. Velkost tejto tetivy je 5. Zistite obsah
lichobeznika a velkost jeho uhlopriecok.

Do kruznice je vpisany lichobeznik ABCD, AD || BC, |AD| > |BC|. Na obliku AD, ktory neob-
sahuje body B a C je dany bod S. Body P, Q, M a N sd pédtami kolmic spustenych z bodu S
postupne na priamky AD, BC, AB a CD. Vieme, ze |SP| = a, |SQ| = b, |SN| = c. Zistite pomer
obsahov trojuholnikov MQS a NQ@QS.

Je dany lichobeznik ABCD, ktorého strana AB je kolmé na zdkladne AD a BC. Nad stranou
AB ako nad priemerom je zostrojend kruZnmica, ktord sa dotyka strany CD. Velkost polomeru
tejto kruznice je rovnéa /6. Druhd kruznica, velkost polomeru ktorej je rovna v/2 sa dotyka stran
AD a CD a pretina prvi kruznicu tak, ze velkost ich spolo¢nej tetivy je v/6 a stredy kruznic sa
nachadzaju na opaénych strandch od tejto tetivy. Zistite obsah lichobeznika ABCD.

3.3 Vseobecné stvoruholniky a mnohouholniky

Teoria

1

Najprv uvedieme niektoré fakty a tvrdenia tykajice sa Stvoruholnikov.

Stcet velkosti uhlov stvoruholnika

Stcet velkosti vnaitornyjch uhlov §tvoruholnika je rovny 2.

Na dokaz tohto faktu staéi dat dohromady stéty velkosti uhlov dvoch trojuholnikov, na ktoré je
stvoruholnik rozdeleny jednou z jeho uhloprie¢ok. V konvexnom stvoruholniku je mozné pouzit lubovolni
uhlopriecku, v nekonvexnom §tvoruholniku je treba pouzit ti, ktord sa nachidza v jeho vnitri.

2 Vzorec pre obsah stvoruholnika

Obsah stvoruholnika je rovny polovici sucinu dizok jeho uhlopriecok a sinusu velkosti uhla medzi nimi.
Pri dokaze tohto tvrdenia rozoberieme dva pripady. Ak je stvoruholnik ABCD konvexny (obrazok
vlavo), tak prieseénik O jeho uhlopriecok lez{ v jeho vnitri a jeho obsah sa d4 vyjadrit ako siucet obsahov

trojuholnikov AOB, BOC, COD a AOD.

B D

A D A

Vsimnime si, Ze sinusy velkosti vietkych §tyroch uhlov AOB, BOC, COD a AOD stirovnaké, ked'Ze st
tie uhly navzdjom bud susedné alebo vrcholové. Ked oznaéime velkost Tubovolného z nich « a pouzijeme
vztah pre obsah trojuholnika, dostaneme

Sapcp = SaaoB + Sapoc + Sacop + Saaop =

1 1 1 1
5 |AO| - |BO| - sina + 3 |BO| - |CO| - sina + 3 |CO| - |DO| - sina + 3 |AO| - |DO| - sina =

1 1
- (JAO| + |CO|)(|BO| + |DOJ) - sinaw = 3 |AC| - |BD| -sina.

O |
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Ak je stvoruholnik ABC'D nekonvexny (obrézok vpravo), tak bod O (prieseénik priamok obsahujicich
jeho uhlopriecky) lezi mimo neho. Budeme predpokladat, Ze lez{ na predfieni uhlopriecky BD za bod
B. Vtedy je obsah stvoruholnika ABC'D rovny rozdielu obsahov trojuholnikov ACD a ABC', z ktorych
kazdy sa d4 zapisat ako stcet obsahov zodpovedajtcich trojuholnikov. Uhly AOB a COB st susedné
a preto st si sinusy ich velkosti rovné. Oznacime velkost niektorého z nich a a po tivahach analogickych
k predoslému pripadu dostaneme

Sapcp = Saaop +Sacop — SaaoB — SacoB =

1 1 1 1
=3 |AO| - |DO| - sin o + 3 |CO| - |DO| -sina — 3 |AO| - |BO| - sina — 3 |CO| - |BO| -sina =

1 1
3 (|JAO| + |CO)(|DO| — |BOJ) - sina = oh |AC| - |BD| - sin a.
QED.
Ak je pouzitie dokdzaného vzfahu z nejakého dovodu
tazké, tak ak je stvoruholnik konvexny, d4 sa postupovat na- B B

sledovne: zostrojime lubovolni z jeho uhlopriecok a s¢itame
jednotlivé obsahy ziskanych trojuholnikov.
Tymto spésobom ziskame d'alsie dva vzfahy: C C

1 — 1 ==
SaBcp = i-lAB\ -|AD| -SinBAD+§ -|BC|-|CD|-sin BCD,

1 —_— 1 —_—
SaBcp = 3 |AB|-|BC| ‘sinABC—i—i -|AD|-|CD|-sin ADC.

Ak stvoruholnik nie je konvexny, d4 sa postupovat analogicky a zostrojit ti jeho uhlopriecku, ktord lezi
v jeho vnutri.

Poznamenajme, Ze vdaka tomu, Ze sinus velkosti uhla nie je viicsi, nez 1, z tychto vzfahov vyplyva
nasledujice tvrdenie:

Obsah stvoruholnika neprevysuje aritmeticky priemer sucinov dizok dvoch dvojic jeho susednyjch strdn
a je mu rovny vtedy a len vtedy, ked si oba uhly zvierané tymito stranami pmvéﬂ

3 Kruznica opisana stvoruholniku

Ak stvoruholniku mozno opisat krunicu, tak je siucet velkosti jeho protilahlijch uhlov rovny . Plati
aj opacné tvrdenie: Ak je sicet velkosti dvoch protilahlijch uhlov $tvoruholnika rovny m, tak sa mu dd
opisat kruznica.

Dokaz tychto dvoch tvrdeni sa spravi jednoducho pomocou obvodovych uhlov a vety o styroch bodoch.
Vsimnime si tiez, Ze moznost opisat Stvoruholniku je ekvivalentnd tomu faktu, Ze sa osi jeho stran
pretinaju v jednom bode.

Dokézeme este jednu krdsnu vlastnost tetivového stvoruholnika, konkrétne Ptolemaiovu vetu.

Veta. Suécin dizok uhlopriecok tetivového §tvoruholnika je rovny suétu suéinov dizok jeho protilahlych

stran /]

9Pozn. prekl.: Ak m4 stvoruholnik ABCD po poradi strany dlzok a, b, cad, tak plati Sapcp < “b;Cd a rovnost nastéva
prave vtedy, ked st prvé dve aj druhé dve strany na seba kolmé.

10Pozn. prekl.: Ptolemaios potreboval tiito vetu na vypocet tabuliek chord, &o bol dobovy ekvivalent nagich goniometrickych
tabuliek.
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Dékaz. Majme $tvoruholnik ABC' D vpisany do kruznice, ozna¢me pismenom K prieseénik jeho uhlop-
riecok.
Najprv si vS§imnime, ze kvoli vlastnostiam obvodovych uhlov plati

CAD = CBD, ABD = ACD, BCA=BDA, CDB=CAB
a kvoli vlastnosti uhla medzi pretinajicimi sa tetivami
AKB =CKD = ADB + CAD, BKC = AKD = BAC + ACD.

Zavedieme oznacenie CAB = «Q, CBD = B, ACD = v, ADB = d, BKC = © a s prihliadnutim na vyssie
povedané dostaneme p = a+v, 7 — ¢ = 3+ 6.

Teraz si vS§imneme $tvoruholnik ABC’D, ktory ziskame zo stvoruholnika ABCD preklopenim troju-
holnika BC'D, teda |BC’| = |CD|, |C'D| = |BC|. Je zrejmé, ze trojuholniky BC'D a BC'D su zhodné
podla vety sss a preto za prvé C'BD = CDB = a, C'DB=CBD = [ a za druhé obsahy $tvoruholnikov
ABCD a ABC'D st rovnaké.

Na koniec si v§imneme, ze

1 .
Sapcp = 3 |AC|-|BD| - sin ¢,
1 o — 1 P
SABC”D = SAABC’ + SAADC” = 5 . ‘AB’ . ‘BC/‘ - sin ABC" + 5 . ‘AD’ . ‘DC" -sin ADC" =
1 o 1 o 1 o 1 o
= §-IABHBC’ ]-51n(a+fy)—|—§-|AD]-\DC |-sin(8+9) = §-|ABHBC’ |-smg0—|—§-\ADHDC |-sin(m—¢) =

1
= 5(|AB|-|CD| +|AD| - |BCY) - sin .
Ked navzajom porovname pravé casti tychto rovnosti, dostaneme
|AC| - |BD| = |AB|-|CD| + |AD| - | BC|

Q.E.D.

4 Kruznica vpisana do stvoruholnika

Ak sa do stvoruholnika dd vpisat kruznica, tak je konvernsj a siucty velkosti dvoch protilahlych strdan si
rovnaké. Plati aj toto tvrdenie: Ak su sucty velkosti dvoch protilahlijch strdan konvexného stvoruholnika
rovnaké, tak sa mu dd vpisat krunica.

Dokaz prvého z tychto tvrdeni jednoducho vyplyva z vety o rovnosti velkosti tise¢iek na dotyéniciach
vedenych z jedného bodu ku kruznici. Druhé tvrdenie sa dokazuje nasledujicim sposobom: vyuzije sa
fakt, ze vSetky Styri osi uhlov daného Stvoruholnika sa pretnd v jednom bode, ktory lezi vo vnutri
Stvoruholnika. Tento bod bude stredom kruznice vpisanej do Stvoruholnika. Poznamenajme, Ze to, ze
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je mozné stvoruholniku vpisat kruznicu je ekvivalentné s tym, Ze sa vsetky osi jeho vnitornych uhlov
pretinaji v jednom bodeH
Dokézeme este jednu vlastnost stvoruholnika opisaného kruznici, konkrétne vetu o jeho obsahu.

Veta. Obsah stvoruholnika opfsaného kruznici je rovny velkosti polomeru tejto kruznice a polovici jeho
obvodu.

Doékaz. Majme stvoruholnik ABCD opisany okolo kruZnice. Ozna¢me pismenom O jej stred, velkost jej
polomeru oznac¢me r a pismenami K, L, M a N ozna¢ime postupne dotykové body so stranami AB, BC,
CD a AD.

Potom |OK| = |OL| = |OM| = |ON| = r a okrem toho
OK 1 AB, OL 1L BC, OM 1 CD, ON 1 AD. Kedze C
je stvoruholnik ABC'D konvexny, tak je jeho obsah rovny
stiétu obsahov trojuholnikov OAB, OBC, OCD a OAD. B
Ked pouzijeme vzorce pre obsahy tychto trojuholnikov, do-
staneme

Sapcp = SpoaB + Sproso + Sarocp + Saoap = K17

]AB\ ]OKH— |BC|- \OLH— -|CD|- \OMH— |AD|-|ON| =

5 -(IAB[ + [BC| +|CD| + |AD]) -7 = sapcp - 1

¢o sme mali dokazaf.

5 Uhlopriecky stvoruholnika

Ak si priamky, ktoré obsahuji uhlopriecky Stvoruholnika, na seba kolmé, tak sa sucty druhych mocnin
dizok jeho protilahlijch strdn rovnagi.

B B B

o
D D A C K

Dokaz tohto faktu je prakticky zrejmy. Majme stvoruholnik ABC D, priesec¢nik priamok, ktoré obsa-
huju jeho uhlopriecky, oznac¢ime pismenom K. Na obrazku si vSetky mozné pripady: konvexny stvoruholnik,
nekonvexny Stvoruholnik s nepretinajicimi sa stranami a nekonvexny Stvoruholnik s pretinajicimi sa
stranami. Pouzijeme Pytagorovu vetu pre trojuholniky ABK, BCK, CDK a ADK a dostaneme

|AB|? = |AK|* 4+ |BK|?, |CD|? = |CK|* + |DK|?,

1Ppozn. prekl.: Mozno mi len nenapadol jednoduchsi sposob, ale dorazit do vitazného konca dékaz druhého tvrdenia bolo
o nie¢o komplikovanejsie, neZ naznacuji autori. Ked som nasiel priese¢nik osi dvoch susednych uhlov $tvoruholnika, tak
ten prieseénik je rovnako vzdialeny od troch stran stvoruholnika. Spravil som z neho kolmicu na §tvrtd stranu. Ukézat, Ze
jej dizka je rovnaks, ako vzdialenost prieseénika od ostatnych troch strén, chcelo §tyri Pytagorove vety a nejaké tipravy
vyrazov, v ktorych sa vyuZilo, Ze a +c¢ = b+d. Teda nie nejaky nadludsky vykon, ale istii ndmahu to stélo. Rozhodne viésiu,
ne7 dokaz nasledujticej vety. Elegantnejsi pristup vymyslel mdj ziak Mato: V §tvoruholniku ABCD, ktory mé pozadovant
vlastnost, zostrojil rovnako kruznicu, ktors sa dotykala stran AB, BC a C'D. Ak by sa kruznica nedotykala aj strany DA,
vedel by z bodu D zostrojif k tejto kruZnici dotyénicu, ktord pretne priamku AB v bode E réznom od A. O trojuholniku
ADE sa ale d4 lahko ukézat, Ze pren neplati trojuholnikov4 nerovnost.
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|BC|? = |BK|? + |CK|?, |AD|* = |AK|* + |DK*.

Na koniec s¢itame po dvojiciach tieto vztahy a dostaneme
|AB|* + |CD* = |AD|* + |BC|> = |AK > + |BK|* + |CK > + |DK |*.

Q.E.D.
Uhlopriecky konvexného stvoruholnika ho delia na styri trojuholniky tak, Ze suciny obsahov protilahlyjch
trojuholnikov su st rovné.
Pravdivost tohto tvrdenia vyplyva z nasledujtcej tivahy:
Vsimnime si, ze sinusy uhlov AOB, BOC, COD, DOA su B
si rovné, pretoze tieto uhly st si navzdjom bud susedné )
alebo vrcholové. Ked oznac¢ime Tubovolnu z ich velkosti « C
a pouzijeme vztah pre obsah trojuholnika, dostaneme r

1
Spaop = 5°|AO|-|BO|-sina, Sacop = §'|CO\'\DO"Sin0€;

N = DN

|BO|-|CO|sina, Saaop = %-yAO\.\Doy.sma. A D
Saaos - Sacop = Sapoc - Saraop

SaBoc =

Ked dvojice tychto vztahov navzdjom vyndsobime, dosta-
neme

1 :
Sara0B - Sacop = Sapoc - Sasop = 1 : |AO‘ : |BO| . |CO| : ‘DO| -sin? .

Q.E.D.

6 Varignonova veta

Stvoruholnik, ktorého vrcholy si stredy strdn lubovolného $tvoruholnika, je rovnobeznik.

B

Majme Iubovolny §tvoruholnik ABC D, pismenami K, L, M a N ozna¢ime postupne stredy stran AB,
BC, CD a DA. Na obrazku st vSetky mozné pripady: konvexny stvoruholnik, nekonvexny stvoruholnik
s nepretinajicimi sa stranami a nekonvexny Stvoruholnik s pretinajicimi sa stranami. V§imnime si, ze
tisecka KL je strednou prieckou trojuholnika ABC' a preto KL || AC, |KL| = 3|AC|. Usecka MN je
strednou prieckou trojuholnika ADC a preto MN || AC, |MN| = }|AC|. Z vysie uvedeného vyplyva,
ze useCky KL a M N su jednak rovnobezné, jednak rovnako dlhé. To znamenad, ze Stvoruholnik K LM N
je rovnobeznik. Poznamenajme tiez, Ze iplne rovnakym sposobom vieme dostat [LM| = |[KN| = 1|BD|.
Q.E.D.

Pozndmka. Ak sa strany stvoruholnika ABC' D pretinajd, nevylucili sme pripad, ze stredy stran AB a CD
budt totozné. Vtedy sa zo Stvoruholnika K LM N stane tisecka.
Teraz uvedieme niektoré vztahy a fakty tykajice sa Iubovolnych mnohouholnikov.
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7 Stéet velkosti uhlov lubovolného mnohouholnika

Sicet velkosti vsetkych vniitornijch uhlov lubovolného konvexného n-uholnika je rovny (n — 2)m.
Toto tvrdenie sa dokazuje tiplne rovnako, ako tvrdenie o si¢te velkost{ vntitornych uhlov §tvoruholnika.
Vsimnime si, Ze uvedeny fakt bude pravdivy aj pre lubovolné nekonvexné mnohouholniky.

8 Vlastnosti pravidelnych mnohouholnikov

Definicia. Mnohouholnik, ktory mé rovnako velké vsetky strany aj vSetky vnutorné uhly sa nazjva
pravidelny).

V&imnime si, Ze na rozdiel od trojuholnikov je v tejto definicii potrebn4 aj rovnost velkost{ stran aj rov-
nost velkosti uhlov. Napriklad ani kazdy kosostvorec ani kazdy obdlznik nie je pravidelnym stvoruholnikom.
Pravidelny bude len taky stvoruholnik, ktory je sticasne kosoStvorec aj obdfinik, Cize Stvorec.

Dokézeme niekolko vztahov, ktoré popisuji vztahy medzi standardnymi prvkami pravidelnych mno-
houholnikov.

1. Velkosti vietkych vnitornych uhlov pravidelného n-uholnika sii rovné "=27
2. Pravidelnému n-uholniku je mozné opisat kruznicu. Ak je velkost jeho strany rovna a, tak velkost
polomeru jemu opisanej kruznice je 5.

3. Do pravidelného n-uholnika je mozné vpisat kruznicu. Ak je velkost jeho strany rovna a, tak velkost
polomeru do neho vpfsanej kruznice je § cotg 7.

4. Obsah pravidelného n-uholnika, ktory méa stranu velkosti a, je ”T‘ﬁ cotg 7.

Dokazy vsetkych tychto tvrdeni si pomerne jednoduché. Majme pravidelny n-uholnik AjAs ... A,. Je
zrejmé, ze ma n vnitornych uhlov, ktoré maji rovnaké velkosti a sicet tych velkosti je rovny (n — 2),
z ¢oho vyplyva, ze velkost kazdého jeho vniitorného uhla je @

Dalej zostrojime osi uhlov A,A1A4s a A1AsAs a ich
prieseénik ozna¢ime pismenom O. KedZze si tieto uhly
zhodné, tak su zhodné aj uhly OA1 Ay a OA2A,, takze tro-
juholnik O A1 A3 je rovnoramenny. Teraz zostrojime os uhla
Ao A3Ay. Nech je R bod, v ktorom pretina os uhla Ay AsAs.
7 analogickych 1vah dostaneme, ze aj trojuholnik RAsAs je
rovnoramenny. No ked'Zze st zhodné uhly OAsA; a RA5 Az,
tak st zhodné aj trojuholniky OA1As a RA3As. Z tejto rov-
nosti vyplyva, ze |OAs| = |RA3|. A kedZe oba body O a R
leZia na osi uhla A;AsAs, tak musia byt totozné. Ked bu-
deme opakovat tiito ivahu, tak oc¢ividne dostaneme, ze vietky
osi vnutornych uhlov daného mnohouholnika prechadzaji bo-
dom O, ten bod je rovnako vzdialeny od vSetkych jeho stran
a preto sa do A1Asy... A, da vpisat kruznica a O bude jej
stred. Vsimnime si tiez, Ze popri tom sme dokézali rovnost
velkosti vsetkych useciek OA1, OAs,..., OA,. To ale zna-
men4, Ze bod O m4 rovnaki vzdialenost od vSetkych vrcholov
daného mnohouholnika a je aj stredom jemu opisanej kruznice.

Na koniec si vsimnime trojuholnik OA; Ao, zostrojme jeho vysku OP, ktorad je sicasne jeho osou
uhla aj faznicou. Je zrejmé, ze tsecka OAs je polomerom kruznice opisanej A1 As ... A, a tsecka OP je

polomerom jemu vpisanej kruznice.
Ked'7e st vsetky trojuholniky OA;As, OAsAs,. .., 0A, A1 navzijom zhodné, tak st zhodné aj uhly
A10Ay, AsOAs,. .., A,OA . Tychto uhlov je n kusov, stcet ich velkosti je 2w, takze velkost kazdého
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z nich je rovna 27 /n. Vdaka tomu z pravouhlého trojuholnika O A; P dostaneme

PA 51414, a
|0A2|:,‘/""\: Al _
sin Ao OP  gin (%) 2sin
— 1 A10A
|OP| = |PAs| - cotg AsOP = —|A1 Al - cotg 1422 gcotgﬁ
2 2 2 n
Nakoniec
1 a? T
SAA,0A; = = SAA045 = SAA 04, = 3 |A1As| - |OP| = - cote
2 s
Sa15.. 4, = 584104 + 504,045+ + Sna,04 =~ cotg
Q.E.D.

9 Mnohouholnik opisany okolo kruznice

Obsah mnohouholnika opisaného okolo kruznice je rovny sucinu velkosti polomeru tejto kruznice a po-
lovice jeho obvodu.

Dokaz tohto vztahu je tplne analogicky dokazu vzfahu pre obsah $tvoruholnika opisaného okolo
kruznice.

Ukadzky rieSenych uloh

Uloha 1. Do stvoruholnika ABCD sa d4 vpisat kruznica a bod K je prieseénik jeho uhlopriecok. Vieme,
7e |AB| > |BC| > |KC|, |BK| = 4 + /2 a obvod a obsah trojuholnika BKC' st postupne rovné 14 a 7.
Zistite velkost strany C'D.

Riesenie. V tejto tilohe je dost ndroéné ndjst postup rieSenia. Napriek

tomu je jasné, ze v trojuholniku BKC pozname tri prvky a preto D

mozeme zistit velkosti jeho uhlov a jeho stran. Oznacéime |BC| = =z,

|KC| = y, pricom podla podmienok tilohy = > y. Ked pouZijeme zndmy

obvod trojuholnika BKC' a Herénov vzorec, dostaneme ststavu rovnic C A

THy+4+/2=14,
VT 0—2)-(T—y) (71— 4+ VD) =7, 2

x>y,

ktorej vyriesenim zistime, ze |[BC| =x =6, |KC| =y =4 — V2.
Na prvy pohlad sa nezd4, Ze by sme sa nejako zadsadne priblizili k ndjdeniu hladanej veli¢iny. Napriek
tomu si mézeme vSimnut (a je to hlavny krok riesenia), ze vd'aka tomu, ze

|IBC|? =36 =(4+v2)2 + (4—V2)? = |BK|*> + |KC|?,

je uhol BKC pravy. Pouzijeme vlastnosti §tvoruholnika s navzajom kolmymi uhloprieckami a vlastnosti
Stvoruholnika opisaného okolo kruznice:

|AB| + |CD| = |AD| + |BC|, |AB|*+|CD* =|AD|* + |BC/>.
Ked prvii rovnost umocnime na druht a odéitame ju od dvojndsobku druhej rovnosti, dostaneme

(|AB| - |CD|)* = (JAD| - |BC|)* <= [|AB| - |CD|| = [|AD| - |BC||.
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Ked rozoberieme jednotlivé moznosti a vyuzijeme, ze |AB| + |CD| = |AD| + |BC|, dostaneme

AB| - [CD| = |AD| - |BC, AB| = |AD|,
{ |AB| + |CD| = |AD| + |BC|; { |CD| = |BC|;
AB| - [CD| = |BC| - |AD], AB| = |BC,
{ AB| + |[CD| = |AD| + | BC; { CD| = |AD].

Tak sme dokazali, ze §tvoruholnik opisany kruznici s navzajom kolmymi uhloprieckami je deltoid, ¢ize
stvoruholnik, v ktorom maji susedné strany po dvojiciach rovnaki velkost. V nasej tilohe je podmienka
|AB| > |BC|, takze nam ostava iba pripad |AB| = |AD|, |CD| = |BC| = 6.

Odpoved'. 6.

Uloha 2. Patuholnik ABCDE je vpisany do kruznice s polomerom 1. Vieme, ze |AB| = V2, ABE = /4,
EBD =7/6 a |BC| =|CD|. Aky je obsah p#tuholnika ABCDE?

Riesenie. Na vypocet obsahov mnohouholnikov sa podla spravnosti

vyuziva nasledujiici postup: mnohouholnik sa rozdeli na niekolko B
trojuholnikov alebo jednoduchych stvoruholnikov, ktorych obsahy sa
vypocitaju samostatne a potom sa séitaju. C

Najprv si véimneme, ze trojuholnik ABFE je tiez vpisany do kruznice
z podmienok tlohy. Ked' nafi pouZijeme sinusovi vetu, dostaneme
AB| 1

sinA/E\B = = —
2R \/i) D

a velkost uhla AEB je rovnd bud m/4 alebo 37/4. Druhd z tychto
moznost{ nie je mozna Vdﬂ{a\tomu, 7e sucet uhlov ABE a AEB musi E

byt mensi, nez m. Takze AEB = 7 /4, preto je trojuholnik BAFE rov-

noramenny a pravouhly, |AB| = |AE| = /2, obsah tohto trojuholnika je rovnd 1 a BE je priemer
kruznice.

Dalej si véimnime, ze uhol BDE je pravy, kedze je to uhol nad priemerom, preto je velkost uhla BED
rovnd /3, velkost uhla BC'D je rovna 2m/3 vd'aka vlastnosti tetivového stvoruholnika BCDE a velkosti
uhlov CBD a CDB st rovné 7/6 (pretoze trojuholnik BC'D je rovnoramenny z podmienok tlohy). Ked
pouzijeme vzorec pre obsah trojuholnika z velkosti polomeru jemu opisanej kruznice a sinusov velkost{

jeho uhlov, dostaneme

1 — 1 3
SABDEZ2-’BE\-]BD]-sinDBE:2-2.2.31117;;.3mg:\Zf7

1 —— 1 3
S’ABCD:2-|BD|-|BC|-sinCBD:2-2-Sing-2-sing-sing:\4[.

[ 3
Na zdver Sapcpe = SaBpE + SaBep + Saage =1+ Z\/g

Odpoved’. 1 + %\/g

Uloha 3. Vieme, ze obsah konvexného/ét\voruholnﬂ&fLBCD je rovny aritmetickému priemeru sicinov
|AB| - |CD| a |AD| - |BC|, |BC| =4, ADC = n/3, BAD = w/2. Zistite velkost strany C'D.

Riesenie. Podmienka pre obsah stvoruholnika ABC D zo zadania pripomina podmienku z faktu uvedeného
v teoretickych materidloch, ze obsah konvexného stvoruholnika je mensi alebo rovny, ako polovica suc¢tu
stc¢inov jeho susednych stran. Budeme uvazovat nasledujiicim sposobom: V tej istej polrovine ohrani¢ene;j
priamkou BD, v ktorej sa nachddza bod C, zostrojime bode C’ tak, ze |BC| = |C'D|, |CD| = |BC"|.
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Potom budi trojuholniky BOD a DC'B zhodné podla vety sss a preto budu rovnaké aj ich obsahy
a z toho plynie, Zze budu rovnaké aj obsahy stvoruholnikov ABC'D a ABC’D. To znameni, Ze
|AB|-|CD|+ |AD| - |BC| B |AB| - |BC'| + |AD| - |C'D|

2 N 2 ’

Sapc'p =

z ¢oho vyplyva, ze uhly ABC’" a ADC’ st pravé.

Dalej uz je vietko jasné. Kedze je pravy aj uhol/@llD,
tak stvoruholnik ABC'D bude pravouholnik, preto BC'D =
BC'D = 7/2, |AB| = |C'D|. Potom su ale pravouhlé tro-
juholniky ABD a CBD zhodné vdaka prepone a odvesne,
¢o znamend, ze su zhodné aj uhly ADB a CDB. Sucet
ich velkosti je rovny velkosti uhla ADC' ¢ize /3. Preto
CDB = 7/6 a z pravouhlého trojuholnika C DB dostavame,
ze |CD| = |BC| -coth/lf' = 4./3.

Odpoved’. 4v/3.

Uloha 4. Velkosti vietkych viiitornych uhlov Sestuholnika ABCDEF st rovnaké. Vieme, 7e |AB| = 3,
|BC| =4, |CD| =5, |[EF| = 1. Zistite velkosti strén DE a AF.

A% D

Riesenie. Najprv vypocitame velkosti vsetkych vnitornych
uhlov nasho sesfuholnika. Stcet tychto velkosti je rovny
7w (6 —2) = 471 a preto je velkost kazdého z tychto uhlov
rovnd 27/3. Vzhladom na tento fakt si mozeme vSimnit,
7e Tubovolny trojuholnik, ktory k Sestuholniku ABCDEF
doplnime, bude rovnostranny. A skutoCne, ak oznacime
pismenom K prieseénik priamok AB a EF, pismenom L
priesecnik priamok AB a CD a pismer&m\ M pr/ie@m’k pria-
mok CD a EF, tak vdaka tomu, ze ABC = BCD = 27/3,
dostaneme, ze LBC = LCB = 7/3, preto L = 7/3 a troju-
holnik BLC' je rovnostranny. Analogickou tvahou prideme [
k uzdveru, ze trojuholniky AKF a DEM si tiez rovno-
stranné, K=M=n /3. Z toho vyplyva, ze aj trojuholnik K LM je rovnostranny.
Teraz oznacime |AF| = x, |DE| = y. Z toho, ¢o bolo povedané, potom vyplyva

|AK| = |KF|=z, |DM|=|ME|=y, |BC|=|BL|=|LC|=4.
Nakoniec vypocitame dizky stran trojuholnika K LM a ich porovnanim dostaneme
|[KL|=z+3+4, |[LM|=4+4+5+y, |KM|=z+1+y =

rH+T=x+y+1,
9ty=a+y+1

Odpoved. |DE| = 6, |AF| = 8.

lﬂohy

1. Do kruznice s velkostou polomeru 17 je vpisany stvoruholnik, ktorého uhlopriecky si na seba kolmé
a maju vzdialenost 8 a 9 od stredu kruznice. Zistite velkosti stran tohto stvoruholnika.

2. V konvexnom $tvoruholniku ABC D je bod E priesecnik jeho uhloprie¢ok. Vieme, Ze obsah kazdého

Zistite velkost strany BC.
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. Konvexny $§tvoruholnik m4 velkosti uhloprie¢ok rovné 1 a 2. Zistite jeho obsah ak viete, ze velkosti

uhlopriecok, ktoré spajaju stredy jeho protilahlych stran si rovnaké.

. 'V konvexnom $tvoruholniku ABCD je velkost tsecky, ktord spdja stredy uhlopriecok rovnaké, ako

velkost tisecky, ktord spaja stredy stran AD a BC. Zistite velkost uhla priamok AB a CD.

. 'V konvexnom $tvoruholniku ABCD je velkost uhla, pod ktorym sa pretinaju tsecky, ktoré spajaju

stredy protilahlych strdn, rovnd /3 a velkosti tychto useciek si v pomere 1 : 3. Aka je velkost
mensej uhlopriecky stvoruholnika ABC D, ak je velkost vicsej rovnd /397

. 'V ostrouhlom trojuholniku ABC' st z paty D vysky BD spustené kolmice DM a DN na strany

AB a BC. Vieme, 7e |MN| = a, |BD| = b. Zistite velkost uhla ABC.

. 'V konvexnom $tvoruholniku ABCD je velkost strany AD rovna 4, velkost strany C'D rovna 7,

kosinus velkosti uhla ADC rovny 1/2 a sinus velkosti uhla BC' A rovny 1/3. Zistite velkost strany
BC' ak viete, ze kruznica opisand trojuholniku ABC prechddza aj cez bod D.

. Stvoruholnik PQRS je vpisany do kruznice. Jeho uhlopriecky PR a QS sii na seba kolmé a pretinaji

sa v bode M. Vieme, ze |PS| =13, |QM| = 10, |QR| = 26. Zistite obsah stvoruholnika PQRS.

. 'V konvexnom §tvoruholniku ABCD sa uhlopriecky pretinaji v bode O. Obsahy trojuholnikov

BOC, COD a AOD su postupne rovné 20, 40 a 60. Zistite stupnovi mieru uhla BAO ak viete, ze
|AB| = 15, |AO| = 8 a stupiiova miera uhla BOA je vicsia, nez 31°.

Uhlopriecky Stvoruhol/n@ PORS, k/tgy je Vpl’sagy’\do kruznice, sa pretinaju v bode D. Na priamke
PR je dany bod ’A, SAD = 50°, PQS = 70°, RQS = 60°. Kde lezi bod A? Na uhlopriecke PR
alebo na jej predlzeni? Odpoved zddévodnite.

Lichobezniku, ktory m4 velkosti zdkladni 3 a 5 sa d4 vpisat aj opisat kruznica. Vypocitajte obsah
patuholnika tvoreného polomermi vpisanej kruznice, ktoré st kolmé na ramens lichobeznika, jeho
mensou zakladniou a zodpovedajicimi useCkami leziacimi na ramendch.

Body K, L, M, N, P lezia postupne na kruznici s velkostou polo/miru 2V/2. Zistite obsah troju-
holnika K'LM ak viete, ze LM || KN, KM || NP, MN || LP a LOM = w/4, kde O je priese¢nik
tetiv LN a M P.

Do kruznice je vpisany Stvoruholnik ABCD, ktorého uhlopriecky si na seba kolmé a pretinaju
sa v bode E. Priamka, ktord prechddza cez bod E a je kolma na priamku AB, pretina stranu
CD v bode M. Dokédzte, ze EM je tfaznica trojuholnika CED a zistite jej velkost, ak |[AD| = 8,
|AB| =4 a CDB = a.

V stvoruholniku ABCD sa uhlopriecky AC a BD pretinaju v bode K. Body L a M su po-
stupne stredmi strén BC a AD. Usecka LM obsahuje bod K. Stvoruholnik ABCD je taky, ze
sa do neho d4 vpisat kruznica. Zistite velkost polomeru tejto kruznice ak |[AB| = 3, |[AC| = V13
a|LK|:|KM|=1:3.

V lichobezniku BCDE plati CD || BE, |BE| = 13, |CD| = 3, |CE| = 10. Na kruznici opisanej
BCDE je dany bod A rozny od F taky, ze |AC| = 10. Zistite velkost tisecky AB a obsah pituholnika
ABCDE.

Stvoruholnik ABC' D mé navzajom kolmé uhlopriecky, ktoré sa pretinaji v bode P. Bod M je stred
tsecky AD, velkost tisecky CM je 5/4. Vzdialenost bodu P od tsecky BC je 1/2, |AP| = 1. Zistite
velkost tsecky AD ak viete, ze Stvoruholniku ABCD sa d4 opisat kruznica.
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Rovnobezniky ABCD a A’BCD’ maji spoloénii stranu BC a si navzdjom symetrické podla
priamky BC (bod A’ je symetricky s bodom A a bod D’ je symetricky s bodom D). Uhlopriecka
BD prvého rovnobeznika a strana BA’ druhého rovnobeZnika leZia na jednej priamke. Velkost uhla
medzi uhloprieckami AC a A’C' tychto rovnobeznikov je 7/4, obsah p#tuholnika ADC D’ A’ je 15/2.
Zistite velkosti strdn rovnobeznika ABCD.

Body K, L a M lezia postupne na strandch AB, BC a C'D konvexného §tvoruholnika ABCD,
pricom plati, ze |AK| : |BK| = |CL| : |BL| = |CM]| : |DM| = 1 : 2. Velkost polomeru kruznice
opisanej trojuholniku K'LM je 5/2, |[KL| = 4, |LM| = 3. Aky je obsah stvoruholnika ABCD ak
vieme, ze |KM| < |KL|?

V konvexnom $tvoruholniku ABCD tsecka C' M, ktord spédja vrchol C' s bodom M leziacim na
strane AD pretina uhlopriecku BD v bode K. Vieme, ze |CK|: |[KM|=2:1,|CK|:|DK|=5:3,
ABD + ACD = r. Zistite pomer dizok strany AB a uhlopriecky AC.

Do kruznice je vpisany Stvoruholnik ABCD, P je priese¢nik jeho uhlopriecok, |AB| = |CD| = 5,
|AD| > |BC|. Velkost vysky zostrojenej z bodu B na stranu AD je rovnd 3 a obsah trojuholnika
ADP je rovny 25/2. Zistite velkosti stran AD a BC aj velkost polomeru kruznice.

O konvexnom stvoruholniku ABC'D je zndme, ze uhol DAB je ostry, uhol ADC' je tupy, sin DAB =
3/5, cos ABC' = —63/65. Kruznica so stredom v bode O sa dotyka stran BC, CD a AD. Zistite
velkost usecky OC, ak |AB| = 25/64, |BC| = 793/64, |CD| = 25/4.

Do kruznice s velkostou polomeru 2 je vpisany pravidelny Sestuholnik ABCDEF. Z bodu K, ktory
lezi na predizeni strany AF tak, ze |KA| < |KF| a |KA| = v/11 — 1 je vedena se¢nica K H, ktord
pretina kruznicu v bodoch N a H, pricom bod N lezi medzi bodmi K a H. Viete, ze |[KN| = 2
a uhol NFH je tupy. Zistite velkost uhla HKF.

V konvexnom péit’uhAolniku ABCDE st uhlopriecky BE a C'E postupne osami uhlov pri vrcholoch
B a C, A= 35° D = 145° a obsah trojuholnika BCE je rovny 11. Zistite obsah pituholnika
ABCDE.

Predlzenia stran AD a BC konvexného §tvoruholnika ABCD sa pretinaji v bode M a predfienia
stran AB a C'D sa pretinaju v bode O. Usecka MO je kolmé na os uhla AOD. Zistite pomer medzi
obsahom trojuholnika AOD a §tvoruholnika ABCD ak |OA| =12, |OD| =38, |CD| = 2.

V stvoruholniku ABC'D vpisanom do kruZnice sa osi uhlov AaB pretinaju v bode E, ktory lezi
na strane CD. Viete, Ze pomer velkosti usecky C'D k velkosti usecky BC' je rovny m. Zistite

1) pomer vzdialenosti bodu E od priamok AD a BC,
2) pomer obsahov trojuholnikov ADE a BCE.

Uhlopriecky s§tvoruholnika ABCD vpisaného do kruznice sa pretinaji v bode E, pricom
|AD|-|CE| = |DC|-|AE|, |BD| =6, ADB = 7/8. Zistite obsah stvoruholnika ABCD.

Na jednom ramene uhla O st dané body K, L a M a na jeho druhom ramene body P, @ a R tak,
7ze KQ 1L PR, PL 1 KM, LR 1 PQ, QM 1 KL. Viete ze pomer vzdialenosti bodu O a stredu
kruznice vpisanej do stvoruholnika K PRM k dlzke tisecky K P je rovny 17 : 6. Zistite velkost
uhla O.



Kapitola 4

Dokazové tilohy

Ulohy prezentované v tejto Casti sa na pisomnych skigkach vyskytuji velmi zriedka. Napriek tomu
takéto tlohy umoziuji spoznat mnoho zaujimavych faktov, ktoré st uzitoéné aj pri rieseni tloh na
pisomnych skigkach. Okrem toho umoziuji naucit sa vidief a dokazovat uZitoténé vzfahy v troju-
holnikoch, mnohouholnikoch a kruzniciach.

4.1

Trojuholniky

Teoria

Pripomenme zdkladné vztahy a vety tykajice sa trojuholnikov.

Trojuholnikovd nerovnost: Ak st dané tri isecky s dizkami a, b, ¢, tak na to, aby existoval trojuholnik
so stranami a, b, ¢ je nutné a postacujice, aby boli splnené podmienky

a+b>c, a+c>b, b+c>a.

Tuto aj d'alej budeme predpokladat, Ze a, b, ¢ su strany trojuholnika a «, 3, v si zodpovedajice
protilahlé uhly.

Monoténnost zdvislosti strdan od uhlov: Ak st dané strany trojuholnika a, b, ¢, tak na to, aby spfﬁali
nerovnosti a > b > ¢ je nutné a postacujice, aby boli splnené nerovnosti a > 5 > ~.

Veta o sicte uhlov trojuholnika: Pre uhly trojuholnika «, 3, v plati rovnost o + B + v = 7.

Veta o osiach uhlov trojuholnika: Vsetky osi uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom bode. Tento
bod je stred kruznice vpisanej do trojuholnika.

Veta o fazniciach: Vsetky taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode a st nim delené v pomere
2 : 1 v poradi od vrchola.

Veta o vyskach: Vsetky vysky trojuholnika sa pretinaju v jednom bode.

Veta o osiach stran: Vsetky osi stran sa pretinaji v jednom bode. Tento bod je stred opisanej
kruznice.

Kosinusovd veta: Pre strany a uhly trojuholnika plat{ rovnost

a’ = b> + ¢ = 2bc - cos a.
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o Sinusovd veta: Pre strany a uhly trojuholnika plati rovnost

a b c
sina  sinf  sinvy

=2R

kde R je polomer trojuholniku opisanej kruznice.

e Veta o osi uhla: Os uhla o trojuholnika delf protilahli stranu a na tsecky ay a a. prilahlé k tiseckdm
b a ¢, ktoré maju rovnaky pomer, ako pomer stran b a c:
ap . b

aec ¢

e Tdlesova veta: Ak rovnobezné priamky pretinajiice obe ramend uhla pretinaji jedno rameno tak, ze
na nom vytinaju usecky rovnakej dlzky, tak vytinaju tsecky rovnakej dlzky aj na druhom ramene.

e Zovseobecnend Tdlesova veta: Ak rovnobezné priamky pretinaji obe ramend uhla, tak na strandch
uhla vytnui usecky, ktorych dlzky sd v rovnakom pomere.

o Vatahy pre dizku osi uhla:
_ 2bc-cos G

lg = b rc lgzbc—ab-ac,

kde ay, a. su usecky z vety o osi uhla.

o Vztah pre dizku tainice:

V2b?2 4 2¢2 — a2

2

tg =

e Kritérid podobnosti trojuholnikov: Dva trojuholniky st podobné podla vety wu, podla vety sus
a podla vety sss.

Pripomenime, ze v podobnych trojuholnikoch je pomer zodpovedajicich dizok stran, osi uhla, fazni
a vysok rovny k, ¢o je koeficient podobnosti. Pomer obsahov podobnjych trojuholnikov je rovny k2.

UkdzZky riesenych iloh
Uloha 1. Je dany trojuholnik ABC. Dokézte, ze

cos LA +cosZB 4+ cosZC <

N W

Riesenie. Nech ZA=a, /B=p,/C =~v=7 —a— 3, potom

cos a + cos 3 + cosy = cosa + cos f — cos(a + ) =

ZQCOSQ;B'COSQ;B—2COS2QT—|_B+1:
1 -B8\? 1 — 3
= -2 cosa—i_ﬁ—f-cosa b +f'cos2u+1§f.
2 2 2 2 2 2

Q.E.D.
Uloha 2. Existuje trojuholnik s uhlami

1 1
arctg 2, arcsin ( —— | ,arccos | ——— |7
© <¢10> < 5\6)
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Riesenie. Na to, aby taky trojuholnik existoval, je nutné, aby

1 1
arctg 2 + arcsin | —— | + arccos | ——— | = .
g <¢10) ( 5v2 >

Na to, aby sme dokézali rovnost

1 1
arct 2 —‘r arCSin Ry = 7T — arccos —_—
& <¢10> < 5v2 )

staci ukazat, Ze kosinus lavej strany je rovny kosinusu pravej strany a obe strany lezia v intervale od nula

do 7. Pre lavi stranu plati
27

V10

pretoze

7T<act 2<7T 0 < arcsi 1 <7r
— T — resin [ —— —.
4 SR 6

V10

Pre pravu stranu rovnice plati

1 T T 1
0<m—arccos| ———= | < —, pretoze — < arccos | ——— | <.
( 5@) 2 P 2 ( 5ﬂ>

Teraz vypocitame hodnotu kosinusu lavej a pravej ¢asti rovnosti a dostaneme

1 1 1 1
cos | arctg 2 + arcsin | — = —— a cos|m—arccos| ——— = —.
< & <¢10>> 5v2 < < m)) 5v2

Z toho vyplyva, ze taky trojuholnik existuje.
Odpoved’. Existuje.

Uloha 3. V pravouhlom trojuholniku st dfiky stran prirodzené navzajom nestdelitelné ¢isla. Dokdzte, ze
dlzka prepony je neparne ¢islo a ze dlzky odvesien maji roznu paritu.

Riesenie. Nech m a k su dIZky odvesien pravouhlého trojuholnika a n je dizka prepony, m, n, k su
navzajom nesudelitelné éisla a n? = m? + k2.

Nech je n péarne é&islo, ¢ize n = 2. Z rovnosti m? + k? = 41% vyplyva, ze m a k maji rovnaki paritu.
Obe ale nemdzu byt péarne, lebo podla podmienok tilohy maju byt nestdelitelné.

To znamend, ze m =21 + 1, k =2ls + 1 a

412 = (21 +1)2 + (2l + 1)? <= 41> = 413 + 413 + 41y + 41y + 2.

To ale nie je mozné, pretoze lavé strana rovnosti je delitelnd styrmi a prava nie.
Z toho vyplyva, ze n = 2] + 1, ale v tom pripade musia ¢fsla m a k mat roznu paritu.

Uloha 4. Dokézte, ze ak st v trojuholniku z jedného vrchola zostrojené faznica, os uhla a vyska, tak os
uhla lezi medzi taznicou a vyskou.

Riesenie. Majme trojuholnik ABC v ktorom su na stranu C
AB zostrojené vyska CH, os uhla CL a faznica CD. Ak
BC = AC, tak st CH, CL a CD totozné. Nech bez ujmy na
vSeobecnosti plati AC > BC.
7 vlastnosti osi uhla
BL BC
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takze bod L lezi medzi bodmi B a D, pretoze BD = AD.
Kedze
AC > BC — ZCBA > ZCAB,

tak /BCH < ZACH a teda kedze /BCL = LZACL, tak /ZBCH < /BCL a bod H lezi medzi bodmi
B a L.

Uloha 5. Dokéite, ze ak st velkosti vetkych osi uhlov trojuholnika mensie, ako jedna, tak je obsah
trojuholnika mensi, ako jedna.

Riesenie. Ked'ze je vyska v trojuholniku vzdy mensia alebo
rovna, nez zodpovedajuca os uhla, tak

he <lg <1, hy <lp <1, h.<Il.<1.

Dokazeme, ze vSetky strany trojuholnika st mensie, ako 2.
Nech sa osi uhla AL a BN trojuholnika ABC pretinaji
v bode O.

Z trojuholnikovej nerovnosti pre AABO vyplyva, ze A

AB < AO+ BO < AL+ BN < 2.

Analogicky dostaneme, ze BC < 2 a AC < 2. Odhadneme obsah AABC

1 1
SABc’Ziaha<§21:17

¢ize Sapc < 1.

Ulohy
1. Akého typu je trojuholnik, ktory mé vysky 3, 4 a 57
2. Dokézte, ze ak ma trojuholnik dve rovnaké vysky, tak je rovnoramenny.
3. Taznica trojuholnika je totoznd s osou uhla. Dokdzte, ze tento trojuholnik je rovnoramenny.
4. Dokézte, Ze ak ma trojuholnik dve rovnaké faznice, tak je rovnoramenny.

5. Nech st dlzky stran pravouhlého trojuholnika prirodzené éisla. Dokdzte, ze dlzka jednej z jeho
odvesien je delitend tromi.

6. Dokazte, ze vSetky pravouhlé trojuholniky, diéky stran ktorych tvoria aritmetickd postupnost, su
podobné ,egyptskému* trojuholniku (dlzky jeho strén s rovné 3, 4 a 5).

7. Nech a, b, c st diiky stran trojuholnika. Dokéazte, ze
2(a?b* + b2c* + 2a®) > a* + b1 + ¢t
8. Dokézte, ze ak faznica a vyska zostrojené z jedného vrchola trojuholnika delia jeho uhol na tri
rovnaké casti, tak je tento trojuholnik pravouhly.
9. Dokézte, ze v lubovolnom trojuholniku zodpoveds vicsej strane mensia os uhla.
10. Dokazte, ze ak ma trojuholnik dve rovnaké osi uhla, tak je rovnoramenny.

11. Dokézte, ze v rovnoramennom trojuholniku je stiéet vzdialenosti lubovolného bodu zékladne k jeho
ramendm rovny velkosti vy$ky na rameno.
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12. V trojuholniku ABC je uhol A pravy. Z vrchola A zostrojime taznicu AM, vysku AH a os uhla
AL. Dokazte, ze AL je os uhla v trojuholniku AMH.

13. Dokézte, ze spomedzi vSetkych trojuholnikov s danou zdkladiiou a danym uhlom oproti tejto
zékladni ma rovnoramenny trojuholnik najvicsi obsah.

14. Dokazte, ze spomedzi vSetkych trojuholnikov s danou zakladiiou a danym uhlom oproti tejto
zékladni ma rovnoramenny trojuholnik najvacsi obvod.

15. Dok&zte, Ze stcet taznic trojuholnika je

a) mensi, nez P,
b) vicst, nez 2P, kde P je obvod trojuholnika.
16. Dokézte, Ze sticet vzdialenosti Tubovolného bodu, ktory leZi vo vmiitri alebo na strane trojuholnika

od vsetkych troch stran lezi medzi velkostou najmensej a najvicsej vysky. Ndjdite bod trojuholnika,

17. Akého typu je trojuholnik, ktory méa taznice 3, 4 a 57?
18. Nech a, 8, v st uhly trojuholnika. Dokézte, ze

3
\/§>

sina -sin - siny < (2

19. Dokézte, Ze pre kazdy trojuholnik plati nerovnost h, < /s (s —a). (s je polovica obvodu troju-
holnika).

20. Dokéite, ze pre kazdy trojuholnik plati nerovnost

4.2 Mnohouholniky
Teoria

Pripomenme zdkladné vztahy a vety tykajice sa trojuholnikov.
V rovnobezniku

e st protilahlé strany zhodné;

e st protilahlé uhly zhodné;

e sa uhlopriecky pretinaju a priesecnik ich deli na polovice;

e stucet druhych mocnin uhloprie¢ok je rovny suc¢tu druhych mocnin stran.

V lichobezniku
e je strednd priecka lichobeznika rovnobezna so zakladiami a rovnd ich aritmetickému priemeru;

e je sucet uhlov leziacich pri ramene rovny .

V pravouholniku
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e su uhlopriecky zhodné.

V kosostvorci

e su uhlopriecky na seba kolmé a st osami zodpovedajicich uhlov.

V lubovolnom konvexnom n-uholniku

e je sucet uhlov m(n — 2).
Kritéria pre rovnobeznik. Stvoruholnik je rovnobeznik, ak je splnend aspon jedna z nasledujicich
podmienok:

e protilahlé strany st navzdjom zhodné;
e protilahlé uhly si navzdjom zhodné;
e uhlopriecky sa pretinaja a priesecnik ich deli na polovice;

e jedna dvojica protilahlych stran je navzdjom zhodné a rovnobezna.

UkadzZky riesenych uloh

Uloha 1. Vo vnitri konvexného stvoruholnika ABCD néjdite bod, pre ktory je sicet jeho vzdialenosti
k vrcholom §tvoruholnika minimélny.

Riesenie. Majme stvoruholnik ABC D, ktorého uhlopriecky
sa pretinaju v bode O. Sucet vzdialenosti bodu O od vrcholov
Stvoruholnika je rovny

AO + BO+ CO + DO = AC + BD.

Majme Tubovolny bod Oq, ktory lez{ vo vnitri stvoruholnika.
Plati

AOy + 0,C > AC, BO,+OyD > BD,
z ¢oho plynie

AOy + 0:C + BOy + 01D > AC + BD, D

¢ize priesec¢nik uhlopriecok je ten bod, pre ktory je sucet jeho vzdialenosti k vrcholom Stvoruholnika
miniméalny.

Odpoved’. Priesecnik uhlopriecok.

Uloha 2. Dokazte, ze ak spojite stredy stran konvexného Stvoruholnika, tak dostanete rovnobeznik. Kedy
ten rovnobeznik bude kosostvorec? A Stvorec?

Riesenie. Nech si K, F', M a N postupne stredy stran AB,
BC, CD < a AD stvoruholnika ABCD.

Usetka K F je stredn4 priecka trojuholnika ABC a tsecka
MN je strednd priecka trojuholnika ADC, ¢o znamen4, ze

1 1
KF || AC, KinAC, MN || AC, MNziAC,
z ¢oho plynie, ze
KF || MN, KF=MN

a §tvoruholnik K FFM N bude rovnobeznik.

Ak st uhlopriecky stvoruholnika zhodné (AC = BD), tak
rovnobeznik K F'M N bude kosostvorec. Ak su uhlopriecky
eSte navyse navzajom kolmé, tak kosostvorec K F'M N bude Stvorec.
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ljlohy

1.

4.3

Dokézte, ze ak kazda z uhloprie¢ok deli konvexny Stvoruholnik na trojuholniky s rovnakym obsa-
hom, tak je ten stvoruholnik rovnobeznik.

.V rovnoramennom lichobezniku mé jedna uhlopriecka dizku 8 a je osou jedného z uhlov. MoZe byt

jedna zo zékladni tohto lichobeZnika mensia nez 4 a druhd byt rovnd 5?

. Dokazte, ze spomedzi vsetkych pravouholnikov s danou uhloprieckou méa najviacsi obsah Stvorec.

Aky stvoruholnik s uhloprieckami di a do md maximéalny obsah?

Dokézte, Ze ak je tisecka spéjajtca stredy dvoch protilahlych stran konvexného stvoruholnika rovna
aritmetickému priemeru druhych dvoch stran, tak je ten Stvoruholnik lichobeznik.

. Dokézte, ze osi uhlov leziacich pri jednom ramene lichobeznika sii na seba kolmé a pretinaju sa

v bode, ktory lezi na strednej priecke lichobeznika (alebo na jej predfienf).

V konvexnom $tvoruholniku ABCD s uhloprie¢kami AC a BD su na strany CD a AB postupne
spustené vysky AE a DF. Vieme, ze AE > BD, DF > AC, AD = 2 - AB. Zistite velkosti uhlov
Stvoruholnika ABCD.

.V konvexnom Stvoruholniku K LM N s uhloprieckami LN a KM si na strany M N a KL postupne

spustené vysky K P a NQ. Vieme, ze KP > LN, NQ > KM, KL =3, KN = 5. Zistite KM.

. Je dany konvexny §tvoruholnik ABCD, v ktorom AB + BD < AC + CD. Porovnajte velkosti

tseciek AB a AC.

Kruznice

Teoria

Pripomenme zékladné vztahy a vety tykajice sa kruznic.

stredovy uhol je ¢o do velkosti rovny miere oblika kruznice, ktory mu zodpoved4;
obvodovyj uhol je ¢o do velkosti rovny polovici miery oblika kruznice, ktory mu zodpoved4;

uhol tvoreny secénicami kruinice je ¢o do velkosti rovny polovici rozdielu mier oblikov kruznice,
ktoré mu zodpovedajui;

uhol tvoreny pretinajicimi sa tetivami je ¢o do velkosti rovny polovici stiétu mier oblikov kruznice,
ktoré mu zodpovedaji;

uhol medzi dotycnicou a tetivou je ¢o do velkosti rovny polovici miery oblika kruznice, ktory zod-
poveda tetive.

Uzitoéné dosledky:

obvodové uhly nad tym istym oblikom si zhodné;
obvodové uhly nad tou istou tetivou (alebo nad zhodnymi tetivami) si zhodné alebo majui sicet m;

Obvodovy uhol je pravy vtedy a len vtedy, ked je zostrojeny nad priemerom.

Vety o doty¢niciach, tetivach a secniciach:
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e usecky na dotyc¢niciach ku kruznici, ktoré vedi z jedného bodu, si zhodné a zvieraju rovnaké uhly
s priamkou, ktord prechddza tymto bodom a stredom kruznice;

e suciny dlzok tseciek na dvoch pretinajicich sa tetivach st rovnaké;

e druhd mocnina velkosti isecky z bodu na dotyénici ku kruznici je rovna siéinu dlzok tseciek na
secnici z toho istého bodu k spoloénym bodom s kruznicou

Vety o vpisanych a opisanych kruzniciach:
e kazdému trojuholniku sa d4 opisat kruznica, jej stredom je prieseénik osi stran trojuholnika;
e kazdému trojuholniku sa d4 vpisat kruznica, jej stredom je prieseénik osi uhlov trojuholnika;

e na to, aby sa stvoruholniku dala opisat kruZnica je nutné a postacujiice, aby bol sti¢et protilahlych
uhlov rovny ;

e na to, aby sa Stvoruholniku dala vpisat kruZnica je nutné a postacujice, aby bol stéet dizok pro-
tilahlych stran rovnaky;

e na to, aby sa lichobezniku dala opisaf kruZnica je nutné a postacujice, aby bol ten lichobeznik
rovnoramenny;

A
Ukazky riesenych uloh

Uloha 1. Dokézte, Ze os uhla A nerovnoramenného trojuholnika ABC
a os strany BC' sa pretinaju na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

Riesenie. Nech D je priese¢nik osi uhla BAC trojuholnika ABC

a opisanej kruznice. Z rovnosti uhlov BAD a CAD vyplyva, ze BD = B C
CD a trojuholnik BDC' je rovnoramenny. Vd'aka tomu kolmica spus-

tend z bodu D na usecku BC' deli tuto usecku na polovice. D

Uloha 2. Dokézte, Ze vzdialenost bodu kruznice od tetivy tejto kruznice je rovné geometrickému priemeru
vzdialenosti koncovych bodov tetivy od doty¢nice zostrojenej v tomto bode.

Riesenie. Ak je tetiva AB rovnobeznd s dotyénicou zostroje-
nou v bode M, tak si vSetky tri vzdialenosti rovnaké a tvr-
denie zo zadania je pravdivé. Rozoberme pripad, v ktorom
sa prediienie tetivy AB a dotycCnica v bode M pretinaju.
Oznaéme ich prieseénik S, vzdialenost bodu M od tetivy AB
oznatme MN a AK a BF budu vzdialenosti koncov tetivy
od doty¢nice. Chceme dokézat, ze MN = v BF - AK.
Trojuholnik SKA je podobny s trojuholnikom SFB
a preto ?—g = %' Trojuholnik SAK je podobny s troju-
holnikom SM N a preto g—]@ = %, ¢ize MN = % -AK.
7 vlastnosti dotyc¢nice a secnice

SM =+vSA-SB.

Z toho dostaneme, ze

SM SB | BF
MN—A—S-AK— A—-AK— E-AK—\/BF-AK.

Uloha 3. Dokézte, ze ak je stvoruholnik vpisany do kruznice, tak sicin jeho uhlopriecok je rovny stucte
si¢inov jeho protilahlych stran (Ptolemaiova veta).
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Riesenie. Majme §tvoruholnik ABCD s uhloprieckami AC
a BD. Zavedieme oznacenia:

AB=b, AD=a, BC=c¢, CD=d, AC =d;, BD = ds.

Treba dokazaf, Ze didy = ac + bd. Zostrojime tsecku AA;
rovnobeznui s BD, takze stvoruholnik AA; DB je lichobeznik
a A1D = AB = b, A1B = AD = a. Trojuholnik DA B je
zhodny s trojuholnikom DAB podla vety sss. Preto

Spa,B = SpaB,
Sapcp = Secp + SBap, Sa,Bcp = Sscp + SBa, D,
takze Sapcp = Sa,Bcp- Nech ZDOA = ¢, potom jednak
1 )
Sapcp = §d1d2 sin ¢

a okrem toho
Sapcp = Sa,Bcp = Sa,Bc + Sa,cp =

= %AlB -BC -sin /A1 BC + %AlD -CD -sin/ZA1DC =

1 1
iac -sin ZA1BC + ibd -sin ZA1DC.

109

Na to, aby sme ukdzali, ze plati rovnost dids = ac + bd ndm staéi dokézat, ze ZA; DC = ¢. Oznacime

AB=A,D=a, BC =8, ;1;1:7

a vd'aka vlastnosti obvodového uhla
a+ B+

2 )

a z vlastnosti uhlov medzi pretinajicimi sa tetivami dostaneme

LA DC =

a+8+7y

LAOD = ¢ = 5

To znamend, ze ZA1DC = ¢. Takze Sapcp = %(ac+ bd) - sin ¢, z ¢oho vyplyva, ze dide = ac + bd.

Ijlohy

1. Dokézte, ze v pravouhlom trojuholniku je stcet velkost{ odvesien rovny siétu velkosti polomerov

vpisanej a opisanej kruznice.

2. Do kruznice su vpisané dva lichobezniky s navzajom rovnobeznymi stranami. Dokézte, ze uhlop-

riecky tychto lichobeznikov st zhodné.

3. Moéze mat trojuholnik so stranami mensimi nez 1 polomer opisanej kruznice vicsi, nez 1007

4. Dokéste, e dotyénice k dvom pretinajticim sa kruzniciam, zostrojené z lubovolného bodu predizenia

ich spolocnej tetivy, maja rovnakud dizku.

5. V kruznici si dané dve zhodné pretinajice sa tetivy. Dokézte, ze zodpovedajice si casti tychto

tetiv, na ktoré si rozdelené priese¢nikom, sa rovnaju.
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6. Cez prieseéniky dvoch kruznic P a P’ zostrojime Iubovolné priamky, ktoré obe kruZnice pretinaju.

Cez priesecniky tychto priamok s jednotlivymi kruznicami vedieme priamky m a m’. Dokdzte, ze
m je rovnobeznd s m/.

7. K dvom nepretinajicim sa kruzniciam sd zostrojené dve vonkajSie spolocné dotycnice a jedna

vnutorna. Body M a N sa dotykové body vonkajSej dotycCnice s kruznicami a body P a @ su
priesecniky vnutornej doty¢nice s vonkajsimi. Dokézte, ze M N = PQ.

8. K dvom kruzniciam so stredmi O; a Os, ktoré sa zvonku dotykaju v bode A je zostrojena spolocna

doty¢nica BC' (B a C su dotykové body). Dokazte, ze uhol BAC je pravy.

4.4 Obsahy

Teoria

Pripomenme zdkladné vztahy.

e Obsah trojuholnika:

1 1 . abe
5—561'%, S—ia-b-smv, S=s-1, = 1R’
S=\s-(s—a)-(s=b)-(s—c,

kde a, b, ¢ st strany trojuholnika, «, 3, v im zodpovedajice protilahlé uhly, v, vp, v. vySky
zostrojené na strany, s je polovica obvodu trojuholnika, r polomer kruznice do trojuholnika vpisanej
a R polomer kruznice trojuholniku opisanej.

e Obsah rovnobeznika:
S=a-v,, S=a-b-sin~,

kde a a b su strany rovnobeznika, v je uhol, ktory strany a a b zvieraji a v, je vyska na stranu a.

e Obsah lichobeznika: ]
S = 5(@ + b) - U,

kde a a b st velkosti zakladni lichobeZnika a v je jeho vyska.

e Obsah Iubovolného stvoruholnika:
1 )
S = §d1 - dy - sin g,

kde d; a do su velkosti uhlopriecok stvoruholnika a ¢ je uhol medzi nimi.

Ukadzky rieSenych uloh

Uloha 1. Existuje trojuholnik, ktory ma dve vysky viacsie ako 100 a obsah mensi, ako 17

Riesenie. Nech v, > 100 a v, > 100. Ked'ze a > vy, tak a > 100 a

1 1
Szia-va>§-100-100:5000

Odpoved’. Neexistuje.

Uloha 2. Nech a, b, ¢ d st po sebe idtce strany Iubovolného konvexného $tvoruholnika. Dokdzte, Ze jeho
obsah S < %”d.
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Riesenie. Nech st v stvoruholniku ABCD strany AB = a,
BC =b,CD=c¢, AD =d.

Zostrojime trojuholnik BDC taky, ze BCy = CD = c,
DC; = BC = b. Obsah §tvoruholnika ABC1D je rov-
naky, ako obsah §tvoruholnika ABCD. Nech ZABC; = «,
LADCY = ~. Potom

Sapcp = Sapc,p = Sasc, +Sapc, =

1 1
:§-AB~BC5'1-sina+§‘AD-DCl~sin7:

ac-sino + bd - sinvy < ac+ bd
2 -2 7

ljlohy

111

Ci

1. V konvexnom §tvoruholniku ABCD vieme, ze AB = a, BC =b, CD = ¢, DA = d. Dokézte, ze pre

jeho obsah S plati nerovnost S < %(ab + cd). Kedy nastane rovnost?

2. Vsetky strany konvexného stvoruholnika si mensie, nez 7. Dokézte, Ze jeho obsah je ostro mensi,

nez 50.

3. V trojuholniku ABC su zadané dfiky dvoch jeho stran a a b. Dokazte, ze pre jeho obsah S plati

272 ,
nerovnost S < “+=. Kedy plat{ rovnost?

4. Mbze sa obsah trojuholnika zmensit, ked zviicsime vsetky jeho strany?






Kapitola 5

Konstrukéné tulohy

Konstrukéné tlohy na pisomnych skiigkach nestretnete. Napriek tomu takéto ilohy umoziuji spoznat
mnoho zaujimavych faktov, ktoré st uzitoéné aj pri rieSeni tiloh na pisomnych skiskach. Okrem toho
umoziiuji naucit sa vidiet a dokazovat uzitoéné vztahy v trojuholnikoch, mnohouholnikoch a kruzniciach.

5.1 Algebraicka metéda
Teoria

Riegenie konstrukénej tilohy spociva v opisani postupnosti operéacii, ktoré je potrebné vykonat kruzidlom
a pravitkom, aby sme dostali pozadovany utvar.
S pomocou kruzidla je mozné

e zostrojif kruznicu so stredom v lubovolnom bode roviny a polomerom rovnym velkosti zadanej
usecky;

e ndjst priesecniky zostrojenej kruznice s lubovolnym zadanym objektom roviny (s priamkou, kruznicou,
atd.).

S pomocou pravitka je mozné

e zostrojit priamku, ktord vedie dvomi zadanymi bodmi;

e nijst prieseéniky zostrojenej priamky s Iubovolnym zadanym objektom roviny.
Standardna schéma riesenia konstrukénych tloh je takéto:

e Rozbor — predpokladdme, 7ze hladany ttvar je zostrojeny, nakreslime si ho a skiimame geometrické
vlastnosti, ktoré by mohli naznacit sposob jeho konstrukcie.

e Konstrukcia — popiseme postupnost krokov, ktoré vytvoria hladany ttvar.

e Dokaz — poddme zdovodnenie toho, ze sme zostrojili presne to, ¢o bolo potrebné (vo vicsine pripadov
to vyplyva priamo z konstrukcie).

e Diskusia — zistujeme podmienky, pri ktorych rieSenie tilohy existuje a analyzujeme pocet réznych
rieSeni.

Nasleduje zoznam elementdrnych konstrukeii, ktoré budeme vyuzivat pri rieSeni uloh:
1) rozdelit tisetku na n rovnakych casti;

2) rozdelit uhol na polovicu;

113
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viest danym bodom kolmicu na dant priamku;

)

4) viest danym bodom rovnobezku s danou priamkou;
) zostrojit trojuholnik dany velkostami troch strén;
)

zostrojit trojuholnik dany velkostami dvoch stréan a velkostou uhla medzi nimi;

7) zostrojit trojuholnik dany velkostou strany a velkostami s fiou susediacich uhlov.

Keby vam ktordkolvek z elementarnych konstrukeii robila problémy, zopakujte si prislusny material zo
skolskej ucebnice.

Algebraickd metdda rieSenia konstrukénych tloh spoéiva v zostrojeni hladanych prvkov zo vztahov,
ktoré popisuju ich zavislost od zadanych prvkov.

Vigsina uloh tohto typu sa riesi pomocou zékladnych $tyroch vztahov popisanych nizsie.

Ukazky riesenych uloh
Uloha 1. Zostrojte tsetku z = va? + b2 kde a a b si zadané B
usecky.

Riesenie. Zostrojime pravy uhol a na jeho ramené nanesieme
odvesny a a b. Spojime ziskané body A a B a z Pytagorovej T
vety dostdvame

x=AB = Va2 + b2

Uloha 2. Zostrojte tsetku z = va? — b2 kde a a b si zadané ¢ b A
usecky.

1%

Riesenie. Zostrojime pravy uhol a na jedno jeho rameno na- B
nesieme odvesnu b. Zo ziskaného bodu C' spravime kruznicovy
oblik s polomerom A, ktory pretne druhé rameno uhla.
Druhd odvesna zostrojeného trojuholnika je podla Pytago-
rovej vety rovna T

c=+Vva?— b
Uloha 3. Zostrojte usecku xz = Vab kde a a b st zadané N
usecky. A b C

Riesenie. Na priamke zostrojime tsecky AK = a a KB = b (body A a B sa nachddzaji na réznych
strandch od bodu K) a zostrojime kruznicu nad useckou AB ako nad priemerom.

D




5.1. ALGEBRAICKA METODA 115

Z bodu K zostrojime kolmicu a jej priese¢nik s kruznicou oznaé¢ime D. Usecka DK bude vyska pra-
vouhlého trojuholnika ADB zostrojend z pravého uhla na preponu. Preto DK = v AK - BK = vab.

Uloha 4. Zostrojte usecku x = %b kde a, b a ¢ st zadané tsecky.

Riesenie. Na stranach Tubovolného uhla s vrcholom O zostrojime tisecky OA = ¢, AB = b, OC = a. Cez

bod B vedieme priamku rovnobeznu s AC', ktora pretne druhu stranu uhla v bode D.

7 Talesovej Vetyﬁ vieme, ze § = %, odkial x = 22.

Uloha 5. Zistite geometrické miesto bodov, vzdialenosti ktorych k dvom zadanym bodom A a B su
v pomere m : n # 1.
Riesenie. V dalSej casti ukazeme aj geometrické riesenie tejto tilohy. Teraz ju vyriesime pomocou algeb-

raickej metody.
Oznac¢ime velkost tisecky AB ako a a pomer m : n ako k. Zoberieme bod A za pociatok stiradnicovej

stustavy a priamku AB za os x.
Bod M so suradnicami (z,y) patr{ k hfadanému geometrickému miestu bodov <=

AM x2 + 9
= o=k = T =k
MB (x —a)? +y?
Vynésobime rovnost menovatelom, ddme dohromady jednotlivé éleny podla stupiia x, vydelime (k? — 1)

a dostaneme

5 2ak? 5  a’k? ak? a’k?
r+yt+

2
e —— = e —— 2:7_
o1 Pt e 0@(”” k2—1> Y= e o)

Yy M(x,y)

“TA(0,0) Bla,0)

. . .. : : . 2
Dostali sme rovnicu kruznice s polomerom % so stredom na priamke AB vo vzdialenosti % od

bodu A sprava, ak k > 1 a zlava, ak k < 1. Ziskand kruznica sa nazyva Apoldéniova kruznica.

Uloha 6. Zostrojte trojuholnik dany dvomi stranami a faznicou, ktord vychédza zo spolo¢ného vrchola

danych stran.

12Pozn. prekl.: Pripomenme, zZe ide o inti Talesovu vetu, nez je ta, ktord sme pouzili v predoslej tilohe.
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Riesenie. Nech st dané a, b a t., potom

2 2 2
t2 = ¢ _2‘_ — CZ’ odkial ¢ = \/2a2 + 202 — 412,

Na to, aby sme zostrojili tisec¢ku velkosti ¢, najprv zostrojime tsecky x = v/2a, y = v/2b, potom z =
V2% 4+ y? a nakoniec ¢ = /22 — (2t.)?. Na zdver zostrojime trojuholnik dany jeho tromi stranami.

Pozndamka. Geometrické rieSenie tejto ulohy ukazeme v jednej z nasledujicich casti.

ljlohy
1. Je dana tusecka a. Zostrojte tisecku x = a - /n, n € N.
2. S dané tsecky a, b, c. Zostrojte tsecku z = Va2 + b2 + ¢2.
3. Je dana tsecka a. Zostrojte tsecku z = a - v/2.
41995

4. Su dané usecky a, b. Zostrojte usecku x = Jrgoz.

5. St dané dve tisecky: velkosti 1 a velkosti a. Pomocou kruzidla a pravitka zostrojte isecku velkosti

x = va3 — 4a? + 3a.

a34+b3
a?+b2-

6. Su dané usecky a, b. Zostrojte tusecku r =

7. Zostrojte trojuholnik ABC' ak je zndma os uhla trojuholnika BD a usecky AD a DC, na ktoré deli
protilahli stranu.

8. Zostrojte trojuholnik s danymi a, v, a Vb? — c2.
9. Zostrojte kruznicu, ktora prechddza dvomi danymi bodmi a dotyka sa danej priamky.
10. Zostrojte pravouhly trojuholnik dany preponou c a sti¢tom odvesien s.

11. Je dany uhol 19°. Zostrojte uhol 1°.

a

12. Je dand tsecka velkosti a a uhol rovny . Zostrojte tsecky velkosti acosa, asina, 24—, 4—

a-tga, a-cotga.

13. Je dany rovnostranny trojuholnik ABC' so stranou 1. Cez vrchol A zostrojte pomocou kruzidla
a pravitka takd priamku, ze stucet vzdialenosti bodov b a C' od tejto priamky bude rovny /2.

14. Je dany AABC. Zostrojte usecku DE s koncami na stranidch AB a BC tak, ze DE || AC a DE je
vidiet zo stredu AC pod pravym uhlom.

15. Zostrojte uhol rovny trom stupiiom.
16. Pomocou kruzidla a pravitka rozdelte uhol 54° na tri rovnaké ¢asti.

17. Zostrojte priamku, ktord je rovnobezna s uhloprieckou pravouholnika a pretina dve jeho susedné
strany tak, ze obsah pravouholnika deli v pomere 1 : 3.
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5.2 Metoda geometrického miesta bodov
Teoria

Geometrické miesto bodov roviny (priestoru) s danou vlastnostou sa nazyva mnozina vsetkych bodov
roviny (priestoru), ktoré dant vlastnost majt.

Pri riesen{ tloh na geometrické miesta bodov (skratené GMB) musi byt popisand mnozina a podany
dokaz, ze kazdy bod tejto mnoziny mé zadani vlastnost a Ziadna ind ju nemd.

Dalej v tomto texte budeme pod GMB rozumief GMB roviny. Najjednoduchsie priklady GMB st
nasledujuce:

e GMB, ktoré majui vzdialenost R od daného bodu O je kruznica s polomerom R so stredom v bode
0;

e GMB, ktoré maji rovnaki vzdialenost od bodov A a B je os tsetky AB

e GMB, z ktorych je dand tdsecka AB viditelnd pod danym uhlom « je zjednotenie dvoch oblikov
s polomerom R = 2’:15& so stredmi na osi usecky AB, ktoré lezia vo vzdialenosti R cos o od priamky
AB.

Pri konstrukcii GMB byva uZitoéné rozdelit dani vlastnost na jednoduchsie a najst zodpovedajice
jednoduchsie GMB. Prienikom tychto mnozin bude mnozina bodov, ktoré maja stcasne vSetky vlastnosti,
¢ize hladané GMB.

Okrem tloh na najdenie GMB budu v tejto ¢asti uvedené aj tlohy na konstrukciu pomocou kruzidla
a pravitka, ktoré sa dajui riesif metédou GMB.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. Po ramenéch pravého uhla sa kize tisecka danej dizky a. Akt krivku pri tom opisuje stred tejto
usecky?
Riesenie. Nech M je stred usecky AB = a, ktora sa kize po ramendach pravého uhla.

Kedze taznica v pravouhlom trojuholniku je rovnd polovici prepony, 4
tak OM = AB/2 = a/2. Takze bod M je od bodu O vzdialeny a/2
a teda lez{ na stvrtkruznici s polomerom a/2 a stredom v bode O.

Teraz dokaZeme, Ze lubovolny bod tohto oblika je stredom prepony
dfiky a niektorého pravouhlého trojuholnika. M

Aby sme to dokézali, z Tubovolného bodu M daného oblika vytneme
na ramene uhla vo vzdialenosti a/2 bod A. Prieseénik priamky AM
s druhym ramenom pravého uhla oznac¢ime B. Dokdzeme, ze AB = a.
Nech ZOAB = a, potom ZAOM = «a a ZMOB = 90° —a = ZABO.
Z toho plynie, ze AOM B je rovnoramenny a M B = OM = a/2. Teda d
ANABO mé preponu dfiky a, ¢o sme mali dokdzat.
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Uloha 2. Po danom obliku sa pohybuje bod M. Tetiva AB je pevne dani. Po akej krivke sa pri tom
pohybuje tazisko trojuholnika AM B?

Riesenie. Nech oblik AB obsahuje uhly rovné a. Tazisko trojuholnika AM B oznacime K a vedieme cez
neho rovnobezky s ramenami uhla AM B. Dostaneme, ze ZA'KB' = ZAMB = a.
KedZe fazisko deli taznice v pomere 1 : 2, tak podla Talesovej vety

1 1
AA/ = gAB a BB, = gAB,

z €oho plynie, ze A'B’ = AB/3. Preto tazisko lez{ na obliku M
A’'B’, ktory obsahuje uhly rovné «.
Plati aj opa¢nd tdvaha. Ak zvolime Tubovolny bod na
obliku A’B’ a vSimneme si dva zodpovedajice podobné troj-
uholniky, tak ten bod bude faziskom viésieho z nich.
Z toho plynie, ze oblik A’B’ je geometrické miesto bodov
tazisk trojuholnikov AM B.

A A’ B’ B

Uloha 3. Zostrojte pravouhly trojuholnik dany preponou a vyskou na preponu.

Riesenie. Zostrojime kruznicu s priemerom rovnym prepone B/ B
a priamku rovnobeznid s priemerom vo vzdialenosti rovnej
vyske. Priese¢nik tejto priamky s kruznicou je vrchol B; tro- h
juholnika AB;C, pricom uhol AB;C bude pravy, ked’ze je to
uhol nad priemerom.

Pri h = § dostaneme jediny bod B;.

Pri 0 < h < 5 dostaneme dva body a nasledne dva zhodné A C
symetrické trojuholniky AB1C a ABsC.

Ak h > 5, tak tloha nema riesenie.

Uloha 4. Zistite geometrické miesto bodov, ktorych vzdialenosti k dvom zadanym bodom A a B si
v danom pomere m : n.

Riesenie. V predoslej casti bolo rieSenie tejto ilohy ziskané algebraickou metédou. Teraz vyrieSime tlohu
geometricky.
Nech m > n (pri m = n je hladané GMB rovné osi tsecky AB).

C
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Majme bod £ € AB a C ¢ AB také, ze AE: EB=AC :CB=m:n.
Usecka CE je os uhla AABC, pretoze deli protilahli stranu v pomere prilahlych stran. Zostrojme
CD L CE a BM || CD. Trojuholnik ABMC' je rovnoramenny, pretoze jeho os uhla je sucasne vyskou.

Preto plati CB=CM a

AD  AC AC m

DB CM CB n’
takze poloha bodu D na priamke AB nezédvisi od toho, ako sme zvolili bod C. Ddlezité je len to, ze
AC : CB = m : n. Kedze ZECD = 90°, tak bod C lezi na kruznici s priemerom ED. To znamend, Ze
ak AC': CB = m : n, tak bod C lezi na kruznici, ktorej priemerom je FED.

Teraz vezmeme lubovolny bod C’ na tejto kruznici a ukdzeme, ze AC’ : C'B = m : n.

Oznacime velkost tisecky AC’ ako d a vSimneme si trojuholnik AAC” B, pre ktory
AC"=d a BC"=d-—.

m

Kedze plati AC” : C"B = m : n, tak bod C” lezi na zostrojenej kruznici. Ale v hornej polrovine existuje
na kruznici nad priemerom ED iba jeden taky bod, ktory m4 od bodu A vzdialenost d. Z toho vyplyva,
ze body C" a C” s totozné, ¢o sme mali dokdzat.

Preto je hladané GMB kruZnica zostrojens nad priemerom ED.

Pozndmka. Kruznica, ktord sme nagli, sa nazyva Apoloniova kruznica a body A, E, B a D, ktoré lezia
na jednej priamke a vyhovuju rovnosti

AE: EB=AD: DB,
sa nazyvajua harmonické body.

Uloha 5. Dokézte, ze geometrickym miestom bodov, ktorych rozdiel druhych mocnin vzdialenost! k dvom
zadanym bodom M a N je konstantny, je priamka kolma na tsecku M N.

Riesente. Majme bod D taky, ze D
MD?—ND? = a?

(kde a? je konstanta zo zadania) E jej priemet na tsecku M N.

Z pravouhlych trojuholnikov M DE a NDFE dostaneme

ME? = MD? - DE?, NE?=ND? - DE?
a nasledne (]
ME? - NE® = MD>-ND*=a*>. M E N

Takto sme na tsecke M N nagli bod E taky, ze M E? — EN? = . Ked'ze D je Iubovolny bod z hladaného
GMB, tak vsetky body GMB lezia na kolmici k tisetke M N prechadzajicej cez bod FE.

Analogicky (s pomocou Pytagorovej vety) sa dokazuje, ze kazdy bod na kolmici splia pozadovani
vlastnost.
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A

Pozndmka. Na to, aby sme nasli bod E (p#tu kolmice), si zostrojime
pomocny pravouhly’tro juholnik s odvesnou a. Preponu a druhi odvesnu ¢
zvolime tak, aby splnali podmienku ¢+ b > MN.

7 Pytagorovej vety a®? = ¢ — b%. Spravime obliikky s polomermi b
a ¢z bodov N a M. Priesecnik tychto oblikov oznacime D a spustime ’ a B
kolmicu z D na M N. Pitou tejto kolmice bude hladany bod E.

Uloha 6. Dokézte, ze geometrickym miestom bodov, z ktorych maja dotyénice k dvom zadanym kruzniciam
rovnaki velkost, je priamka kolm4d na spojnicu stredov tychto kruznic (tdto priamka sa nazyva radikdla
dvoch kruznic).

Riesenie. Majme kruznice so stredmi O1 a O a polomermi R; a Ro. Nech DA a DAy st zhodné dotycnice
vedené ku kruzniciam z bodu D.

7 pravouhlych trojuholnikov AO1A1D a AO2A2D dostavame
A1D?> = 0,D* — R?, A3,D? = 0,D? — R3, odkial
0,D* — 0,D* = R? — R2.
Z toho plynie, ze bod D je taky, ze rozdiel druhych mocnin jeho vzdialenosti k bodom O; a O3 je

konstantny.
Podla predoslej tilohy je mnozinou vsetkych takych bodov priamka kolmé na tisecku O10s.

Pozndmka. Tri radikaly dvojic lubovolnych troch kruznic sa pretnii v jednom bode,
ktory sa nazyva stred radikdl.

Aby sme tento fakt objasnili, sta¢i si vSimnut prieseénik dvoch radikal. Ked'ze
patri k dvom radikalam, dotyénice z neho ku vSetkym trom kruzniciam st zhodné.
Preto lezi aj na tretej radikale.

Rozoberieme metédy konstrukcie radikély v zavislosti od polohy kruznic.
1) Ak sa kruznice navzajom dotykaju, tak radikéla prechddza bodom dotyku, pretoze v tom pripade
st dotycnice zostrojené z bodu D rovné usecke na spolo¢nej dotycnici DA.
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Daosledok. Tri spoloc¢né doty¢nice troch po dvojiciach sa dotykajicich kruznic sa pretinaju v jednom bode.

2) Pri pretinajicich sa kruzniciach prechddza radikdla cez ich D
priese¢niky. V tomto pripade st dotycnice vedené z bodu D zhodné
kvoli tomu, ze druhd mocnina dotyénice je rovnd siucinu velkosti seénic, Ay
Cize B
DA? = DB - DC = DA3.
Dosledok. Tri spoloéné tetivy troch po dvojiciach sa pretinajicich

kruznic sa pretinaji v jednom bode.

Ay

3) Ak sa kruznice nepretinaji, tak na konstrukciu radikaly pouzijeme pomocni kruznicu, ktord dané
kruznice pretina. Nech je M prieseénik priamok, ktoré obsahuju spolocné tetivy AB a C'D. Je to stred
radikdl troch kruznic. Z toho vyplyva, ze lezi na radikdle dvoch zadanych kruznic. Ked sme takto nasli
jeden jej bod, spustime z neho kolmicu na spojnicu stredov 0105 a tak ndjdeme hladant radikdlu.

Ijlohy

1. Po danom obliku kruznice sa pohybuje bod M. Tetiva AB je pevne dand. Aku krivku pri tom

opisuje priesecnik vysok trojuholnika ABM?

2. Zostrojte trojuholnik dany stranou, jej protilahlym uhlom a vyskou na tito stranu.

3. Po ramenéach pravého uhla sa kize prepona pravouhlého trojuholnika. Zistite geometrické miesto

bodov vrchola pri pravom uhle tohto trojuholnika.

4. Zostrojte trojuholnik dany dvomi stranami a vyskou na jednu z tychto stran.

5. Zostrojte trojuholnik, ak je dané «, a, r.

6. Zostrojte trojuholnik, ak je dané «, r, R.

7. Zostrojte trojuholnik, ak je dané a, r, R.

8. Zostrojte trojuholnik, ak je dané «, S, .

9. Zostrojte trojuholnik, ak je zadand jeho strana a, protilahly uhol « a faznica na fiu t,.

10. Zostrojte rovnobeznik dany uhlom a uhloprieckami.

11. Zostrojte trojuholnik dany stranou, vyskou na tiito stranu a faznicou na intd stranu.

12. Je dana kruznica a bod A leziaci mimo kruhu ohrani¢eného touto kruznicou. Zostrojte doty¢nice

ku kruznici, ktoré prechddzaju cez tento bod.
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13. Zostrojte trojuholnik, ak je dané «, v,, I, (0s uhla «).
14. Zostrojte trojuholnik, ak je dané «, a, b : c.
15. Zostrojte spolo¢ni vonkajsiu dotyénicu k dvom zadanym kruzniciam (¢ize su dané ich stredy a po-
lomery).
16. Na ramendch uhla st dané dve tsecky AB a CD a bod M vo vnutri uhla. N4jdite geometrické
miesto bodov N takych, ze Sagny + Scpn = Sapm + Scpum-
17. Po kruznici sa pohybuje obliik velkosti CD, je dand tetiva AB také, ze CD < AB. Zistite geomet-
rické miesto priesec¢nikov priamok AC a BD.
18. Cez bod A vo vnutri kruznice vedd vSetky mozné tetivy. Zistite geometrické miesto stredov tychto
tetiv.
19. Néjdite na ramene uhla bod, z ktorého je dané tsetka AB na druhom ramene uhla vidiet pod
najvacsim uhlom.
5.3 Metoda symetrie a vyrovnania
Teoria

V pripadoch, ked byva ndro¢né zostrojit titvar naraz, byva uzitoéné zmenit ho na iny titvar, ktory sa
skonstruuje jednoduchsie.

V tejto casti sa budeme venovat ilohdm, ktoré sa daji riesit pomocou zmeny ttvaru metédou symetrie
a vyrovnania.

Body A a B sa nazyvaju symetrické podla priamky m, ak tsecka AB 1 m a této priamka ju deli na
polovice. Priamka m sa nazyva os sumernosti. Bod B sa nazyva obrazom bodu A a naopak.

m

Utvary, ktorych vSetky body st symetrické vzhladom na nejaki priamku sa nazyvaju symetrické
vzhladom na tito priamku.
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Metéda symetrie spoéiva v tomto: Predpokladdme, ze hladany ttvar je zostrojeny a niektort jeho
cast (body, priamku, kruznicu) zobrazime v symetrii vzhladom na niektort os. Novy ttvar podrobime
rovnakym podmienkam, ako sd tie, ktoré m4 spliial hladany ttvar a novid tlohu riesime uz znidmymi
sposobmi.

V mnohych tlohéach vedie metéda symetrie k vyrovnaniu lomenych ¢iar na priamky. Metoda vyrov-
nania spoc¢iva v nasledujicom: Pokladajme tlohu za vyrieSenu a v ziskanom obrazku niektord lomenu
¢iaru nahradime priamkou. Takto sa povodna tloha zmeni na novi, ktora je jednoduchsia. Potom, ako
zostrojime novy 1tvar, sa zisti, v ktorom bode treba priamku ohniit, aby sme sa vratili k povodnej 1ilohe.

Metéda symetrie sa zvlast ¢asto uplatni v tlohdch, kde je dany stcet alebo rozdiel ¢asti nejakej
lomenej ciary.

UkdzZky riesenych iloh

Uloha 1. Je dana priamka m a dva body A a B z jednej strany od nej. Ndjdite na priamke m bod X
taky, ze sucet vzdialenosti AX a BX je minimalny.

Riesenie. Majme bod A’ symetricky s bodom A podla priamky m. Prieseénik tsecky A’B s priamkou m

oznacime X. Plati
AX+XB=AX+XB=AB

B

Al
Pre kazdy iny bod X’ € m bude platit
AX'+X'B=A'X'"+ X'B> A'B.
Z toho vyplyva, ze hladany bod X je priese¢nik tisecky A’B a priamky m.

Uloha 2. Zostrojte trojuholnik dany obvodom o a dvomi uhlami « a 5.

Riesenie. Nech je trojuholnik ABC s danymi LA = «, /B = 3, oapc = 0 uz zostrojeny. Na priamku
AB nanesieme tusecky AA" = AC a BB’ = BC.

C




124 KAPITOLA 5. KONSTRUKCNE ULOHY

Trojuholniky AA'Ca BB'C st rovnoramenné a uhly pri zdkladni maji § a g Vdaka tomu mé
trojuholnik A'B’'C stranu A'B"' =0 a LA' = §, /B' = g

Ak teda chceme zostrojit AABC, zostrojime najprv AA’B’C vd'aka strane a dvom prilahlym uhlom,
potom zostrojime osi stran A’C' a B'C, ktoré pretni A’ B’ postupne v bodoch A a B.

Zostrojeny trojuholnik ABC bude spiﬁat’ zadané podmienky, ¢ize oopc = oa L/BAC = a, ZABC = j.

Uloha 3. Je dand tsecka AB a priamka, ktord ju pretina. Zostrojte trojuholnik ABC' tak, aby os jeho
uhla lezala na danej priamke.

Riesenie. Zostrojime obraz bodu A v stimernosti podla priamky m. Cez bod B a ziskany bod A’ vedieme
priamku, ktora pretina povodnu priamku m v bode C.

B

Nech je H priesecnik tsecky AA’ s priamkou m. Pravouhlé trojuholniky AACH a AA’CH st navzajom
zhodné a preto ZACM = Z/BCM.

Uloha 4. Vo vnutri uhla je dany bod A. N§jdite taku polohu bodov X a Y na ramendch uhla, aby bol
obvod trojuholnika AXY minimalny.

Riesenie. Nech A’ a A" st obrazy bodu A v osovej stimernosti podla ramien uhla. Dizka lomenej ¢iary
A’XY A” je rovnd obvodu AAXY.

A//
Ked7e md lomen4 ¢iara minimalnu dizku vtedy, ked je to tsecka, tak hladané body budd prieseéniky
usecky A’A” s ramenami uhla.
Uloha 5. Zostrojte trojuholnik, ak poznate «, c a a + b.

Riesenie. K tisetke AD = a+ b narysujeme pod uhlom « tisecku AB = c¢. Aby sme nasli bod C, vezmeme
priese¢nik osi usecky BD s tise¢kou AD.
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B

A a+b ) D

Ked'Ze su tisecky BC a DC navzdjom zhodné, tak zostrojeny trojuholnik AABC vyhovuje vietkym
zadanym podmienkam.

ljlohy

1.

2.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Zostrojte trojuholnik, ked poznate o, a a v,.

St dané dve kruznice a medzi nimi priamka. Narysujte rovnostranny trojuholnik tak, aby dva jeho
vrcholy lezali na kruzniciach a jedna z jeho vySok lezala na zadanej priamke.

. Je dand priamka m a dva body A a B na jednu stranu od nej. Ndjdite na m taky bod X, aby AX

zvierala s m dvakrat vacsi uhol, nez BX.

Vo vnutri uhla si dané body A a B. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik, ktorého zakladna lezi na
jednom ramene uhla, vrchol oproti zakladni na druhom ramene uhla a jeho ramend prechadzaju
cez body A a B.

. Je dand priamka AB a dve kruznice, ktoré lezia na rovnakej strane od priamky. Najdite na priamke

AB bod, dotyé¢nice z ktorého zvierajui s touto priamkou rovnaké uhly.

. Body A a B lezia medzi rovnobeznymi priamkami m a n. Zostrojte body M € m, N € n tak, aby

dizka lomenej ¢iary AM N B bola minimélna.

Do danej kruznice vpiste pravouholnik, ak poznate rozdiel jeho zdkladne a vysky.

. Zostrojte trojuholnik, ak poznate stranu, prilahly uhol a rozdiel ostatnych dvoch stran.

. Zostrojte stvoruholnik ABC'D ak poznate jeho strany a viete, ze uhlopriecka AC deli uhol A na

polovice.
Zistite sucet kolmic spustenych na ramend rovnoramenného trojuholnika z bodu na zdkladni.
Zistite sucet kolmic spustenych na strany rovnostranného trojuholnika z bodu v jeho vnttri.

Na kruznici su dané body A a B. Najdite na nej bod X taky, ze AX + BX = a, kde a je zadand
usecka.

Na kruznici su dané body A a B. N4jdite na nej bod X taky, ze AX — BX = a, kde a je zadand
Usecka.

N3éjdite geometrické miesto bodov, siucet vzdialenosti ktorych k dvom zadanym pretinajicim sa
priamkam je rovny zadanej tsecke.

Na danej priamke najdite taky bod, ze rozdiel jeho vzdialenosti k ramendm daného uhla je rovny
znamej tsecke.
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16. Zostrojte kruznicu, ktoréd sa dotyka dvoch zadanych kruznic tak, ze polomery zostrojené zo stredu
hladanej kruznice k bodom dotyku zvieraji zadany uhol.

17. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik, ak pozndte jeho rameno a a stcet zakladne a vysky na
zékladnu s.

18. Zostrojte trojuholnik, ak poznéte a, t, + b a Z(tp,b).

19. Zostrojte trojuholnik, ak poznate b, c a 5 — 7.

5.4 Metoda rovnobezného posunutia
Teoria

V tejto ¢asti sa budeme venovat tlohdm, ktoré sa daji riesif pomocou posunutia. V takych tilohich
sa cast 1itvaru rovnobeZne posunie tak, aby sa novy ttvar dal zostrojit jednoduchsie, nez hladany.

Ked sa novy utvar zostroji, je potrebné urobit opaéné posunutie, aby sme sa vratili k povodnej tilohe.

Mnohé tlohy na konstrukciu stvoruholnikov je mozné rie§ift pomocou pomocného rovnobeZnika,
ktorého strany st rovnobezné a zhodné s uhloprieckami hladaného stvoruholnika. Majme $tvoruholnik
ABCD. Rovnobezne posunieme uhlopriecku AC' ma tsecky BX a DY. Ziskany rovnobeznik BXY D
bude mat nasledujice vlastnosti:

X

A D

1) Strany a uhol rovnobeznika BXY D sti rovné uhloprietkam a uhlu medzi nimi v hfadanom $tvoruholniku.
2) Vzdialenosti bodu C od vrcholov rovnobeznika BXY D sii rovné stranam hladaného stvoruholnika.

3) Uhly medzi dseckami, ktoré spédjaji bod C s vrcholmi rovnobeznika BXY D si rovné uhlom
hladaného §tvoruholnika.

4) Obsah rovnobeznika je dvojndsobok obsahu stvoruholnika.

5) Uhlopriec¢ky rovnobeznika si dvojndsobkami tseciek, ktoré spédjaju stredy stran AB a CD, BC
a AD, uhol medzi uhloprieckami je rovnaky, ako uhol medzi tymito tiseCkami.

6) Uhly ZXCD a Z/BCY dopfﬂajﬁ uhly medzi protilahlymi stranami AB a CD, BC a AD do 180°.
Tieto vlastnosti dokazeme.

1) Strany rovnobeznika st rovnobezné a zhodné s uhloprieckami stvoruholnika, uhol rovnobeznika je
teda rovny uhlu medzi tymi uhloprieckami.
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2)

Useéky BC a C'D st stranami §tvoruholnika. Useéky CX a CY st rovnobezné a zhodné so stranami
AB a AD, pretoze ABXC a ACY D st rovnobezniky.

Uhly /BCX = ZABC a /DCY = /CDA, pretoze su to striedavé uhly pri rovnobeznych priam-
kach. Uhly ZXCY = ZBAD, pretoze si to uhly s rovnobeznymi ramenami.

Oznacéme uhlopriecky ABCD ako dj a de a uhol medzi nimi ako «. Potom
1 . .
Sapcp = §d1d2 sina, Spxyp = didasina,

z ¢oho Spxyp = 2SaBcD.

Nech usecka M N spéja stredy stran AB a CD.

X

A D

KedZe sa uhlopriecky rovnobeznika navzdjom rozpoluji, tak N je prieseénik uhloprie¢ok rov-
nobeznika ACY D a tisecka M N je stredna priecka AABY .
Z toho plynie, ze MN = BY /2, ¢o bolo treba dokazat.

Nech C” je prieseénik predizen stran AB a CD a B’ je zvoleny na predizeni BC' za bod C'. Rovnost
uhlov ZXCD = ZCC'B’ plynie z toho, Ze st to stihlasné uhly pri rovnobezkdch AB’ a C'X.

B/

A D

Pozndmka. V pripade, ze si strany BC' a AD rovnobezné (teda ABCD je lichobeznik), lomend
¢iara BC'Y bude usecka.
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UkadzZky riesenych iloh

Uloha 1. Zostrojte stvoruholnik, ak poznéte jeho uhly a dve protilahlé strany.

Riesenie. Nech st v §tvoruholniku ABCD dané uhly «, 3, v, C
0 a strany BC' a AD. Posunieme stranu BC' rovnobezne do
AE.
V ANAED su strany AE a AD zndme a uhol /EAD =
a—/BAFE = a—(m—f3). Z toho vyplyva, ze tento trojuholnik 0o
doké&zeme zostrojit.
Bod C je mozné ziskat ako priesecnik polpriamky zostro- B
jenej od priamky AD pod uhlom § a polpriamky zostrojenej
od priamky AE pod uhlom 3. Potom posunieme tsecku AE
znova do BC' a ziskame bod B. A

Uloha 2. Zostrojte usecku, ktora je zhodnd a rovnobeznd s danou tseckou tak, aby jeden jej koniec lezal
na danej priamke a druhy na danej kruznici.

Riesenie. Nech je dand priamka m, isecka AB a kruznica.

Posunieme priamku m o vektor AB a dostaneme priamku m’ || m.

Cez prieseéniky m’ s kruznicou vedieme priamky rovnobezné s AB. Stvoruholnik PQQ'P’ je rov-
nobeznik, pricom PP’ || QQ' || AB a PP’ = QQ' = AB. Z toho plynie, ze PP' a QQ’ st hladané
usecky.

Uloha moze maf jedno rieSenie, dve rieSenia alebo nemusi mat ziadne riesenie.

Uloha 3. Zostrojte lichobeznik, ak poznéte jeho uhlopriecky a zakladne.

Riesenie. Majme lichobeznik ABCD so zdkladiiami AC' a BD. Posunieme uhlopriecku BD o zakladnu
BC'. Dostaneme rovnobeznik BCED.

B C

D
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V trojuholniku AACE st strany AC' a C'E rovné uhloprieckam a zakladna AFE je rovnd suctu zakladni
lichobeznika. Z toho vyplyva, ze AACE je mozné zostrojit z jeho troch strdn. Potom oddelime tisecku
ED (rovni BC) a najdeme vrchol D. Potom doplnime ACDE do rovnobeznika a dostaneme vrchol B.

Uloha 4. Zostrojte trojuholnik, ak pozndte jeho faznice.

Riesenie. Nech sa taznice BM = t,, AN = t, a CK = t. pretinaji v bode O. RovnobeZne posunieme

usecku BO na tsecku A'C.
Ked'Ze sa faznice svojim prieseénikom delia v pomere 2 : 1, tak pre strany rovnobeznika O BA’C' plati
2 2

B

A/

A M C
Okrem toho, ked'Ze sa v rovnobezniku uhlopriecky rozpoluju,
OA' =20N = %ta.
Trojuholnik OBA’ méZzeme preto zostrojit z jeho troch stran. Potom ho doplnime na rovnobeznik
OBA'C a dostaneme bod C. Nakoniec posunieme tsecku OA’ na AO a dostaneme bod A.

Uloha 5. Zostrojte stvoruholnik, ak poznate uhlopriecky, uhol medzi nimi a dve protilahlé strany.

Riesenie. Ked pozndme uhlopriecky a uhol medzi nimi, méZzeme zostrojit pomocny rovnobeznik BXY D.
Vzhladom na vlastnost 2 (ktord bola sformulovand v teoretickej ¢asti) si tsetky BC' a CY rovné pro-
tilahlym strandm stvoruholnika a bod C mozeme najst ako prieseénik kruznic so zodpovedajticimi polo-
mermi. Ked doplnime ACY D do rovnobeznika, dostaneme vrchol A.

X

A D

Uloha 6. Cez dva body dané na kruznici zostrojte dve rovnobezné tetivy s danym rozdielom velkosti.

Riesenie. Nech st A a B body zadané na kruznici a AA’ | BB’ tetivy so zadanym rozdielom velkosti.
Lichobeznik ABB’A’ je rovnoramenny, pretoze je vpisany do kruZznice. Rovnobezne posunieme tsecku
AA’ na tsecku BC. Dostaneme rovnobeznik ABC A’. Takze dostaneme AB = A'C = A’B.
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B

A/

T

Trojuholnik zhodny s trojuholnikom AA’B’C' sa d4 zostrojit z jeho troch strdn. Potom pri tisecke AB
treba zostrojit uhol rovny uhlu ZA’C'B’. Tak dostaneme bod B’. Bod A’ moézeme ziskat ako prieseénik
priamky rovnobeznej s BB’ a kruznice.

Pozndmka. Ak je v podmienkach tlohy zadany sucet (rozdiel) useciek alebo uhlov, povodny utvar je treba
pozmenit tak, aby sa zadand veli¢ina nachddzala v novom utvare.

l7lohy

1.

2.

10.

11.

12.

13.

Zostrojte lichobeznik, ak poznéte jeho strany.
Medzi dvoma danymi kruznicami zostrojte ﬁseékﬂ ktora mé stred v danom bode A.
Zostrojte trojuholnik, ak poznéte t, t., Z(tp, a).

Cez bod A vo vnutri uhla zostrojte priamku tak, aby bol bod A stredom tsecky, ktort na priamke
vytinajd ramend uhla.

Zostrojte lichobeznik, ak poznéate uhlopriecky, uhol medzi nimi a jedno z ramien.
Zostrojte stvoruholnik, ak poznate uhlopriecky, dve protilahlé strany a uhol medzi nimi.

Cez dany bod M zostrojte priamku tak, aby rozdiel jej vzdialenosti od danych bodov A a B bol
rovny zadanej velkosti.

Do daného ostrouhlého trojuholnika vpiste pravouholnik s najmensou uhloprieckou (jedna strana
pravouholnika leZ{ na zdkladni trojuholnika, protilahlé strana pravouholnika mé koncové body na
d’alsich stranéch trojuholnika).

Su dané tri rovnobezné priamky. Zostrojte cez dany bod se¢nicu tak, aby bol rozdiel tseciek medzi
rovnobezkami rovny zadanej veli¢ine.

Zostrojte lichobeznik ABC D, ak poznate rameno C D, uhol medzi uhloprieckami, vzdialenost medzi
rovnobeznymi stranami a velkost 1secky, ktora spaja stredy ramien.

Zostrojte trojuholnik, ak poznate b, c a t,.

Zostrojte stvoruholnik, ak pozndte jeho strany a usecku, ktord spaja stredy dvoch protilahlych
strén.

Zostrojte stvoruholnik, ak poznate jeho strany a uhol medzi dvomi protilahlymi stranami.

3To znamen4, ze jeden koniec tisecky lezf na jednej kruznici a druhy koniec na druhej.
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14. Zostrojte os uhla, ktorého vrchol je nedostupny.

15. St dané dva body A a B a medzi nimi dve rovnobezky m a mn. Zostrojte medzi nimi uréenym
smerom usecku C'D tak, aby bol sicet AC +CD + DB minimélnypz]

16. Na kruznici s dané dva body A a B. Zostrojte uréenym smerom tetivu XY tak, aby bol sicet
tetiv AX a BY rovny zadanej dlzke.

17. Zostrojte pravouholnik s danou stranou tak, aby jeho strany prechadzali cez Styri zadané body.

18. St dané dve kruznice a priamka. Zostrojte se¢nicu rovnobezni s danou priamkou, ktora na kruzniciach
vytne tetivy, ktorych sicet dlzok bude rovny zadanej tisecke s velkostou s.

5.5 Metoda podobnosti
Teoria

Dva mnohouholniky sa nazyvaju podobné, ak si zhodné ich zodpovedajice uhly a zodpovedajice
strany su v rovnakom pomere.

Ak sd dva podobné mnohouholniky umiestnené tak, ze zodpovedajice strany su rovnobezné, tak sa
priamky, ktoré spajaju vrcholy zhodnych uhlov pretinaji v jednom bode. Tento bod sa nazyva stredom
rovnolahlosti alebo stredom podobnosti a mnohouholniky sa nazyvaji rovnolahlé. Pomer vzdialenost{ od
stredu rovnolahlosti k zodpovedajiicim si vrcholom rovnolahlych mnohouholnikov je rovny koeficientu
ich podobnosti.

Stred rovnolahlosti mozZe lezat vo vnttri mnohouholnikov, méze lezat mimo nich, méze byt zhodny
s jednym z vrcholov alebo moze lezat na niektorej strane.

Stredom podobnosti dvoch kruznic sa nazyva prieseénik ich spoloénych vonkajsich dotyc¢nic. Stred
podobnosti lezi na priamke urcenej stredmi kruznic. Pomer vzdialenosti od stredu podobnosti k stredom
kruznic je rovnaky, ako pomer polomerov.

Priesec¢nik vnutornych doty¢nic dvoch kruznic sa nazyva opacniym stredom podobnosti a ma analogické
vlastnosti.

14Pozn. prekl.: Variantu tejto tlohy je mozné stretnif v podobe ,Kde optimalne umiestnit most?“ V tomto specidlnom
pripade je urceny smer kolmy na zadané rovnobezky.
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Lubovolné dve secnice, ktoré prechddzaji cez stred podobnosti kruznic, pretinaji kruZnice tak, ze
trojuholniky AABO a AA’B’O’ budi rovnolahlé (zodpovedajice si polomery a tetivy budi rovnobezné).

Metdoda podobnosti spoéiva v tom, ze najprv zostrojime utvar, ktory este nespfﬁa vSetky podmienky
tulohy, ale je podobny hladanému ttvaru. Potom vyuZijeme zvysné podmienky a zobrazime zostrojeny
utvar na hladany.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. Zostrojte trojuholnik, ak poznate jeho dva uhly a velkost osi tretieho uhla.

Riesenie. Nech si dané uhly a a (3 a tsecka I.. Zostrojme Iubovolny trojuholnik AA’B'C s dvomi

zadanymi uhlami.
A/
A
L/
C B B’

Zostrojime v fom os uhla C'L’ a nanesieme na 1iu tsecku CL = [.. Cez bod L vedieme priamku
rovnobeznu s A’B’. Uhly aj os uhla ziskaného trojuholnika AABC' st také, ako v zadani.
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Uloha 2. Zostrojte trojuholnik, ak si dané «, 8 a a + vg.

Riesenie. Zostrojime trojuholnik AB'C’ s dvomi uhlami «, 8 a vyskou v, = a + v, zostrojenej na stranu
B'C’ = d'. Hladany trojuholnik ABC' je podobny trojuholniku AB'C’ a
Vg Q =+ Vg

Vg a vy

oy
B/ H O/

2

Z toho dostaneme v, = ;7% Zostrojime bod H na priamke AH’ vo vzdialenosti v, od bodu A a cez

bod H zostrojime priamku rovnobezni s priamkou B’C’. Zostrojeny trojuholnik ABC vyhovuje zadanym
podmienkam.

v

Uloha 3. Zostrojte trojuholnik, ak poznate jeho vysky vq, vp & ve.

2 2 2
Riesenie. Vezmeme lubovolnt tsecku p a zostrojime AA’B’C’ so stranami a’ = %, b = %b, d = %C. Teda
hladany trojuholnik a AA’B’C’ si podobné.

AI

oy
B/ H Cf/

Na to, aby sme zostrojili hladany trojuholnik A’BC s vyskami v,, vy a v staéi v trojuholniku A’ B’C’
na priamku A’H’ naniest usecku A’H = v, a cez bod H zostrojit priamku BC rovnobeini s B'C”.
11 1

Uloha m4 rieenie, ak existuje trojuholnik, ktory sa d& zostrojit z tiseciek T o e
a c

Uloha 4. Je dan4 tsecka velkosti v/5. Pomocou kruzidla a pravitka zostrojte tsecku velkosti 2.

Riesenie. Zostrojime pravouhly trojuholnik s odvesnami AB = a a BC' = 2a, kde a je lubovolnd tsecka.
potom prepona AC = a/5.
A
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Na preponu AC nanesieme tsecku C'D rovni v/5 a z bodu D spustime kolmicu DH. Z podobnosti

trojuholnikov DHC a ABC' dostaneme % = %g, ¢ize CH = 2.

B’ (o

Uloha 5. Do kruhového vyseku vpiste Stvorec.

Riesenie. Nech O je stred zadaného kruhového vyseku. Zo-
strojime pomocny §tvorec ABC D, ktorého dva vrcholy (A
a D) lezia na polomeroch vyseku v rovnakej vzdialenosti od
bodu O. Narysujeme priamky OB a OC, tieto pretnu obluk
vyseku v bodoch B’ a C'. Dalej zostrojime B'A’ | B'C'
a C'D' 1 B'C’. Stvoruholniky ABCD a A’B'C'D’ si po-
dobné (jeden sa d4 ziskat z druhého pomocou rovnolahlosti
v strede O), takze A’B'C'D’ bude tiez Stvorec, pricom je to
Stvorec vpisany do daného kruhového vyseku.

Ulohy
1. Zostrojte trojuholnik dany dvoma uhlami a vyskou spustenou z tretieho uhla.

2. Zostrojte kruznicu, ktorad sa dotyka ramien daného uhla a prechddza danym bodom v jeho vnttri.

3. Je dany trojuholnik so stranami AB =5, BC = 6, AC = 7. Zostrojte bod S € BC, bod Q € AC
a bod P € AB tak, aby trojuholnik SQP bol rovnostranny.

4. Do daného trojuholnika vpiste Stvorec.
5. Zostrojte trojuholnik, ak poznate «, 8 a r (polomer vpisanej kruznice).

6. Cez dany bod ved'te priamku, ktora na dvoch danych kruzniciach vytne tetivy, ktoré budui v rov-
nakom pomere, ako ich polomery.

7. Je dany uhol ABC a bod M v jeho vnutri. N4jdite na ramene BC' bod X, ktory m& rovnaki
vzdialenost od AB a od bodu M.

8. Su dané tri body A, B a C, ktoré nelezia na jednej priamke. Zostrojte priamku, ktora pretina
usecku AC v bode X a usecku BC v bode Y tak, ze AX = XY =YB.

9. Si dané dve kruznice a na kazdej je dany bod. Zostrojte dve zhodné kruznice, ktoré sa dotykaju
danych kruznic v danych bodoch a dotykaju sa medzi sebou.

10. Cez dany bod A ved'te se¢nicu dvoch zadanych kruznic tak, aby na kruzniciach vytala

a) zhodné tetivy;

b) tetivy, ktorych dizky st v zadanom pomere.
11. Zostrojte trojuholnik, ked pozndte 3, I, (os uhla) a AD : DC, kde BD je vyska.

12. St dané tri stustredné kruznice. Zostrojte ich seénicu ABC' tak, aby body A, B a C lezali na réznych
kruzniciach a AB = BC.

13. Dvomi danymi bodmi, ktoré lezia mimo zadanej kruznice, ved'te kruznicu, ktord sa zadanej kruznice
dotyka.

14. St dané dve kruznice so stredmi v bodoch O a O'. Cez ich stred podobnosti S vedie doty¢nica
a secnica. Dotyénica sa kruznic dotyka postupne v bodoch C' a C’, se¢nica vytina na kruZniciach

tetivy AB a A’B’. Dokézte, ze CS - C'S = AS - B'S = BS - A’S.

15. Zostrojte kruznicu, ktord prechiadza danym bodom a dotyka sa dvoch danych kruznic.
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5.6 Metoda otocenia a zmieSané tilohy
Teoria

V tejto casti sa budeme venovat tlohdm, ktoré sa rieSia pomocou otocenia titvaru (alebo jeho casti)
vzhladom na nejaky pevny bod roviny (stred otocenia).

Tiez sa objavia ulohy, ktoré nespadaju jednoznacne pod ziadny z typov tloh uvedenych skor a tlohy,
ktorych riesenie vyzaduje kombindciu niekolkych metdd.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. St dané dve kruznice a bod A. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC (AB = BC) s danym
uhlom pri vrchole A tak, aby vrcholy B a C lezali na kruzniciach.

Riesenie. Nech O a O’ st stredy danych kruznic a « je dany uhol. Otoc¢ime kruznicu so stredom O’ okolo
bodu A o uhol a. Ozna¢ime ako B a B’ priese¢niky novej kruznice s kruznicou so stredom O a spravime
opacné otocenie novej kruznice na kruznicu so stredom O’. Body B a B’ sa pri tom zobrazia na body
C a C’'. Tymto sposobom sme dostali dva trojuholniky AABC a AAB'C’, ktoré vyhovuji podmienkam
zadania.

Pozndmka. Ak st body B a B’ totozné, iloha m4 jedno rieSenie. Ak zostrojen4 kruznica nepretne kruznicu

so stredom O, tak riedenie neexistuje[™|

Uloha 2. St dané dve kruznice, trojuholnik a bod A. Zostrojte trojuholnik ABC podobny zadanému tak,
aby vrcholy B a C lezali na kruzniciach.

15Pozn. prekl.: Ledaze by sme este skisili otocit kruznicu so stredom v bode O’ o uhol « na opaénti stranu...
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Riesenie. Nech O a O’ st stredy zadanych kruznic a nech je zadany trojuholnik s uhlom o medzi stranami
b a c. Najprv ku kruznici so stredom O’ zostrojime rovnolahli kruznicu so stredom rovnolahlosti v bode
A a s koeficientom rovnolahlosti k& = ¢/b. Tito kruznicu oto¢ime okolo bodu A o uhol « a tak, ako
v predoslom priklade, ziskame body B a B’. Opa¢nym otoc¢enim dostaneme body D a D’ a inverznou
rovnolahlosfou najdeme hladané C a C'.

Uloha 3. Zostrojte rovnostranny trojuholnik, ktorého vrcholy lezia na troch zadanych rovnobeznych
priamkach.

Riesenie. Nech st a, b a c tri dané rovnobezné priamky.

Zvolme Tubovolny bod B € b a otoé¢me okolo neho priamku ¢ o 60°, ziskame tak priamku ¢’ a bod
A € a. Pri opaénom otoceni sa A zobrazi na C € c. Trojuholnik AABC je rovnostranny, kedze kvoli
konstrukcii BA = BC a ZB = 60°.

Uloha 4. V trojuholniku najdite bod, ktorého sicet vzdialenosti k vrcholom je minimélny.

Riesenie. Majme lubovolny bod P vo vnitri trojuholnika ABC. Otoéime AABP okolo bodu A o 60°
a dostaneme AAB'P’. Pri tom B'P' = BP a PP’ = AP (kedze ANAPP’ je rovnostranny), z ¢oho plynie,
ze

BP + AP +CP =B'P + PP+ PC,
tize sticet vzdialenost! bodu P od vrcholov trojuholnika je rovny dlzke lomenej ¢iary B'P'PC > B'C.
Minimdlna hodnota dlzky lomenej ¢iary je B'C, ak P, P’ € B'C.

B

B Q
B’ B’
P/
[
P p
A C A

Z toho vyplyva, Ze na to, aby sme zostrojili hladany bod P, treba najprv zostrojit bod B’ (otocit
tisecku AB okolo A o 60°). Body P a P’ musia lezat na tsecke B'C' tak, aby bol trojuholnik AAP P’
rovnostranny, takze musia lezat na polpriamkach, ktoré s kolmicou AH zvieraji uhol 30°.

C
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Pozndmka. Ak je niektory z uhlov pévodného trojuholnika vacsi, nez 120°, tak polpriamka, ktord s kolmi-
cou AH zviera uhol 30°, pretne tisecku B’C' v bode, ktory nelezi vo vnttri trojuholnika. V tomto pripade
je bod P zhodny s vrcholom pri tomto uhle.

Uloha 5. Zostrojte trojuholnik, ak poznéte velkost faZnice, osi uhla a vysky z toho istého vrchola.

Riesenie. Majme trojuholnik ABC' s danou vyskou BH, osou uhla BL a taznicou BM. Predizme os
uhla az po priesecnik s opisanou kruznicou v bode B’ (kedze ZABB' = ZCBB’, tak B’ je stred oblika
AC). Teraz cez bod M zostrojime kolmicu k tetive AC. Bod B’ (stred oblika) aj bod O (stred opisanej
kruznice) lezia na tejto osi usecky.

B

B/

TakZe na to, aby sme zostrojili AABC, je treba najprv zostrojit trojuholnik BHM (zo zadanej
prepony BM a odvesny BH), potom na tusetke M H néjst bod L (os uhla vzdy lez{ medzi taznicou
a vyskou) a ndjst bod B’ ako priesecnik kolmice na priamku HM v bode M a priamky BL.

Stred kruznice O je priesecénik priamky M B’ a osi tetivy BB’. Vrcholy A a C' su priesecniky tejto
kruznice s priamkou H M.

ljlohy

1. Su dané tri rovnobezné priamky. Zostrojte Stvorec, ktorého tri vrcholy lezia na tychto priamkach.

2. Je dana priamka a na nej bod a kruznica. Zostrojte kruznicu, ktora sa dotyka danej kruznice
a priamky v zadanom bode

3. Su dané dve kruznice. Zostrojte k nim cez zadany bod dve seénice, ktoré zvieraju zadany uhol
a ktoré vytinajua

a) zhodné tetivy;

b) tetivy, ktorych velkosti si v zadanom pomere.

4. Do daného rovnobeznika ABCD vpiste rovnoramenny trojuholnik APQ (AP = AQ) s danym
uhlom pri vrchole A.

5. Zostrojte tetivovy stvoruholnik, ked poznéte velkosti jeho strdn a, b, ¢ a d.

6. Zostrojte priamku, ktord prechddza danym bodom a vytina na danej kruznici tetivu zadanej
velkosti.
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7. Pomocou kruzidla a pravitka zostrojte }{ruZnicu, ktora prechadza dvomi zadanymi bodmi a na
zadanej kruznici vytina tetivu zadanej dlzky.
8. Ved'te cez priesecnik B dvoch kruznic priamku, ktord na nich vytne zhodné tetivy.
9. Cez bod A vo vniitri uhla ved'te priamku, ktord z uhla vytne trojuholnik s minimalnym obvodom.
10. St dané tri body. Zostrojte kruznice, ktoré sa po dvojiciach dotykaju v tychto bodoch.

11. Zostrojte trojuholnik, ak poznite a, v, a Z(ty,c).

12. Cez vrchol konvexného stvoruholnika zostrojte priamku, ktora deli jeho obsah na polovice.



Kapitola 6

Stereometria

6.1 Uvod

Uvedieme zakladné stereometrické definicie, ktoré sa tykaju vzajomnej polohy priamok a rovin v pries-

tore.

1 Rovnobeznost priamok a rovin v priestore

Dwve priamky v priestore sa nazyvaju rovnobezné, ak lezia v jednej rovine a nepretinaju sa.
Priamka a rovina sa nazyvaju rovnobezné, ak sa nepretinaju.
Dve roviny sa nazyvaju rovnobezné, ak sa nepretinaju.

2 Mimobezné priamky
Priamky, ktoré nelezia v jednej rovine a nepretinaju sa, sa nazyvaju mimobezZné.
Uhol medzi mimobeznymi priamkami je definovany ako uhol medzi priamkami s nimi rovnobeznymi,

ktoré prechadzaju jednym bodom.

Os mimobezngch priamok sa nazyva usecka, ktorej konce lezia na tychto priamkach a ktora je na ne
kolma (takato tsecka existuje a existuje prave jedna).

Vzdialenost medzi dvomi mimobeinymi priamkami je velkost ich osi. (Je rovna vzdialenosti medzi
rovnobeznymi rovinami, ktoré tieto priamky obsahuju.)

3 Dihedralny uhol

Dihedrdlny uhol sa nazyva ttvar ohrani¢eny dvomi polrovinami (stenami) so spolo¢nou hrani¢nou

priamkou (hranou dihedrdlneho uhla).
Dihedréalny uhol sa meria jeho linedrnym uhlom, teda uhlom medzi kolmicami na hranu, zostrojenymi

v oboch polrovinach z jedného bodu.

139
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5

V>

4 Polyhedralny uhol

Trihedrdlny uhol (abc) sa nazyva tdtvar, ktory pozostava z troch rovinnych uhlov (ab), (bc) a (ac),
ktoré nelezia v jednej rovine. Tieto uhly sa nazyvaju stenami dihedrdlneho uhla a ich ramend hranami.
Spoloény vrchol rovinnych uhlov sa nazyva vrcholom trihedrdlneho uhla. Dihedrélne uhly tvorené stenami
trihedralneho uhla sa nazyvaju dihedrdlnymi uhlami trihedrdlneho uhla.

Analogicky sa definuje pojem n-hedrdlneho uhla (ajas...a,) ako dtvaru, ktory pozostdva z n ro-

vinnych uhlov (ajaz), (agas), ... (anay).

Polyhedralny uhol sa nazyva konvexrny, ak lezi na jednu stranu od kazdej z jeho hraniénych rovin.
Pozndmka 1. Kazdy rovinny uhol trihedrélneho uhla je mensi, ako stic¢et dvoch zvysnych rovinnych uhlov.

Pozndmka 2. Ked konvexny n-hedralny uhol pretne rovina, ktord neprechddza jeho vrcholom, vznikne
konvexny n-uholnik [1Y]

Poznamka 3. V konvexnom polyhedralnom uhle je sicet jeho rovinnych uhlov mensi alebo rovny nez
360°.

5 Kolmost priamok a rovin v priestore

Priamka je kolmd na rovinu, ak je kolméa na kazdu priamku z tejto roviny.
Dve roviny st na seba kolmé, ak je zodpovedajici dihedralny uhol pravy.

6 Naklonena priamka

Naklonend priamka k danej rovine sa nazyva priamka, ktord rovinu pretina, ale nie je na nu kolm4.
Priese¢nik naklonenej priamky a roviny sa nazyva stopnik naklonenej priamky.

16Pozn. prekl.: Tvrdenie v uvedenej podobe pravdepodobne neplati. Chcelo by to pridat este nejakd podmienku, ktord by
zarucila, ze ten rez rovinou bude ohraniceny.
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Priemetom bodu do roviny sa nazyva péta kolmice spustenej z daného bodu na dantd rovinu.

a

S|

Priemetom naklonenej priamky do roviny sa nazyva priamka, ktora pozostava z priemetov vSetkych
bodov naklonenej priamky do danej roviny.

Uhlom medzi naklonenou priamkou a rovinou sa nazyva uhol medzi naklonenou priamkou a jej prie-
metom.

7 Vety o rovnobeznosti priamok a rovin

Zve priamky, ktoré si rovnobezné s trefou priamkou, st aj rovnobezné navzajom (tranzitivnost
rovnobeznosti priamok).

Ak je priamka, ktord nelez{ v rovine, rovnobeind s Iubovolnou priamkou z tejto roviny, tak je
rovnobeznd s celou rovinou (kritérium rovnobeznosti priamky a roviny).

Ak su rve roznobezky z jednej roviny rovnobezné s dvomi roéznobezkami z druhej roviny, tak su
tieto roviny rovnobezné (kritérium rovnobeZnosti rovin).

Ak st dve rovnobezné roviny pretaté tretou, tak st rovnobezné aj priese¢nice (veta o rovnobeZngch
rovindch).

Ak rovina obsahuje priamku rovnobezni s druhou rovinou a roviny sa pretinaju, tak je ich priese¢nica
rovnobezna s prvou priamkou.

8 Vety o kolmosti priamok a rovin

Ak je priamka kolmd na dve roznobezky z roviny, tak je kolmé na ti rovinu (kritérium kolmosti
priamky a roviny).

Ak rovina prechadza priamkou, ktord je kolma na druhi rovinu, tak s tieto roviny kolmé (kritérium
kolmosti rovin).

Priamka leziaca v rovine je kolmé na priemet naklonenej priamky do tejto roviny vtedy a len vtedy,
ked je kolmé na naklonent priamku (veta o troch kolmiciach).

Dve rozne kolmice na td istd rovinu su rovnobezné.

Dve roviny kolmé na t1 isti priamku st rovnobezné.
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e Kolmica na jednu z dvoch navzajom kolmych rovin, ktord pretina priese¢nicu tychto rovin, celd lezi
v druhej rovine.

Poznamka. Poslednd veta mé dolezity dosledok: Ak je kazdéa z dvoch nerovnobeznych rovin kolmé na
tretiu rovinu, tak aj priesecnica tychto dvoch rovin bude kolm4 na tretiu rovinu.

6.2 Mnohosteny
Teoria

Mnohosten sa nazyva teleso ohrani¢ené v priestore koneénym poctom rovin.

Mnohosten sa nazyva konvemnﬂ ak lezi na jednu stranu od kazdej z jeho hrani¢nych rovin.

Spolo¢né ¢ast mnohostena a jeho hrani¢nej roviny sa nazyva stena mnohostenaEl7 strany stien sa
nazyvaju hranami mnohostena a vrcholy vrcholmi mnohostena.

1 Zakladné definicie tykajiice sa hranolov

n-boky hranol sa nazyva mnohosten, ktorého dve steny si zhodné n-uholniky leziace v rovnobeznych
rovindch (zdkladne hranola) a ostatné steny st rovnobezniky (bocné steny).

Hranol sa nazyva kolmy, ak si jeho boéné hrany kolmé na zakladne, v opa¢nom pripade sa hranol
nazgyva Sikmy.

4

Kolmy hranol sa nazyva pravidelny, ak st jeho zdkladne pravidelné mnohouholniky.

Hranol, ktorého zdkladna je rovnobeznik, sa nazyva rovnobeznosten.

Kolmy rovnobeznosten, ktorého zdkladia je pravouholnik, sa nazyva kvdder.

Kvader s rovnakymi hranami sa nazyva kocka.

Vyska hranola je kolmica spustend z Iubovolného bodu roviny jednej zékladne na rovinu druhej
zakladne.

2 Zakladné tvrdenia tykajice sa hranolov

Objem lubovolného hranola: V =S - h, kde S je obsah zdkladne a v je vyska hranola.
Objem kvddra: V = abc, kde a, b a ¢ st dizky troch hran vychédzajticich z jedného bodu.
Objem kocky: V = a®, kde a je hrana kocky.

Vlastnosti rovnobeznostena:

17V d'alsom texte sa budeme zaoberat iba konvexnymi mnohostenmi.
18Vgetky steny konvexného mnohostenu st konvexné mnohouholniky.
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e protilahlé steny st po dvojiciach zhodné a rovnobezné;

e vietky Styri telesové uhlopriecky sa pretinaji v jednom bode (strede stimernosti rovnobeznostena)
a tento bod ich deli na polovice.

Na rozdiel od kolmého hranola, hrany Sikmého hranola nie st kolmé na zakladne a preto byva casto
uzitocné urobit rez hranola rovinou kolmou na hrany. V takom pripade platia nasledujice vzfahy:

Objem sikmého hranola: V =S, -1, kde S, je obsah kolmého rezu a [ bo¢nd hrana hranola.

Obsah pldsta (¢ize boénijch stien) hranola: Spi = o, - 1, kde o, je obvod kolmého rezu.

Pozndmka. Uvedené vztahy platia aj pre kolmé hranoly, pricom ako kolmy rez mozeme pouzit zakladriiu
hranola.

3 Zakladné definicie tykajice sa ihlanov

n-boky ihlan sa nazyva mnohosten, ktorého jedna stena je n-uholnik (zdkladria ihlanu) a ostatné si
trojuholniky (bocné steny), ktoré maju jediny spoloény vrchol (vrchol ihlanu).

Vyska ihlanu sa nazyva kolmica vedend z vrcholu ihlanu na rovinu zékladne ihlanu.

Ihlan sa nazyva pravidelny, ak je jeho zakladna pravidelny mnohouholnik a péta vysky je totozna so
stredom tohto mnohouholnika.

Vyska bo¢nej hrany pravidelného ihlanu vedena z jeho vrchola sa nazyva apotéma.

Zrezany thlan sa nazyva mnohosten, ktory vznikne rezom ihlanu rovinou rovnobeznou so zakladiou
a lezi medzi rezovou rovinou a rovinou zakladne.

Zrezany ihlan sa nazyva pravidelny, ak je ¢astou pravidelného ihlanu.

Vijska zrezaného ihlanu sa nazyva kolmica vedens z ITubovolného bodu roviny jednej zdkladne na
rovinu druhej zakladne.

Apotéma pravidelného zrezaného ihlana je vyska bo¢nej steny (lichobeznika).
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4 Zékladné tvrdenia tykajiuce sa ihlanov

Objem lubovolného ihlanu: V = %S -v, kde S je obsah zdkladne a v je vyska ihlanu.

Objem lubovolného zrezaného ihlanu: V = %U(Sl + /5152 + S2), kde S7 a Sy su obsahy zdkladni a v je
vyska zrezaného ihlanu.

Obsah pldsta (¢ize boéngch stien) pravidelného ihlanu: Sy = %0 - h, kde o je obvod podstavy a h je
apotéma (vyska steny).

Obsah bocnyjch stien pravidelného zrezaného ihlanu: Sy = %(01 + 02) - h, kde 01 a 0y st obvody podstav
a h je apotéma.

5 Zakladné informacie o Stvorstenoch

Stvorsten sa nazyva trojboky ihlan.

Stvorsten sa nazyva pravidelny, ak st vietky jeho hrany zhodné.

Stvorsten sa nazyva pravouhly, ak st vsetky tri jeho rovinné uhly pri niektorom vrchole pravé.

Dve hrany, ktoré maja ako jeden koncovy bod spolo¢ny vrchol sa nazyvaju susedné. Dve nesusedné
hrany sa nazyvaju protilahlé (alebo mimobeziné).

Taznica Stvorstenu sa nazyva usecka, ktord spéja vrchol Stvorstenu s tfaziskom protilahlej steny.
Taznice stvorstenu sa pretinaji v jednom bode, ktory sa nazyva faZisko a s tymto bodom rozdelené
v pomere 3 : 1 v poradi od vrchola.

Strednd priecka Stvorstena sa nazyva usecka, ktord spaja stredy protilahlych hran. Stredné priecky
sa pretinaji v jednom bode (v taZisku §tvorstenu) a st tymto bodom rozdelené na polovice.

D

o Q

Vyska $tvorstenu sa nazyva kolmica spustend z vrchola na protilahli stenu. Ak sa vysky (alebo ich
predlzenia) pretinaju v jednom bode, §tvorsten sa nazyva ortocentricky.
Uvedieme aj uzitoéné informacie o polohe péty vysky Stvorstena.
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e Pita vysky stvorstena je stredom kruznice opisanej zédkladni vtedy a len vtedy, ak sa dfzky vsetkych
boénych hran rovnaji (alebo vsetky boéné hrany zvieraju so zékladiou rovnaky uhol).

e Pita vysky stvorstena je stredom kruznice vpisanej do zdkladne vtedy a len vtedy, ak vSetky bocné
steny zvieraju so zakladnou rovnaky uhol.

Pozndmka. Uvedené tvrdenia platia pre Iubovolné ihlany.
UkdzZky riesenych iloh

Uloha 1. Vyska kolmého hranola je 1m, jeho zakladiiou je kosoStvorec so stranou 2m a ostrym uhlom
30°. Stranu zakladne obsahuje rovina, ktord hranol pretina a ktord zviera so zédkladnou uhol 60°. Zistite
obsah rezu.

Riesenie. Majme kolmy hranol ABCDA'B'C'D’, ktorého zékladna je kosostvorec ABCD s uhlom
/ZBAD = 30° a strana rovnd 2m. Vyska kosostvorca BH = AB -sin30° = 1. Na priamke BB’ vy-
znaéime tsecku BP = /3, potom bude v pravouhlom trojuholniku ABH P uhol Z/BHP = 60°.

Vsimnime si, Ze tsecka BH je priemetom naklonenej priamky HP a BH 1 AD, takze podla vety
o troch kolmiciach HP | AD. To znamen4, Ze rovina, ktord prechadza priamkami AD a HP zviera
s rovinou zakladne uhol 60°. Zostrojime rez hranola touto rovinou.

P

D

A

KedZe rezové rovina musi pretinat dve rovnobeizné roviny v dvoch rovnobeznych priamkach, tak
hladand rovina pretne hornu zdkladnu hranola v tusecke ML || AD || A’D'.

7Z rovnobeznosti protilahlych stran stvoruholnika A’ D’ LM vyplyva, Ze sa jednd o rovnobeznik a ML =
A'D' = 2. A z rovnobeznosti a rovnosti tsec¢iek ML a AD vyplyva, Ze hladany rez ADLM bude rov-
nobeznik tiez.

Na to, aby sme zistili jeho obsah, potrebujeme vypocitat velkost vysky KH, kde K je prieseénik
useciek ML a HP. Spustime z bodu K kolmicu na tsecku BH a vSimnime si bod K’, ktory je pétou
tejto kolmice. Z pravouhlého trojuholnika K’'K H dostaneme

K'K 1 V3

KI = sin 60 <~ ﬁZT <~ KH =

Sl

Na zdver hladany obsah je rovny

SADLM:AD-KH:2‘23:

<
Bl
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Odpoved. —.

S

U_lohy

1. V kvadri mé telesové uhlopriecka velkost d a s boénymi stenami zviera uhly 3 a . Vypoécitajte
jeho objem.

2. Objem pravidelného trojbokého hranola je rovny V. Uhol medzi uhloprieckami dvoch boénych stien
je rovny «. Zistite stranu zakladne hranola.

3. Je dany kvdder ABCDA'B'C'D’, v ktorom AD = 6, AB = 3 a AA’ = 2. Zistite uhol medzi
priamkou AC’ a priamkou, ktord prechddza stredmi hrén AA’ a B'C’.

4. Je dand kocka ABCDA'B'C'D’ a v nej telesova uhlopriecka z bodu B’. Zistite pomer obsahu rezu
tejto kocky rovinou kolmou na zvolent uhlopriecku a prechadzajicou cez jej stred a povrchu kocky.

5. Zakladnou ihlanu je trojuholnik so stranami 7, 8 a 9. Bo¢tné hrany zvieraju so zékladinou uhol 60°.
Zistite vysku ihlanu.

6. Je dany pravidelny stvorboky ihlan SABC'D s vrcholom S. Bodmi A, B a stredom tsecky SC' vedie
rovina. V akom pomere deli tato rovina objem ihlanu?

7. V pravidelnom trojbokom ihlane SABC s vrcholom S je zostrojené vyska SD. Na usecke SD je
zvoleny bod K tak, ze SK : KD =1 : 2. Vieme, ze dihedralne uhly medzi zdkladiou a bo¢nymi
stenami su rovné & a vzdialenost bodu K od boénej hrany je %. Zistite objem ihlanu.

8. Zakladnou ihlanu SABC je rovnostranny trojuholnik ABC, ktory mé velkost strany rovnid 4v/2.
Bocéné hrana SC' je kolmé na rovinu zdkladne a mé velkost 2. Zistite velkost uhla a vzdialenost
medzi mimobezkami, z ktorych jedna prechadza cez bod S a stred hrany BC a druhd prechadza
cez bod C a stred hrany AB.

6.3 Rotacné telesa
Teoria

V tejto asti st zahrnuté tlohy na vypocet prvkov valca, kuZela, gule a ilohy, ktoré sa tykaji vpisanych
a opisanych valcov, kuzelov a gil. Uved me zékladné definicie a vety.

1 Zakladné definicie tykajice sa valca

Valec (presnejsie kolmy rotacény valec) je teleso, ktoré do-
staneme rotaciou pravouholnika okolo jednej z jeho stran. A

Povrch valca sa sklada zo zdkladni valca — dvoch zhodnych \</_7_/
kruhov leziacich v rovnobeznych rovinich a pldsta.

Usecka s jednym koncom na kruznici jednej zo zdkladni
a s druhym koncom na kruznici druhej zo zakladni, kolmé na
roviny zakladni, sa nazyva strana valca.

Vijska valca je vzdialenost medzi rovinami zdkladni.

Os valca je priamka prechddzajica stredmi zédkladni. Rez <_//
valca rovinou, ktora prechadza cez os, sa nazyva osovy rez. ;

Rovina prechddzajica hranou valca a kolma na osovy rez,
ktory prechadza touto hranou sa nazyva dotykovd rovina valca.
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Valec sa nazyva vpisany do hranola, ak st jeho zakladne vpisané do zédkladni hranola a bo¢né steny
hranola sa dotykaju plasta valca. V tomto pripade sa hranol nazyva opisany okolo valca (obrazok vliavo).

Valec sa nazyva opisany okolo hranola, ak su jeho zdkladne opisané okolo zakladni hranola a bocné
hrany hranola st jeho stranami. V tomto pripade sa hranol nazyva vpisany do valca (obrazok vpravo).

7 T

e — — — = ===

|
)

\
.
iy
\
W\
\
\,

2 Zakladné tvrdenia tykajtce sa valca

Obsah pldsta valca: Sy = 27rh.

Objem valca: V = 7r?h.

Kde r je polomer zakladne valca a h je vyska valca.

Pripomenime tiez, ze
e rez valca rovinou rovnobeznou s osou valca je pravouholnik;

e rovina kolm4 na os valca pretina jeho plast v kruznici zhodnej s kruznicou podstavy.

3 Zakladné definicie tykajiice sa kuzela

Kuzel (presnejsie kolmy rotacny kuzel) je teleso, ktoré dostaneme rotaciou pravouhlého trojuholnika
okolo jednej z jeho odvesien.

Povrch kuzela sa skladd zo zdkladne kuzela (kruhu) a pldsta (kruhového vyseku).

Useéka, ktorej jeden koniec je vrchol kuzela a druhy koniec lezi na kruznici zdkladne sa nazyva rameno
kuzela.

Vijska kuZela sa nazyva kolmica spustend z vrcholu kuzela
na rovinu zékladne. Piita vysky kolmého rotaéného kuzela je
totoznd so stredom zakladne.

Os kuZela sa nazyva priamka, ktora prechddza cez vrchol
kuzZela a stred zékladne. Rez kuZela rovinou, ktord prechadza
cez 08, sa nazgyva 0sovy rez.

Rovina prechidzajica hranou kuZela a kolmd na osovy
rez, ktory prechadza touto hranou sa nazyva dotykovd rovina
kuzela.

Kuzel sa nazyva vpisany do ihlanu, ak je jeho zakladna
vpisand do zdkladne ihlanu a boéné steny ihlanu sa dotykaju jeho plasta. V tomto pripade sa ihlan nazyva
opisany okolo ihlanu (obrazok vlavo).
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Kuzel sa nazyva opisany okolo ihlanu, ak je jeho zakladia opisand okolo zdkladne ihlanu a boéné
hrany ihlanu st jeho stranami. V tomto pripade sa ihlan nazyva vpisany do kuZela (obrézok vpravo).
Rovina kolm4 na os kuZela od neho odtina mens{ kuzel. Zvysnd cast sa nazyva zrezany kuzel.

4 Zakladné tvrdenia tykajice sa kuzela

Obsah pldsta: Sy = 7rs.
Objem kuZela: V = %777“21).
kde 7 je polomer zékladne, [ je velkost hrany a v je vyska kuzela.
Pripomenime tiez, ze
e rez kuZela rovinou, ktora obsahuje os kuzela, je rovnoramenny trojuholnik;

e rovina kolm4 na os kuzela pretina jeho plast v kruznici.

5 Zakladné definicie tykajice sa gule

Gula sa nazyva teleso pozostavajice zo vsetkych bodov
priestoru, ktoré sa nachddzaji od daného bodu (stred gule) vo
vzdialenosti mensej alebo rovnej, nez zadana (polomer gule).

Pozndmka. Gula je rovnako, ako valec a kuzel rota¢né teleso.
Dostaneme ho pri rotacii polkruhu okolo jeho priemeru.

Hranica gule sa nazyva gulovd plocha alebo sféra.

Rovina, ktora prechadza cez bod leziaci na sfére a je kolma
na polomer vedeny z tohto bodu, sa nazyva dotykovd rovina.

Priamka, ktord prechadza cez bod sféry kolmo na polo-
mer vedeny z tohto bodu, sa nazyva dotykovd priamka alebo
jednoducho dotycnica.

Mnohosten sa nazyva wvpisany do gule, ak jeho vrcholy
lezia na povrchu gule. V tom pripade sa gula nazyva opisand
okolo mnohostenu.

Mnohosten sa nazyva opisang okolo gule, ak sa vSetky jeho steny dotykaja gule. V tom pripade sa
gula nazyva vpisand do mnohostena.

6 Zakladné tvrdenia tykajice sa gule

Dotykova rovina mé s gulou iba jeden spoloény bod — bod dotyku. Cez Iubovolny bod sféry prechadza
nekoneéne mnoho dotycnic, pricom vsetky lezia v dotykovej rovine gule.

Lubovolnd diametralna rovina (rovina obsahujiica priemer) je rovinou stimernosti gule. Stred gule je
jej stredom stimernosti.

Obsah povrchu gule: S = 4mr?, kde r je polomer gule.

Objem gule: V = %7[‘7“3.
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Stredom gule vpisanej do mnohostenu je prieseénik rovin, ktoré delia jeho dihedralne uhly na polovice.

Ak je mnohosten vpisany do gule, tak je mozné kazdej jeho stene opisat kruznicu. Stred opisanej gule
je priesec¢nik kolmic na steny prechadzajicich stredmi tychto kruznic.

Kazdému stvorstenu sa d4 opisat a vpisat gula, pricom

V= éSr

kde V je objem stvorstena, S je jeho povrch a r je polomer vpisanej gule.

Kazdému pravidelnému ihlanu je mozné opisat gulu, pri¢om stred opisanej gule bude lezat na vyske
ihlanu.

Kazdému pravidelnému ihlanu je mozné vpisat gulu, pricom stred opisanej gule bude lezat na vyske
ihlanu a dotykové body s boénymi stenami na zodpovedajicich apotémach.

Kazdému pravidelnému hranolu je mozné opisat gulu, pricom stred opisanej gule bude stredom vysky,
ktora prechadza stredmi zdkladni hranola.

Rezom gule rovinou je kruh. Jeho stred je pétou kolmice spustenej zo stredu gule na rezovi rovinu.

Dve sféry sa pretinaju v kruznici.

7 Casti gule

Gulovy odsek sa nazyva ¢ast gule oddelend od nej rovinou.

Gulovd vrstva sa nazyva ¢ast gule leziaca medzi dvomi rovnobeZnymi rovinami, ktoré gulu pretinaji.

Gulovy vijsek sa nazyva teleso, ktoré je ohranic¢ené sférickym povrchom gulového odseku a plastom
kuzela, ktory mé rovnaku zakladiu ako gulovy odsek a vrchol v strede gule.

Pozndmka. Gulovy vysek sa ziska z gulového odseku a kuZela nasledujicim sposobom. Ak je gulovy odsek
mensi, nez pologula, tak sa k nemu pridé kuzel so stredom v strede gule a so zdkladiiou na zdkladni odseku.
Ak je odsek vicsi, nez pologula, tak sa kuZel z neho odoberie.

Zakladné vztahy pre gulovy odsek:
e obsah boc¢nej plochy: S = 27rh;
e objem: V = 7h? (r — %),

kde r je polomer gule a h je vyska odseku.
itpartitleZdkladné vztahy pre gulovi vrstvu:

e obsah boc¢nej plochy: S = 27rh;
e objem: V = %.h (3r + 3r3 + h?),

kde r je polomer gule, r; a ro polomery podstav a h je vyska vrstvy.
itpartitleZdkladné vztahy pre gulovy vysek:
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e obsah boc¢nej plochy: S = 27rh;
e objem: V = %WT'Zh,

kde r je polomer gule a h je vyska odseku.

Ukadzky riesenych uloh

Uloha 1. Je dany kuZel s vrcholom M a s polomerom podstavy 6. Na kruZnici jeho zdkladne si zvolené
body A, B, C tak, ze uhly BM A, AMC a CM B su vSetky rovné 90°. Bod F je zvoleny na obliku BC
kruznice zdkladne kuzela, ktory neobsahuje bod A tak, Ze objem ihlanu M ABFC je maximéalny. Zistite

vzdialenost bodu F od roviny M AB.
Riesenie. Majme kuzel s polomerom zdkladne r = 6, vyskou h a ramenom [. Thlan ABCM je do tohto

kuZzela vpisany a preto st vietky jeho bo¢né hrany rovné .

Ako hovoria podmienky ulohy, vSetky uhly pri vrchole M st rovné 90°, takze boc¢né steny si zhodné
rovnoramenné pravouhlé trojuholniky. Z toho plynie, ze hrany zo zdkladne ihlanu ABC'M st navzdjom

zhodné a trojuholnik ABC' je rovnostranny.
Zistime polohu bodu F na kruznici zékladne kuzel'a z podmienky maximalnosti objemu ihlanu M ABFC":

h h 1 h
VyviaBrc = g’SABFC: §~§'BC-AF'SinZ(BC’,AF) < E'BC-QT.
C
F A
B

Maximum sa dosahuje v pripade, ked je AF priemer a uhol medzi uhloprieckami $tvoruholnika ABFC
je pravy.

Na to, aby sme nasli hladani vzdialenost bodu F od roviny M AB, vypoc¢itame objem Stvorstenu
ABFM dvomi spésobmi. Jednak plati

h Vi2—r2 BF-AB
Vaprm = r SAABF = 3 : 5
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kde tisecky BF = r, AB = v/3r (kedZe st to odvesny pravouhlého trojuholnfka ABF s ostrym uhlom
/AFB = 60° a preponou AF = 2r) a rameno kuzela [ = A—\/’g = r\/g. Z toho vyplyva

-1 . V3r r3
V = . = = 18v6.
ABFM 3 2 N V6

Na druhu stranu

o
Vaprm = 3 SAMAB,

3r2 _

kde Sapa = g = - =2Taxzje hladand vzdialenost bodu F od roviny M AB, z éoho dostaneme

VABFM:§-27:18\/6 — 7 =2V6.

Odpoved’. 21/6.

U’lohy

1.

Rovinny rez SAB, ktory prechadza cez vrchol S kolmého rotaéného kuzela mé obsah 60 cm?. Body
A a B, ktoré lezia na kruznici zdkladne kuZela, ju delia v pomere 1 : 5. Zistite objem kuzela, ak

. . 2
uhol ZSAB je rovny arccos (E)

. Zakladna ihlanu je rovnostranny trojuholnik so stranou 6. Jedna z bo¢nych hran je kolmda na

zédkladiiu a m4 velkost 4. Zistite polomer gule opisanej okolo ihlanu.

. Uhol v osovom reze rotacného kuzela je rovny a. Cez jeho vrchol pod uhlom f k osi uhla (8 < $)

prechddza rovina. Zistite uhol  medzi dvomi ramenami kuzela, v ktorych této rovina pretina jeho
povrch.

Hrana kocky je rovna a. Zistite objem kolmého rota¢ného valca vpisaného do kocky tak, Ze jeho os
je uhlopriecka [ kocky a kruznice podstav sa dotykaju tych uhlopriecok stien kocky, ktoré nemaju
spolo¢ny bod s uhloprieckou [ kocky.

. Je dany pravidelny trojboky ihlan so stranou podstavy rovnou 2+/7. Stred zékladne ihlanu je

vrcholom kuZela, ktorého kruznica zdkladne je vpisand do boé¢nej steny ihlanu. Zistite polomer
zdkladne kuzela.

. V trojbokom ihlane si velkosti dvoch nepretinajicich sa hran rovné 12 a 4 a ostatné hrany maju

velkost 7. Do ihlanu je vpisans gula. Zistite vzdialenost od stredu gule k hrane velkosti 12.

Tri rovnobezné priamky sa v bodoch A, B a C dotykajui sféry s polomerom 4 a stredom v bode O.
Zistite uhol BAC, ak vieme, ze obsah trojuholnika OBC je rovny 4 a obsah trojuholnika ABC je
vicsia, nez 16.

6.4 Kombinacia telies

ljlohy

1.

Do gule s polomerom r je vpisany kolmy rotacny valec. Zistite najvicsiu moznu plochu plasta valca
a pomer jeho vysky k polomeru gule v tomto pripade.

. Do kolmého rotaéného kuzela je vpisand gula. Pomer objemu kuZela a gule je rovny dvom. Zistite

pomer medzi povrchom kuzela a gule.



152

KAPITOLA 6. STEREOMETRIA

Do pravidelného trojbokého ihlanu si vloZené tri gule tak, Ze prva gula sa dotyka vsetkych boénych
stien ihlanu a druhej gule, druhd gul'a sa dotyka vetkych boénych stien ihlanu a tretej gule a tretia
gula sa dotyka vSetkych boénych stien a podstavy ihlanu a druhej gule. Ak éast objemu ihlanu
zaberajua tri gule, ak jeho bo¢né hrany zvieraju s podstavou uhol «?

Sféra s polomerom 2 sa dotyka roviny v bode A. V tej istej rovine lezi zékladia kuZela. Priamka,
ktord prechddza stredom zdkladne kuzela (bod C) a bodom sféry, ktory lezi na priemere oproti
bodu A, prechddza cez bod M. Bod M je dotykovym bodom gule a kuzela (ich jedinym spoloénym
bodom). Zistite vysku kuzela, ak AC = 1.

Zakladnou pravidelného ihlanu je rovnostranny trojuholnik so stranou a a vyska na tuto zakladnu
je rovna h, pricom vSetkych Sest hrdn ihlanu sa dotyka nejakej gule. Zistite polomer tejto gule.

Vo vnitri pravidelného stvorstenu ABCD sa nachddza kuzel, vrchol ktorého je stred hrany CD.
Zakladna kuzela je vpisand do rezu Stvorstena rovinou, ktord prechédza cez stred hrany BC a je
rovnobezna s priamkami CD a AB. Obsah plasta kuzela je 971/3. Zistite velkost hrany stvorstenu.

V trojbokom ihlane ABC' D hrana DC = 9, hrana DB = AD a hrana AC' je kolma na stenu ABD.
Sféra s polomerom 2 sa dotyka steny ABC, hrany DC' a tieZ steny ABD v jej fazisku. Zistite objem
ihlanu.

Usecka PN je priemer sféry. Body M a L lezia na sfére tak, ze objem ihlanu PN M L je maximalny.
Zistite sinus uhla medzi priamkou NT a rovinou PM N, ak je T' stred hrany M L.
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