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1 Specifikacia

Program umozni vypisat hodnotu funkcii e* a sin(x) pre zadané z. NavySe si uzivatel bude
moct zvolit &iselnu sustavu, v ktorej sa vysledok vypiSe a taktiez aj pocet desatinnych miest.

Do programu sa budu dat ahko doplnit dalgie funkcie.



2 Analyza

2.1 Vstup

Uéelom programu je vypisovat isty vyraz s Tubovolnou presnostou. Preto je nutné, aby uzi-
vatelov vstup bol presny. Z toho dovodu na vstupe od uzivatela parameter dosadzovany do
zvolenej funkcie je bud ¢&islo v desiatkovej ststave s koneénym desatinnym rozvojom alebo
zlomok.

Vnitorne sa vstup prevedie na zlomok a Euklidovym algoritmom upravi na zakladny tvar
tak, aby bol menovatel nezaporny.

2.2 Reprezentacia funkcii

Pocita¢ dokaze s ¢islami robit len par operacii, ako napr. s¢itanie alebo nasobenie. Ako pomo-
cou nich moéZeme reprezentovat funkcie?

Dobrt odpoved nam dava matematickd analyza s teériou Taylorovho polynomu. T4 tvrdi,
Ze isté funkcie sa daju zapisat v tvare
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Pre nés to prakticky znamena, Ze funkciu dokézeme rozvinut v rad, pri¢om zvysSok bude , maly*
(vid dalej). Rad je uz sucet kone¢ne mnoho zlomkov, s ktorym sa da pracovat.

2.3 Vycislenie Taylorovho radu

Problém sme si teda previedli do nasledujtiiceho tvaru.
Uzivatel nam zada hodotu z = p/q, ¢iselny zaklad b a pozadovany pocet desatinnych miest
d. Nasou tlohou je potom vy¢islit na vystup vyraz
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kde k; st koeficienty Taylorovho rozvoja.

Program samozrejme na zaklade poc¢tu desatinnych miest d musi urcit, aky dlhy rozvoj
musime zobrat. Tidto podilohu preberieme v kapitole Funkcie. Pre tuto kapitolu vsak pred-
pokladajme, e potrebna dlzku rozvoja pozname.

V nasledujicich podkapitolach sa pomocou riesenia jednoduchsich problémov dopracujeme
k tomu, ako mocninny rozvoj vy¢islit.

2.3.1 Vyd¢islenie zlomku

Moznost vypocitat zlomok priamo vydelenim do premennej typu double nam nevyhovuje.
double ma totiz obmedzenu presnost a pri poziadavke uzivatela vypisat vysledok na uZ len
100 desatinnych miest by zlyhal.

Preto pouzijeme nasledovné dve myslienky:

e Kazdy (nezaporny) zlomok sa da napisat v tvare r + s/t, kde r je celé &islo a s/t je
zlomok mensi nez 1.



e Desatinny rozvoj zlomku moézeme ziskavat postupne.! N-t4 cifra desatinného rozvoja je
totiz zvysok po deleni b ¢isla x - b™.

TakZe ak méame vycislit zlomok mensi nez 1, sta¢i ho vynésobit ¢iselnym zékladom, vypi-
sat celu cast, odpoditat ju a napokon rekurzivne dat vypisat zlomok, ktory nam vznikol na
konci. Pre ilustraciu uvadzam algoritmus vypoctu 9/7 ~ 1.2857..., svorky oznacuju prave
spractvany zlomok.
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Mozme si v8imnut, Ze zakaZzdym, aZ na prvy krok, musi byt vypisané cifra mensia nez
Ciselny zaklad b (v tomto pripade 10). Takze ak by sme nemuseli vypisovat cela ¢ast vysledku,
vystacili by sme si s normélnymi celymi &islami. Av8ak velkost celej ¢asti nevieme ovplyvnit
a uZ pri celkom malych parametroch moze byt prilis velka (napr. ), preto sa nevyhneme
pouzitiu dlhych ¢&isel.

2.3.2 Vydislenie ¢

Tento odstavec vychadza z ¢lanku S. Rabinowitza a S. Wagona [1].

Tentokrat mame zadany rozvoj ¢isla e = 1 + % + % +...+ % pre vopred dané n. Napad
previest rozvoj na zlomok, ktory uz vieme vyd¢islit, znova zlyha — faktoriél rastie prili§ rychlo
a menovatel sa ndm nezmesti do premenne;j.

Riegenie vyuziva rovnaky postreh ako pri vyc¢islovani zlomkov, akurat s tym rozdielom, Ze
si v kazdom kroku pamétéame cely rozvoj:
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Klacom k pochopemu algoritmu je pochopit prvi rovnost. Presnejble postup, ako vypocitat
koeficienty pri jednotlivych faktoridloch. Postupuje sa smerom sprava. 10/6! mo6zme napisat

ako
100 6 4 1 4
o6 e 5 e

sty program na vypodet &isla 7 na viacerych poéitacoch naraz dokonca dokéaze vypoéitat n-ti cifru rozvoja
bez znalosti predoslych cifier.




Teda vyraz na Tavej strane sa nezmeni, ak namiesto 10 bude pri 6! koeficient 4 a pri 5! bude
Takto ale moézeme pokracovat dalej — 11/5! = 10/5! +1/5! = 2/4141/5! atd ., az kym nad

kazdym faktoridlom n! bude ¢islo menSie nez n a pred cely rad nedostaneme celu Cast.
Kedze tento algoritmus je velmi doélezity, ukaZzeme si eSte jeden pohlad na vec, ktory sa

nam bude hodit aj neskér. Vsimnime si, Ze rozvoj Cisla e vieme zapisat aj v zlomkovom tvare:
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Cela cast je teda 2 a ideme néasobit 10, aby sme ziskali dalsiu cifru desatinného rozvoja.
Pri tom sa nam vdaka analogii s predoslym postupom vynasobia vietky jednotky 10. Teraz
je uplne prirodzené upravit zlomky tak, aby neobsahovali celé ¢asti — a tym dostaneme presne
ten postup, ktory sme pouzivali v predoslom sposobe.
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Znovu pri tprave zlomku v ¢itateli nechame zvysok po deleni a pred zlomok vyjde celocisel-
ny podiel. Preto koeficient v ¢itateli kazdého zlomku bude vzdy mensi nez &islo v menovateli.?

Z matematického hladiska, aby nadm postup fungoval, musi vzdy platit, Ze ,,cela cast, ktoru
dostavame, je naozaj celou ¢astou — teda Ze zvySok (resp. zvy$ny zlomok v druhom pohlade)
je vzdy mensi nez 1. To nagtastie vzdy plati, pre dékaz vid prilohu A. Len poznamenam, Ze v
uplnom algoritme budeme potrebovat vediet, Ze plati o nieco silnejsie tvrdenie.

2.3.3 Zlomkové mocniny e

Rozsirit predchadzajici algoritmus na celé &isla je jednoduché — staci, aby sa pri inicializacii
namiesto koeficientu 1 dosadzovali skuto¢né Taylorove koeficienty tvaru x™. Vzniknu tym sice
znovu problémy s pretekanim a so zapornymi koeficientami, tie v8ak vyrieSime neskor. Nateraz
nam bude stacit, Ze vieme vy¢islit mocninny rozvoj vtedy, ked koeficient nad n! je cely,
nezaporny a mensi nez n.

Cheeli by sme rozsirit nas algoritmus pre zlomky. Teda pre dany parameter © = p/q a
danti dlzku rozvoja (napr. 6) potrebujeme vy¢islit

p 2 p*  pt P Pt
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Uvedeny sikovny zapis nas navadza na spravnu myslienku ,zase robit to isté* — tentokrat
vSak v menovateloch neméme predom zadané ¢isla 1 aZ 5, ale ¢isla zavislé na parametri: ¢ aZ
5q. Teda znovu budeme upravovat zlomky smerom ,sprava“ (resp. zhora) tak, aby sme vzdy
vynhali celu Cast.

Na tomto mieste by matematika znovu mohlo zaujimat, ¢i po kazdom kroku bude vyssie
uvedeny zlomok mensi neZ jeden. Ano, naozaj bude, pre dokaz vid prilohu A.

2Zlozeny zlomok sa nam slada z viacerych zlomkov, pri¢om kazdy z nich ma v &itateli &islo a mensi zloZeny
zlomok. V menovateli je zakazdym len jedno &islo.



2.3.4 Algoritmus vypisu a terminologia

Zhriime si teda, ¢o doteraz vieme. Ked zovSeobecnime nagu tlohu naspét na 'ubovolni fun-
kciu, vieme vy¢islit vyraz

2 n 2 n
T T A kip  kop knp
Y +%
kap®+. - ;o kot
:ko_'_klp‘i‘T:ké 1+ 2 57
q q

za nasledujicej podmienky:
Podmienka 1 KaZdy z koeficientov ki (1 <1i < n) je nezdporné celé ¢islo mensie nez iq.

Rad by som sa vyjadril k nazvosloviu. Algoritmus je postaveny na tzv. ,spigot algorit-
me"“ podla [1], takZe ho tiez budem nazyvat spigot(ovy) algoritmus. Pritom rozvoj funkcie —
pole &isel k(, ki, ..., k], nazyvame spigotom.? Spigot nazveme normdlny, pokial bude spliiat
Podmienku 1. A napokon scesanim spigotu nazveme proces upravy spigotu, ked zvysky z
jednotlivych zlomkov st prenasané viac a viac dolava.

Zistime naroc¢nosti programu. Pamétova je zrejme O(n), pretoze si musime pamétat vietky
koeficienty. Z ¢asového hladiska pri kazdom zisteni cifry desatinného rozvoja potrebujene cely
spigot prenasobit ¢iselnou bazou — na to potrebujeme ¢as O(n). NavySe ho potrebujeme upravit
naspiat do norméalneho tvaru (s¢esat), ¢o vieme spravit na jeden prechod ,sprava‘, t.j. v ¢ase
O(n). Ak teda ozna¢ime d pocet vypisovanych ,desatinnych® miest vysledku, celkova casova
zlozitost je O(dn). Ako neskor zistime, d bude pri exp(x) a sin(z) radu O(n), takze zlozitost
bude O(n?).

V nasledujicich kapitolach sa budeme zaoberat tym, ako na zaliatku z éisel k;p™ dostat
¢isla kf, ¢ize upravit spigot tak, aby spliial Podmienku 1.

2.4 Inicializacia

Uz vieme vy¢islit spigot ked je normalny. Nasou tlohou teda zostéva zostavit ho z parametrov
uzivatela.

Priblizme si, v ¢om je problém. Ked mame do spigotu dosadené, d4 sa ho normalizovat
tym, Ze ho raz ,preceseme” sprava dolava. Pri Taylorovom rozvoji viak dosadzované ¢leny rasta
exponencialne a Tahko sa nam stane, Ze sa nadm nezmestia do premennej. Preto potrebujeme
n?'osﬁd’lgall{{y 6algoritmus7 ktory sa bude exponencidlnemu rastu vyhybat. Pre ilustraciu spigot
e’ 7 dlzky 6:
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3spigot [en] — cap, zdtka, kohiitik. Zvysky ,stekaju“ dole spigotom aby nakoniec mohla ,odkvapnut* dalia
cifra desatinného rozvoja.



2.4.1 RieSenie

Prevedme néslednii apravu predoglého vyrazu:

1 1 1 1 1 1
= 14+100(= +100(—=— +100(—=— +100(—/—— +100(—— + 100(——
100z + 1007557 +100(57 + 100777 + 100(557 + 100(756:))))
100 100 100 100 . 100 . 100
= 14+ —(1 1 1 1 1
+ 7( +2~7( +3-7( +4-7( +5-7( +6-7)))))

v zlomkovom tvare si ukdzme vSeobecny tvar:

Vidime, Ze my§lienka je rovnaki ako pri Hornerovej schéme — ¢itatel moéZzeme vynat z celého
zvysku kedZe deli kazdy clen.

Tym uz mame navod na algoritmus. Na zaciatku inicializujeme spigot ¢islami k;. Potom
budeme jeho koniec postupne nasobit p, pricom ho pri kazdom nasobeni séeSseme. Ukazme si
beh algoritmu pri vypoéte e3 s dlzkou spigotu 5 (prvy riadok v bloku je nasobenie, druhy
sCesanie):

I S S
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 1 3
1 1 1 1 3 9
1 1 1 2 0 4
1 1 1 6 0 12
1 1 3 0 2 2
1 1 9 0 6 6
1 5 1 1 3 1
1 15 3 3 9 3
18 0 0 2 1 3

Tento algorimus ma vsak jeden skryty problém. Sice sa vyhneme velkym ¢islam na prave
spractivanom useku, ale na pozicii tesne pred nim nam buda vznikat vel'ké &isla? (zvyraznené
¢isla v tabul'ke). Velkému ¢islu na prvej pozicii sa vSak nevyhneme, pretoze velkost celej casti
zlomku nevieme ovplyvnit.

Na rieSenie nas navedie myS8lienka scesavat spigot az uplne dolava. Vo vyssie uvedenom
algoritme to v8ak nie je moZné, pretoZze v kazdom kroku potrebujeme vynésobit aj to ,velké
¢islo* koeficientom p. TakZe ak by sme scesévali iiplne, museli by sme nasobit cely spigot. Tym
padom neméZeme mat v fiom na zaciatku inicializované koeficienty k; (v pripade e® jednotky),
pretoze tie potrebujeme nasobit az od nejakého okamihu. TakZe ich budeme pripocitavat v
tom sprdvnom momente:

*Pri implementéacii tohto algoritmu mi dochadzalo stale k pretekaniu.



cela cast é % % % % é
0 0 0 0 0 0 041
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 o 0+1 3
0 0 0 0 0 1 3
0 0 0 0 041 3 9
0 0 0 0 2 0 4
0 0 0 041 6 0 12

0+1 1 0 1 0 2 2
3 0 041 3 0 6 6

342 2 0 1 1 3 1
15 0+1 0 3 3 9 3

15+3 3 0 0 2 1 3
18 0 0 0 2 1 3

V tabulke som uz naznacil pracu s celou ¢astou. T4 musi byt uloZzena ako dlhé &islo, takze
nemdze byt stucastou spigotu. Hoci plni rovnakia dlohu ako koeficient pri 1/0!, nechavam v
spigote aj tento koeficient kvoli kompatibilite. Pritom v kazdom kroku jeho obsah prenasam
do celej Casti.

2.4.2 Zaporné c&isla

Zatial sme sa venovali len pripadu, ked &isla v spigote st nezaporné. K uplnému dokonceniu
algoritmu nam chyba doriesit pripad, ked uzivatel chce vypocitat hodnotu funkcie v zdpornom
bode alebo ked koeficienty Taylorovho rozvoja st zaporné. Znova pritom ale chceme, aby po
inicializacii ndm vznikol nezadporny normalizovany zlomok, ktory beznym spdsobom vy¢islime.

Pozrime sa, ¢o sa stane, ak do spigotu dosadime na zaciatku zédporné ¢&isla. V prvom rade
musime dodefinovat operaciu ,celo¢iselné delenie” a ,zvysok po deleni”. To spravime prirodze-
nym spodsobom, n div k definujeme ako najvicsie cislo mensie neZ n delitelné k vydelené k.
Potom n mod k bude rozdiel n — k(n div k). Pritom k priptstame stéle len kladné.

—5div3=-2 —5bmod3=1 —10div 7= -2 —10mod 7=4

To, ze pripustame len kladné k nam staci, pretoze ¢leny, ktorymi delime, st vzdy nasobky
menovatela g, ktory nezaporny je.

NaSa definicia ma dve podstatné vlastnosti. Jednak rozsiruje klasickt definiciu celocisel-
ného delenia a zvysku po deleni a navySe vzdy plati, Ze zvySok po deleni je nezaporny.
To ma okamzity dosledok v tom, Ze pri sCesavani nam vznikaji nezaporné koeficienty, takze
po inicializacii popisanej v predchédzajicej kapitole dostaneme ¢&islo tvaru

c+ z,

kde c je cela Gast a z je zlomok uloZeny v spigote, ktory ale bude v normalnom tvare.



Moézu nastat dva pripady. Ak je ¢ nezaporné, vSetko je v poriadku. ¢ vypiSeme a z mozeme
vycislovat normalnym sposobom.

Pripad, ked je ¢ zaporné, ilustrujme na priklade ¢ + z = —3.14. KedZe z je z intervalu
[0,1), musi platit ¢ = —4 a z = 0.86. Zrejme ako cela ¢ast potrebujeme vypisat ¢+ 1. Co viak
so z?7 Spravime nasledovny trik. Vynasobime z ¢islom —1. z je spigot, takZe po tejto uprave
bude pri 1/0! koeficient —1 a vo zvysku zlomku bude ¢islo 0.14. Teda sta¢i nam ta —1 zahodit
a sme hotovi.

2.4.3 Zlozitost

Z paméitového hladiska znovu potrebujeme pamét len na spigot, takze zlozitost je O(n).

7 asového hladiska potrebujeme n-krat prenésobit a séesat spigot, ¢o nam dava celkovu
zlozitost O(n?). Moézeme si viimnift, Ze algoritmus je takmer rovnaky ako pri vycislovani
spigotu. Rozdiel je akurat v tom, Ze namiesto nasobenia éiselnou bazou nasobime &itatelom
zadaného parametru a eSte navySe v spravny moment pri¢itame koeficienty k;.

2.5 Funkcie

Uzivatel bude mat moZnost zvolit si funkciu, ktort chce vy¢islit. Preto pre kazdua funkciu
v ponuke musime pripravit dve veci:

1. koeficienty Taylorovho rozvoja,
2. vypoditat dlzku spigotu v zéavisloti na vstupe uzivatela.

Pre bod 1. nam stadi len zvolit vhodny bod, v ktorom spravime Taylorov rozvoj.

Bod 2. je v8ak zlozitejsi. Dlzka rozvoja urcite bude zavisiet na pozadovanom poécte desa-
tinnych miest. Ujasnime si ale, ¢o chapeme pod pojmom ,presnost na d desatinnych miest*.
V naom ponimani to bude znamenat, ze presnd hodnota sa od vypisanej lisi o menej nez b=,
kde b je ¢iselna béza. °

Vyznam pojmu si ukdzme pre ilustréciu na vypise Eulerovho ¢isla e ~ 2.71828 v desiatkovej
sustave s presnostou na dve desatinné miesta. Vysledok sa ma od skuto¢nej hodnoty lisit
maximalne o 1072 = 0.01. Teda pripustné hodnoty st napr. 2.71, 2.72, 2.718 ¢ 2.709. Budeme
ale vypisovat len dve desatinné cifry, takZe jediné dva mozné vysledky st 2.71 a 2.72. 6

Potrebujeme teda dosiahnut, aby zvySok Taylorovho rozvoja (t.j. ¢ast, ktoru zahodime)
bol v absolutnej hodnote mensi nez b=%. Aby to vobec bolo mozné, musime vediet, ze Taylorov
rozvoj konverguje na celom R. Nastastie z matematickej analyzy vieme, Ze pre funkcie exp(z) a
sin(z) tomu tak je. Uz zostava len odhadnit zvySok. Cauchyho alebo Lagrangeov tvar zvysku
nam v8ak nepomdze, pretoZe v jeho vyjadreni pouZivame funkciu, ktord sa snazime vycislit
a navyse zavisi exponencialne na vzdialenosti vycislovaného bodu od bodu, v ktorom robime
rozvoj. Preto budeme musiet pouzit primitivnejsie techniky.

5Kedze baza nemusi byt desiatkova, pojem ,destinny rozvoj“ je trochu zavadzajtci. Zial neviem o Ziadnom
vhodnejSom termine.

5Vyvstava otazka, ktora hodnotu z tychto dvoch vypise nas program. Bude to hodnota 2.71 napriek tomu,
7e hodnota 2.72 je presnej hodnote bliz§ie. Na§ algoritmus nam totiz dava postupne cifry vysledku. Ak by sme
cheeli druhy vysledok, museli by sme teda zaokruhlovat, ¢o je vo fyzikalnej praxi bezné, ale z matematického
hl'adiska je to nepekna operacia (méj subjektivny nézor) a znatelne by to predizilo program.

Poznamenam vsak, Ze ak by sme chceli pripustat len ,fyzikalny* vysledok, pri definicii presnosti by sme volili
toleranciu b~%/2.



2.5.1 exp(x)
Taylorov rozvoj funkcie exp(x) budeme robit v bode a = 0, pretoZe vyjde jednoduchy tvar

2 x"
e:vp(x):1+x+§+---+m+zn(az).

Na odhad zvysku sa pustime do hlbsej analyzy.

Absolatnu hodnotu ar umentu x vieme urcite zhora odhadnut nejakym cislom m. Kedze
zrejme platia nerovnosti 77 < 7 k, , sta¢i nam najst potrebna dlzku rozvoja pre m.

K-ty ¢len rozvoja vieme tiez napisat ako

mF m
1

k!

m
k

3 M{S

Od nejakého ¢lenu kg teda bude platit, ze 7+ < = = ¢ < 1. TakZe pre k > ko dostavame

karl m mk mk
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Pre ¢ < 1/3 navyse plati ¢/(1 — ¢) < 1/2, takze dostavame odhad zvysku zj,(z) pomocou
posledného ¢lenu:

1 mko
2 () < 3 ol pre kg > 3m

Toto je velmi prijemné zistenie, pretoze nam staci odhadnut len ¢leny rozvoja. To spravime

. A 2 . . n .
nasledovnym spésobom. Zo znamej nerovnosti (%) < n! dostavame

k k k
3
m < L <m> <1 pre k > 3m.

Takze mozeme navhnit nasledujici algoritmus. Ako pociato¢nt dizku rozvoja zvolime | =
[3|z|]. Vieme, zZe 2 ‘ < 1. Tiez vieme odhadnit zhora mocninou dvojky ¢initel, ktorym musime
vynasobit aktualny ¢len, aby sme dostali ten dalgi. Tym vieme zhora odhadnut mocninou
dvojky dalsi ¢len a tento postup modzeme opakovat, kym nedostaneme pozadovani presnost.

To, ze sme odhadovali mocninou dvojky, ndm umoziiuje pamétat si iba dvojkovy logarit-
mus aktualneho ¢lena. Tym sa zjednodusi aj odhad nasledujiceho, kedZe namiesto nasobenia
pouzivame sc¢itanie.

Odhadnime este, rddovo aky dlhy rozvoj musime zobrat pri presnosti na d desatinnych
miest. Minimalne [ = [3|z[], ¢o je O(|z|). Dalej s kazdym dalsim ¢lenom ziskame presnost na
aspoii jednu dvojkovi cifru, ¢o je O(d), takze celkovo vyjde dizka O(|z| + d).
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2.5.2 sin(x)

Taylorov rozvoj tejto funkcie budeme robit rovnako v bode a = 0, pretoze znovu vyjde jedno-

duchy rozvoj:
3 5 2n+1
x T x
sin(z) =2 — — 4+ — — -+ (-1)' ——
(z) 3! 5l (=1) (2n+1)!
Tentokrat vSak vieme, Ze absolutna velkost zvysku pri sinuse je uréite mensia, neZ velkost
zvysku pri exponenciale (sinus obsahuje len vybrané ¢leny rozvoja exponencialy). Takze staci

nam jednoducho zobrat rovnako dlhy rozvoj, ako pri exponenciale.

+ zn ().
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3 Uzivatel'ska dokumentacia

Presné funkcie je program na vypocet hodnoty funkcii exp(z) a sin(x) pre zadané z s pres-
nostou na I'ubovolny pocet desatinnych miest v zvolenej Ciselnej ststave.
Program maé nasledujticu syntax:

spigot.exe [funkcia [argument [polet_des_miest [Eiselnd_ststavallll [-d]

kde parametre v hranatych zatvorkich st nepovinné.

funkcia Uréuje funkciu. Pokial parameter nie je zadany, program si ho vy-
pyta. Pripustné hodnoty st:

1, e exponenciila
2, sin sinus

argument Argument dosadzovany do zvolenej fukcie. Pokial parameter nie je
zadany, program si ho vypyta. Musi byt v tvare zlomku alebo desa-
tinného ¢isla s desatinnou bodkou, pripadne mu moZe predchadzat
znamienko minus.

pocet des miest Pocet miest za (desatinnou) bodkou vo vysledku. Pokial parameter
nie je zadany, vychodzia hodnota je 32.

¢iselnad sustava Ciselna ststava, v ktorej je vypisany vysledok. Musi to byt ¢&islo
medzi 2 a 36 vratane. Pokial parameter nie je zadany, vychodzia
hodnota je 10.

-d V pripade, Ze je parameter uvedeny, program vypisuje tzv. ,debugo-
vacie’ vypisy — informacie o behu programu.

3.1 Ukazka programu

Pomocou vzorca e = exp(1) vypocitame hodnotu Eulerovho ¢isla:

: spigot.exe e 1
2.71828182845904523536028747135266

Vypoéitame hodnotu sin(3.14) s presnostou na 100 desatinnych miest. Nechdme si pritom
vypisat ladiace vypisy. Mozeme vidiet, Ze vnutorne sa 3.14 prevedie na 157/50:

: spigot.exe sin 3.14 100 -d

DBG: Ratam 157/50.

Running. ..

DBG: Dlzka spigotu: 115.
0.0015926529164869525405414363244432614432405278190
268741848805083671283419697268165536651192819016366

Podl'a vzorca /e = exp(1/2) vypoc¢itame hodnotu odmocniny z e. Vysledok si nechame
vypisat v dvojkovej siistave na 30 miest za bodkou. Pritom nechdme program, aby si od néas
parametre vypytal:
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: spigot.exe
Zvol si funkciu:
1 - e7x
2 - sin(x)
> 1
Zadaj argument (x):
> 1/2
Zvol pocet ’desatinnych’ miest:
> 30
Zvol ciselnu sustavu:
> 2
1.101001100001001010011000111000
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4 Programatorskd dokumentacia

Program je napisany v jazyku C. Sklada sa zo Styroch stborov:

global.h  Obsahuje globalne deklaracie programu.
funkcie.h Interface na komunikaciu s modulom funkcie.c
funkcie.c Modul obsahujici funkcie exp a sin.

spigot.c Hlavny subor

NavySe program pouziva mierne upravenu kniznicu XySSL MPI na pracu s dlhymi ¢islami:

bignum.c
xyssl\bignum.h
xyssl\bn_mul.h
xyssl\config.h

4.1 global.h

Definuje typ LLINT. Tiez definuje makré FOR a DOWNFOR pre jednoduchsie pouzivanie konstruk-
cie for.

4.2 funkcie.h

Obsahuje interface na komunikiciu s modulom funkcie.c.

4.3 funkcie.c
LLINT lg(LLINT c)

Horné cela ¢ast dvojkového logaritmu z c. Pre ¢ < 0 vracia —1.

LLINT calculate_e_spigot_length(LLINT arg_numerator, LLINT arg_denominator,
int num_base, LLINT dec_places)

Vypoéita dlzku spigotu potrebni na dosiahnutie pozadovanej presnosti pre funkciu exp.

LLINT e_taylor_koeficient (LLINT term)

Vrati term-ty ¢len Taylorovko rozvoja funkcie exp v bode 0.

LLINT calculate_sin_spigot_length(LLINT arg_numerator, LLINT arg_denominator,
int num_base, LLINT dec_places)

Vypodita dlzku spigotu potrebni na dosiahnutie pozadovanej presnosti pre funkciu sin.

LLINT sin_taylor_koeficient (LLINT term)

Vrati term-ty ¢len Taylorovko rozvoja funkcie sin v bode 0.
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4.4 spigot.c

4.4.1 Globéalne premenné
LLINT *spigot;

LLINT sp_length;

Smernik na spigot a jeho dlzka. spigot sa alokuje vo funkcii main.

LLINT arg_numerator, arg_denominator;
int num_base;
LLINT dec_places;

Vstupné parametre — Gitatel a menovatel argumentu, ¢iselny zaklad a pocet vypisovanych
,desatinnych® miest.

int function;
LLINT (* taylor_koeficient) (LLINT term);

function ma hodnotu FN_E alebo FN_SIN podla toho, ktoré funkcia je vybrana. taylor _koe ficient
je smernik na funkciu vracajucu term-ty koeficient Taylorovho rozvoja pre zvolentu funkciu.
Nastavuje sa vo funkcii main.

int debug = 0;

M4 hodnotu pravda alebo nepravda podla toho, ¢ sa maju vypisovat debugovacie vypisy.
Vychodzia hodnota je nepravda.
4.4.2 Funkcie
LLINT signmod(LLINT dividend, LLINT divisor)

Funkcia modulo aj pre zdporné delence dividend. Predpoklad: divisor > 0.

LLINT signdiv(LLINT dividend, LLINT divisor)

Funkcia celo¢iselné delenie aj pre zaporné delence dividend. Predpoklad: divisor > 0.

void multiply_spigot (LLINT number)

Vynasobenie spigotu ¢islom number.

void comb_spigot ()

Uprava spigotu do normalneho tvaru.

mpi *11_to_mpi(LLINT sour, mpi *dest)

Konverzia LLINT do mpi. Vracia smernik na vysledok (t.j. dest) pre jednoduchsiu manipu-
laciu.

void prepare_spigot ()

Dosadi do spigotu argument a vypiSe cela ¢ast vysledku.

LLINT get_next_digit()

Vrati dalsiu cifru rozvoja v zvolenej ¢iselnej ststave.
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void euclid_simplify(LLINT *nominator, LLINT *denumerator)

Vykratenie zlomku pomocou Euklidovho algoritmu.

void read_point_fraction(char *buf, LLINT *numerator, LLINT *denominator)

Nacitanie zlomku v tvare s desatinnou bodkou z buf.

int set_parameters(int argc, char *argv([])

Nagcitanie a spracovanie parametrov zo vstupu.

int main(int argc, char *argv[])

Hlavnéa funkcia. Nacita parametre a spusti vypocet. TaktieZ necha vypisat vystup.
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A Dokaz spravnosti algoritmu

Dokazem, Ze ked zlomok v spigote spliia Podmienku 1 (t.j. ak je normalny), tak je mensi nez
1. Vseobecne, formalne:

Veta 1 Nechn € N; k;,m; € Z(T; ki <m; prei € {1,...,n}. Potom

+2n

. Mmn
Eot.-
kl—i_ﬁT

mq

< 1.

Zlomok v ktorom vystupuje m; v menovateli ozna¢me z;. Z definicie teda

k ki + z; .
2y = — Zizlizlﬂpreze{l,...,n—l}
My my

Indukéne dokazem, Ze z; < 1, ¢im bude doékaz hotovy, pretoze nas zlomok je 2.
1. kp < my, takze ky/my, = z, < 1.

2. Mame indukény predpoklad z;11 < 1. KedZe k; aj m; s celé ¢isla a k; je mengie, musi
platit k; + 1 < m;, z ¢oho vyplyva, ze k; + z;11 < m,;. Takze z; = ]“JFTZZH < 1 pre
i€{l,...,n— 1}, ¢im sme hotovi.
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B Beh algoritmu pre sin(—5/3)

Ukazeme si vypocet sin(—5/3) s dlzkou spigotu 6.

: P (=5)° (=5)°
sin(—5/3) =~ 0+ 3 +0— 331 +0+ 35|

Najprv prebehne inicializicia. Prvy riadok je nasobenie —5 s pripo¢itavanim k;, v druhom je
podiel z celociselného delenia ,yvysSieho” zlomku a v trefom je zvySok po deleni.

cela cast 3 6 9 12 15
0 0 0 0 0 140
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 040 -5

-1 -1 -1 -1 -1 0

-1 2 5 8 11 10
5 0 -10 —-25 -1—-40 —-55 =50
—6 —6 —6 -5 —4 0

-1 2 5 8 1 10
5 0 —-10 0—-25 —40 -5 =50
-5 -5 -5 -1 —4 0

0 0 0 4 3 10
0 0 1+0 0 -20 —-15 =50
-1 -3 —2 —4 0

0 0 3 5 5 10
0 0+0 0 —15 —-25 =25 =50
-2 —4 —4 -3 —4 0

-2 2 5 8 7 10
0 0 -2 -5 -8 -7 10
-1 -1 -1 -1 -1 0

-2 -1 0 0 0 4 5

KedZe v poslednom kroku vysla cela ¢ast zaporna, vypiSe sa &islo o 1 vacSie, neZ je uloZené v
celej Casti (t.j. -1). Nakoniec sa spigot prenasobi -1. Momentalne teda vyzera situacia v spigote
nasledovne: s
0+ Lozﬁ
3
Nasleduje vypis spigotu. Prvy riadok v bloku je nasobenie ¢iselnou bazou 10. V druhom

je celoc¢iselny podiel z vysSieho zlomku a v trefom zvySok po deleni.
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o3 6 9 12 15
0 0 0 4 5
0 0 0 40 50

0,0 0 3 0
0 0 3
0 0 30 70 50

0 0 4 6 3
0 4 0
0 40 0 10 50

206 0 1 3 O
0 1
0 40 10 10 50

2| 6 3
0 5 2
0 50 20 10 50

2| 8 1 3
2 3 1 5
20 40 30 10 50

9] 7 3 3 0

4

So Siestimi desatinnymi miestami a dlzkou spigotu 6 sme dostali vysledok -1.002229. Pre
porovnanie, sin(—5/3) &~ —0.9954079577.
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