18. kapitola
Ako navarit z vody

Slovnym spojenim ,,navarif z vody* sa zvyknu myslief dve rézne veci. Bud to, Ze niekto
nieco tvrdi, ale nevie to poriadne vyargumentovat, alebo to, Ze niekto zacal s malom a podarilo sa
mu s tym spravif zaujimavd vec. V tejto kapitole sa pokusime o to druhé. Z mdla informécii sa
pokisime vyfazif zaujimavd matematiku. A néstroj, ktory budeme na to pouZivaf, sa nazyva
diferencidlna rovnica.

Zacneme prikladom zo sveta fyziky — tentokrét jadrovej. V periodickej tabulke mdzete ndjst
pri kazdom prvku tdaj zvany atdmovd hmotnost. Ten udaj hovori, kolkokrat je priemerny atom
daného prvku fazsi, neZ jednoproténovy atém vodika. Na tomto Cisle je zvlaStne to, Ze napriek
tomu, Ze protdon a neutrén vazia prakticky rovnako a elektrény sd oproti nim ovela TahSie (asi
tisickrat) a je ich madlo, tak toto Cislo Casto nie je celé. Napriklad atémova hmotnost uhlika je
12,011 . Co tam robf to 0,011?

Pointa je v tom, Ze neexistuje len jeden uhlik, ale tri rozne uhliky'. NajcastejSie sa vyskytuje
uhlik, ktory md v jadre Sest proténov a Sest neutrénov. Oznacuje sa > . Jeho atémova hmotnost je
12. Takto vyzera 98,9% vsetkych uhlikov. Okrem toho sa obcas stane, Ze uhlik nema v jadre
neutrénov Sesf, ale sedem. Takychto uhlikov “*C je 1,1% a kedZe v 1,1% pripadov pribudne jeden
neutrén, vyrobi to presne tych priemernych 0,011 proténov navyse.

LCudia s bystrejSim postrehom si vS§imli, ze 98,9% a 1,1% je 100%. Tym padom na ten
zvy$ny typ uhlika uZ neostalo miesto. Ano, tych zvy$nych uhlikov je naozaj velmi malo. Konkrétne
uhlika " , ktory ma v jadre okrem Siestich proténov az osem neutrénov, je iba 0,000 000 000 1%.
Takyto uhlik je teda jeden atém z biliéna. Ale z tych troch typov uhlika ma len ten posledny jednu
zaujimavu vlastnost — je nestabilny.

Znamend to, Ze ked nechdte atom '?C alebo (C staf a nebudete ho ostrelovat Ziadnymi
inymi Casticami, tak sa ten atom nijako menif nebude. Ostane taky, aky je, pokojne miliardy rokov.
Zato atém '“C sa sprdva zvlaStne. Z Casu na Cas sa stane, Ze jeden neutrén v jeho jadre sa rozpadne
na proton, elektron a antineutrino. A v jadre je zrazu namiesto Siestich proténov sedem, na obale je
sedem elektrénov a zrazu to nie je uhlik, ale dusik. Transmutdcia v priamom prenose. Pre konkrétny
atom nevieme nijak predpovedat, kedy sa to stane. Vieme iba, Ze pravdepodobnost, Ze sa tak stane
pocas najblizsieho roka, je pre kazdy atém rovnaka.

To, ¢o bolo povedané v predoslom odstavci, je presne to madlo, z ktorého sa teraz pokusime
nieCo zaujimavé vypocitat. T4 jedind informécia, ktord mame o uhliku “C (a aj o inych
nestabilnych izotopoch) k dispozicii je, Ze kazdy jeden atom sa pocas dopredu daného casového
useku modze s rovnakou pravdepodobnosfou rozpadnif. A z tejto jedinej informdcie sa pokusime
zistit, akd funkcia ndm povie, kolko atémov sa eSte v danom ¢ase nerozpadlo.

Zacneme jednoduchsimi tlohami.

Uloha 1: Predpokladajme, Ze mdme nestabilny izotop, ktorého pravdepodobnost rozpadu jedného
atdmu pocas najblizsieho roka je 0,03 (teda 3%). Kolko atémov sa vdm priemerne za rok
rozpadne, ked ich bolo na zaciatku 1 000? Kolko sa ich za rok rozpadne, ked’ ich bolo na
zaCiatku 1 000 000? Ak tych atémov bolo na zac¢iatku 6.10** (to je priblizne jeden mol,
v pripade uhlika by to bolo asi 12 gramov), kol'ko by ich bolo po roku? Po dvoch rokoch?
Po troch rokoch?

1 Toto nie je celkom pravda. Tych typov uhlika je aZz 15 od ®C do *C . Tie zvy$né si ale vyrobené umelo
a v prirode sa nevyskytuju.



Predosla uloha bol jednoduchd, pocas jej rieSenia ste ale ziskali jednu zaujimavu skusenost.
Zistili ste, Ze ¢im viac tych atdmov je, tym viac sa ich za jednotku Casu rozpadne. Inymi slovami
rychlost rozpadu latky je priamo umernd mnoZstvu latky, ktord prdve mame. Poslednd veta
prepisand do jazyka rychlosti a derivécii bude vyzeraf takto:

n=—kn alebo ﬂz—kn
dt

Pritom n oznacuje pocet molekil v danom case, n oznacuje, ako rychlo sa ten pocet meni a k je
nejakd konStanta, ktord moze byt pre kazdy nestabilny izotop ind. To minus je tam iba na to, aby
sme zddraznili, Ze td derivdcia bude zdpornd a tych atdmov bude ubudat, pokojne by sa dalo schovat
do tej konStanty. Pre tych, ktori si zvykli viac na matematickd, nez na fyzikdlnu symboliku,
moZeme prepisaf tito rovnicu do tvaru f'(x)=—kf(x). Takyto vzfah, ktory hovori, ako zdvisi
derivécia od povodnej funkcie, pripadne od samotnej premennej, sa nazyva diferencidlna rovnica
prvého radu. To ,,prvého radu* pritom hovori, Ze v rovnici sa vyskytuje iba prva derivécia.

Uloha 2: Vezmime jednoduchy pripad a polozme k=1. Skiste uhddnuf rieSenie diferencidlnej

rovnice f'(x)=—f(x). Teda ndjdite takd funkciu, ktord ked zderivujete, dostanete
rovnakd, ale s minusom.

Uloha 3: A teraz skiste uhadnuf rieSenie diferencidlnej rovnice f'(x)=—kf(x).

Uloha 4: Funkcia y=e * (alebo jej fyzikdlny profajSok n=e " ), ktorti sa vdm pravdepodobne
podarilo uhddnuft ako rieSenie tlohy 3, ma jednu slabinu. Ak do nej dosadite ¢as t=0,

dostanete hodnotu €’=1. To znamend, 7e na zaCiatku sme mali iba jeden atém. Co je ale
horsie, tak pre Casy t>0 ndm t4 funkcia vrdti ¢sla medzi z intervalu (0;1) a tolko
atomov sa neda dost dobre mat. Predpokladajme teda, Ze mame 12 gramov uhlika “C .
Chceme teda funkciu, ktord bude jednak spliiaf diferencidlnu rovnicu f'(x)=—kf(x)
a okrem toho bude platit, Ze f(0)=6.10. Vymyslite aj takd. (Podmienka, ktord ndm
hovori, aki hodnotu musi maf funkcia na kraji, sa prekvapivo nazyva okrajova
podmienka.)



Ked si skusenosti z predoslych dloh ddme dohromady, vidime, Ze funkcia, ktord nam

prezradi, kolko atémov nestabilnej litky budeme maf k dispozicii v Case t, bude n=nye ,

pricom N, je pocet atdmov tej latky na zaciatku.

Skor, nez sa budeme dalej venovat diferencidlnym rovniciam, ostaiime eSte na chvilu pri
nestabilnych atémoch. Pravdepodobne ste uZ niekde poculi slovné spojenie ,,pol¢as rozpadu“.” To
je taky cas, za ktory sa rozpadne polovica danej nestabilnej l4tky. To znamend, Ze je to Cas, ktory
mus{ spliiaf rovnost

Mo_p o™
=n,e

Ked budete riesif tito rovnicu, tak hned v prvom kroku vam z oboch strdn vypadne n,.Znamend
to, Ze doba polpremeny nebude zdvisief od toho, kolko tej latky na zaciatku mate, ale len od tej
pravdepodobnosti k , s akou sa budd atomy za dany Casovy usek rozpadat.

Uloha 5: Z uvedenej rovnice vypocitajte t. Zistite tak, ako zdvisi doba polpremeny od
pravdepodobnosti k .

Uloha 6: Pravdepodobnost, 7e sa jeden atom “C v danom roku rozpadne, je 0,000121 teda
0,0121 %. AK4 je doba polpremeny uhlika ¢ ?

T4 doba polpremeny uhlika *C nevySla (vzhfadom na vek Zeme) prili§ velka.
A zvedavejSich moZno napadlo, Ze ¢im to je, Ze sa vobec v prirode vyskytuje. Nemal sa vSetok
ddvno rozpadnit? Ddvod, preco sa nejaky uhlik tohto typu v prirode vyskytuje stéle, je ten, Ze
uhlika C nielen ubida, ale aj pribida. A za to pribidanie mdZze jednak Slnko, jedna to, Ze nasa
atmosféra je hlavne z dusika. Slnko totiZ naSim smerom posiela mnozstvo Castic, ktoré maji dost
vysoku energiu. A ked takato Castica vleti do nasej atmosféry, tak sa Casto zrazi s nejakym atémom
a rozbije ho na marne kusky. Takyto méarny kisok mdze byt napriklad neutrén. A takémuto
potulnému neutrénu sa ob¢as podari vrazif do jadra atému dusika, vyrazi odtial protn a nahradi ho.
A z dusika (najbeZnejsi izotop ma 7 proténov a 7 neutrénov, teda '* N ) je zrazu prvok, ktory md 6
proténov a 8 neutrénov, teda C .

Tymto dopltianim vo vrchnych vrstvdch atmosféry sa teda udrziava stila aj ked mald
koncentracia uhlikov “C medzi vSetkymi uhlikmi. Tieto uhliky sa zdcastiiuji na vSetkej beZnej
chémii. V pripade Zeme je to z velkej miery chémia organickd. Rastliny ich vstrebdvaju,
bylinoZravce ich Zerd v tych rastlindch a médsoZzravce v tych bylinoZravcoch. Vysledny efekt je, Ze
vietky Zivocichy si pocas svojho Zivota udrZiavaji priblizne rovnaké percento uhlika “C , ako je
v atmosfére, ¢iZe priblizne jeden uhlik '*C na bilién inych uhlikov.

Zmena nastane, ked rastlina ¢i zZivocich odumrie. Do jeho telesnej schranky vtedy prestane
pribudaf akykol'vek uhlik véitane toho nestabilného. A ten nestabilny sa za¢ne pomaly rozpadat.

2 Alebo ste asponi hrali Half-life. Half-life je anglicky ekvivalent ndsho pol¢asu rozpadu. Inak — spravny slovensky
termin, ktory budeme d’alej pouZivat, je doba polpremeny.
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A vzhladom na to, Ze funkciu, ktord ten rozpad popisuje, pozndme, mdze nam jeho mnozstvo sluzit
ako hodiny, ktoré nam povedia, kolko ¢asu od dmrtia ¢i uhynutia uplynulo.

Uloha 7: Na vylete v Egypte ste naSli dosku. Zobrali ste ju do laboratéria a zistili ste, Ze
koncentracia “C v celkovom mnoZstve uhlika je 0,6672.10 . (Takéto meranie vedia
spravif napriklad na bratislavskom Matfyze.) Aka je doska stard? Z obdobia vlady ktorého
faradna pochadza?

V pripade nestabilného uhlika je tito metdda pouzitelna priblizne do t=70000 rokov.
Potom sa uZ toho uhlika rozpadne prili§ vela a nedd sa to rozumne meraf. (Na chybu merania
vplyva niekolko d’alSich detailov, ktoré sme tu nerozoberali.) Na datovanie starSich veci sa preto
pouzivaju iné nestabilné izotopy.

Na zdver eSte pripomenime, Ze uvedené pravidlo ,,¢im je toho viac, tym rychlejSie to ubtida®,
spliaji nie len nestabilné atémy, ale aj mnohé iné veci, napriklad bublinky v pene na pive. Hladina
peny bude tym paddom klesat podl'a toho istého vzfahu. Niekedy si to mdZete skusif odmerat.

Celkom pekne sme z tej vody navarili. Dokonca pivo.

Diferencidlna rovnica y'=—ky je jedna z najjednoduchsich a jej vysledok sa s trochou
Stastia dal uhadnuf. Pod'me si ukdzaf nejaké dalSie triky, ktoré ndm umoznia lepSie hddat, pripadne
rovno urcif funkcie, ktoré su rieSenim diferencidlnej rovnice.

. . P . ., . X - . ~ AN
Zoberme si nejaki ind diferencidlnu rovnicu — napriklad y'=—; . Prvy trik, ktory m6Zeme

vyuzif, bude geometricky. UZ kedysi v piatej kapitole sme spomenuli, Ze derivdcia ndm hovori,
ktorym smerom v danom bode funkcia prave ide. A naSa diferencidlna rovnica ndm v kazdom bode
derivdciu prezradi. Ak si teda vyberieme napriklad bod [2;1] dozvieme sa, Ze funkcia, ktord

vyhovuje diferencidlnej rovnici, bude maf v tom bode deriviciu (teda sklon) —% Cize —2.

MobZeme si v tom bode nakreslif mald ¢iarku spravnym smerom.

A moZeme to tak spravif nie len v bode [2;1] ale v tolkych bodoch, v kolkych budeme
vladat. Tieto malé ciarky ndm daji dobru predstavu o tom, aky bude tvar grafu funkcie.
Samozrejme — jedna funkcia nemdze prechddzaf cez vSetky body. Ale Ze jednej diferencidlnej
rovnici zodpoveda viacero funkcii a Ze sa ta vybraf takd, ktord ma v danom bode spravnu hodnotu
sme videli uz pri radioaktivnhom rozpade.

Ked sa ndam nebude chcief kreslif, m6Zeme si na internete ndjst softvér, ktory to spravi za
nas. Pekny nastroj vytvoreny v GeoGebre mozZete napriklad ndjst na adrese
https://tube.geogebra.org/student/m42741 Takato sustava ciaroCiek, ktord ndm popisuje, ktorym
smerom sa v jednotlivych bodoch budi rieSenia uberaf, sa nazyva smerové pole diferencidlnej
rovnice. Pre naSu diferencidlnu rovnicu ho mdZzete vidief na obrazku 1.

Ked sa na to smerové pole zahladite, d4 sa uvidief, Ze Ciaro¢ky vytvaraji kruZnice okolo
pociatku stradnicovej ststavy. Znalci vedia, Ze kazdy bod [x,y] kruZnice so stredom v pociatku a
s polomerom r musi kvoli Pytagorovej vete spiifaf rovnost x*+y>=r®. A ked z tohto vzfahu
vypocitame y, dostaneme y:i\/ r’—x*. KedZe r* je nejakd konStanta, méZeme to pisaf aj ako

yZi\/C-xz-
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Obrazok 1: Smerové pole diferencidlnej rovnice

Uloha 8: Vyskusajte, Ci je funkcia y=++/c— x° skuto¢ne rieSenim diferencidlnej rovnice y'=—

Uloha 9: Nechajte si nakreslif smerové pole diferencidlnej rovnice y ':—% . Z obrazka uhddnite,

ako vyzerd rieSenie. VyskuSajte, ¢i vami uhddnuté rieSenie skutocne funguje.



To, ze vam diferencidlna rovnica pre dany bod povie, akym smerom z neho funkcia ide, sa
da okrem kreslenia smerového pola vyuZif eSte inak. Zoberme si naSu osvedc¢enu diferencidlnu

. X . P wie e v . v . - . . .
rovnicu y'=-— " (To je t4, ¢o vysli rieSenia kruZznice v pociatku sdradnicovej sustavy, ale na chvilu

sa tvdrme, Ze sme rieSenie zabudli.) Zaujimalo by nds rieSenie, ktoré prechddza bodom [0;3], teda
y(0)=3. Ako odhadneme hodnotu tej funkcie v bode 0,01 ? Zistime si v bode 0 derivéciu. T4

bude podla naSej diferencidlnej rovnice y' (0):—% , Cize 0. Znamena to, Ze funkcia sa prili§ menit
nebude a aj hodnota v bode 0,01 bude 3. Aka bude derivdcia v bode [0,01;3] ? Opiit ten bod
dosadime do diferencidlnej rovnice a dostaneme y'(0,0l):—%~—0,00333333. V tomto bode

teda funkcia trochu klesd (konkrétne rychlostou —0,00333333y na jeden x). Po x=0,02 teda
klesne o 0,01.(—0,00333333)=—0,00003333 . Hodnotu funkcie pre x=0,02 teda odhadneme na
3—0,00003333~2,99996667 . A takto mdzeme pokracovaf dalej. Hodnota derivicie v bode

[0,02;2,99996667] bude priblizne y'(0,02)=—gisa=—~—0,00666674 , takze hodnota funkcie

v x=0,03 bude 2,99996667 —0,01.0,00666674 ~2,9999 .

Priblizne v tejto faze by vds mohlo prestaf bavif draf kalkulacku tym, Ze opakujete stile ten
isty postup a siahnuf po ndstroji, ktory by to pocital za vas. Ti, ¢o vedia programovat, by uZ mohli
zacaf pisaf nejaky program, tym, ¢o nevedia, ostdva pouzif tabulkovy kalkulator.

Zaineme tak, Ze si do bunky A1 vloZime hodnotu 0,01 a nazveme ju krok. To sa ndm
bude hodif, keby sme v buduicnosti chceli s touto hodnotou experimentovat — napriklad zisfovat, ako
sa meni presnost metddy v zdvislosti od kroku. Toto ivodné nastavenie mozete vidief na obrazku 2.
Nézov bunky menite tam, kde je to na obrdzku zakrizkované.*

v & 2 = |[oo

= | B | C

G,Gll

Obrazok 2: Nastavenie kroku

Vypocet bude prebiehat v troch stipcoch. V druhom a trefom si budeme ukladaf aktualne
suradnice x a y, v prvom z nich budeme pocitat hodnotu y'. V prvom vypoctovom riadku teda
nastavime x a y na 0 a 3 a y' nechdme prazdnu. Tento stav mdZete vidief na obrazku 3.

A | » | |

1 0,01

Obréizok 3: Uvodné nastavenia

W

Bod [0;3] sme dosadili do diferenciélnej rovnice.

4 Pri vytvérani tejto lekcie sme pouzili tabulkovy kalkuldtor Calc z baliku LibreOffice. Ak pouZivate iny tabulkovy
kalkuldtor (napriklad od Googlu alebo od Microsoftu), pravdepodobne poskytuje rovnakd funkcionalitu aj ked
vizualne mo6zu veci vyzeraf trochu odlisne.



Vo vypoctoch teraz budeme pokraCovaf tak, Ze v kazdom riadku najprv vypocitame
z predoSlého riadku hodnotu deriviacie a potom s jej pomocou vypocitame hodnotu funkcie pre
dalSie x. Ak teda ideme pocitat hodnotu derivicie v bunke A5, vloZime do bunky vzorec
=- (B4/C4), pretoZe v bunke B4 mdame stard hodnotu x, v bunke C4 mame stari hodnotu y

a diferencialna rovnica, ktord rieSime, nam hovori, Ze y’z—x;. Stav bude podobny, ako na
obrazku 4. ‘
| B | c |
E 0,01
2
3 y' X y
41) | o 3
=-(B4/C4)|

Obrazok 4: Vypocet derivicie

Novu hodnotu x vypocitame jednoducho — zvic¢sime predosla hodnotu o &islo, ktoré sme si

ulozili do kolénky krok. Vzorec pre B5 teda bude =B4+krok. Situdciu mdzete vidief na
obrazku 5.

1 0,01

B y X y
+ 1) L g 3
0 =B4+krok|

Obrazok 5: Nova hodnota x

KedZe hodnota y' nam povie, o kolko sa zmeni y, ak sa x zmeni o jedna, tak zmena x

o krok sposobi, Ze y sazmeni o y'.Kkrok. Patri¢ny vzorec pre C5 bude teda =C4+A5*krok.
Pozrietf sa moZete na obrazku 6.

1 0,01

3 y' X y
7B) of 3

0l 0,01 =C4+A5*krok|

Obrazok 6: Nova hodnota y

Vyhoda toho, Ze pouzivame tabulkovy kalkulator je v tom, Ze ked sprdvne vyplnime tento
jeden riadok, netreba uZ ruéne vypliaf d'alsie — staéi jednoduchy trik a vyplnia sa spravne samy.
Staci vyznacif mySou naraz vSetky tri vzorce v piatom riadku a potom fahaf za maly Cierny Stvorcek
smerom nadol. (Pozri obrdazok 7.) Vzorce sa tak prekopiruji do nizSich riadkov, ale pri tej
prileZitosti sa spravne zmenia, takZe napriklad vzorec z bunky C6 sa nebude odvoldvat na bunky
C4 a A5,alenabunky C5 a AG6.
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Obrazok 7: Vybraf a tahat

w

Ked to potiahnete, dozviete sa dost presne, ako sa bude funkcia vyvijat. KedZe krok je
relativne maly, ak chcete zistif hodnoty funkcie aspofi na intervale (0;3), budete potrebovat 300
riadkov. Vysledok mozete vidief na obrazku 8. Na obrazku je vidno, Ze pri takomto postupnom

aproximovani vznikla drobna chyba. Funkcia nenadobudla hodnotu O pre x=3, ale az kusok
neskor.
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Obrizok 8: Riesenie diferencidlnej rovnice

3.5

Zostava uz len dodaf, Ze tato metdda sa vold podla svojho objavitela Eulerova.

Uloha 10: Graf funkcie sme prestali kreslif tak, aby sme dostali pekny obrazok. Aké vysledky bude

Eulerova metéda ddvaf pre x vicsie, ako 3? Nakreslite si graf. Preco to robi to, o to
robi?

Uloha 11: N4jdite pomocou Eulerovej metédy rieSenie diferencidlnej rovnice y’Z—%, ktoré

prechddza bodom [2;2] . Porovnajte ho s tym rieSenim tlohy 9, ktoré prechiddza bodom
[2;2] . O koIko sa li§ia hodnoty pre x=4 ?



Predstavte si, Ze mate drevend kocku so stranou 10cm, ktord vazi pol kila (a teda ma
hustotu 0=0,5kg/l ). Td kocku ponorite do vody tak, Ze budd tréaf iba horné dva centimetre
a potom ju pustite. Ako sa bude kocka pohybovat?

Této uloha vyZzaduje dve veci. V prvom rade bude treba vypocitat silu, ktord na kocku
posobi, ked je ponorend v nejakej konkrétnej hibke h . (Toto h nam bude hovorit, ako vysoko nad
hladinou je stred kocky. Ak sme teda kocku potlacili do vody tak, Ze tr¢ia von len dva centimetre,
stred kocky je 3 centimetre pod hladinou a teda h=-0,03.) T4 sila, ktord na kocku posobi, sa
skladd z dvoch zloZiek. Jedna je gravita¢nd. T4 fahd kocku dole a m4a velkost —0,5.g, kde g je
gravitacné zrychlenie, 0,5 je pol kila, ktoré ta kocka vaZzi a to minus hovori, Ze sila pdsobi smerom
dole. Na zemi teda této sila bude asi 5N . Druhd zloZzka je vztlak. Podla Archimedovho zdkona je
tato sila rovnako velkd, ako tiaz kvapaliny s rovnakym objemom, ako je ponorend cCast kocky.
Objem ponorenej Casti (v metroch kubickych) bude 0,1.0,1.(0,05+h). KedZe hustota vody je
1000kg/m® , hmotnost vody s rovnakym objemom bude 1000.0,1.0,1.(0,05—h)=10(0,05—h) =
0,5—10h kilogramu. A tiaz tej vody bude g -krat tol'ko, ¢ize pri pozemskej gravitacii 5—100h N .
Ked sa tieto dve sily s¢itajd, dostaneme presne —100h Newtonov. To minus znova hovori, Ze ak
bude h kladné, sila bude pdsobif smerom dole a ak bude h zdporné, sila bude posobif smerom
hore.

Druhé vec, ktortd potrebujeme vedief, je Newtonov zdkon sily. Ten hovori, Ze azg , teda

v preklade do slovenciny: ,,Teleso bude zrychlovaf tym viac, ¢im silnejSie na neho budete tlacit, ale
vagon roztlacite fazSie, ako karu.“ Okrem toho si treba uvedomif, Ze zrychlenie hovori, ako rychlo
sa meni rychlost (teda je to derivécia rychlosti) a rychlost hovori, ako rychlo sa meni poloha (teda je
to derivdcia polohy). Zrychlenie je teda druhd derivicia polohy, v naSom pripade h .

Ndm ide o to, aby sme nasli funkciu h(t), ktord ndm povie, ako hlboko bude kocka

ponorend v Case t. Ked dame dokopy to, o sme povedali v predoslych dvoch odsekoch,
—100h(t)

05 - Mame

dostaneme, Ze zrychlenie (teda h' ( t) ) je to isté, ako sila deleno hmotnost, teda

teda diferencidlnu rovnicu
h''(t)=—200h(t)

O funkcii h(t) eSte navySe vieme nejaké okrajové podmienky. Jednak vieme, Ze na zaciatku je
h(0)=-0,03 , pretoZe sme kocku potlacili do vody tak, Ze stred je 3 centimetre pod hladinou a Ze
h'(0)=0, pretoZe derivdcia polohy je rychlost a na za¢iatku sa kocka nehybe (rychlost je nulov4),
pretoZe ju drzime.

Této diferencidlna rovnica sa od vSetkych, s ktorymi sme sa doteraz stretli, v jednom detaile
1iSi. Doteraz v naSich rovniciach vystupovala vZdy iba prvd derivdcia a v tejto vystupuje druha
derivécia. Takato rovnica sa nazyva diferencidlna rovnica druhého rddu. Predstavuje to pre nds
problém, nastastie nie neprekonatelny a Eulerovu metédu budeme moct uspeSne pouZif aj tu. Druhd
derivécia ndm totiZ hovori, ako rychlo sa meni prva derivicia. V kazdom riadku teda budeme najprv
pocitat nova hodnotu druhej derivacie tak, ako ndm hovori diferencidlna rovnica, potom s jej
pomocou vypocitame novd hodnotu prvej derivicie a potom konecne pomocou prvej derivicie
vypocitame novid hodnotu h. Pociato¢né hodnoty polohy kocky aj prvej derivicie nastastie
pozndme.

Uloha 12: Pokiiste sa pomocou uvedenych veci a tabulkového kalkuldtora vypocitat, ako sa bude
kocka pohybovat pocas prvej sekundy (pri kroku 0,01 sekundy). Ak by sa vam vel'mi
nedarilo, mdZete pouzif ndpovedu, ktord je na obrazku 9, ale najprv to skuste bez toho.



' 0,01

; h" h' t h
] 0 0 -0,03
: =-200*D4|  =B4+dt*A5 =C4-+dt =D4+dt*B5

Obrazok 9: Ndpoveda k 12. tilohe

Uloha 13: Ak ste pocitali sprdvne, vySla vam periodicka funkcia. Aka je jej amplitida? Ak4 je jej
peridda? Kolkokrét je td peridda mensia, neZ peridda podobnych funkcii, ktoré poznate?
Ako toto ¢islo moze suvisief s tou konStantou 200 z diferencidlnej rovnice? Uhddnite
pomocou odpovedi na tieto otdzky funkciu, ktord je rieSenim tejto diferencidlnej rovnice
a vyskusajte, ¢i je naozaj rieSenim.

Posledny trik na rieSenie diferencidlnych rovnic, o ktorom si v tejto kapitole povieme, sa
nazyva metdda separdcie premennych a vymyslel ju sldvny franctizsky matematik Joseph Fourier.
Predvedieme ju na tplne prvej diferencidlnej rovnici, ktord sme kedy riesSili, na rovnici popisujuce;j
rddioaktivny rozpad. PouZijeme tdto formu:

dn
—=—kn
dt
V rovnici sa vyskytuji dve premenné n a t. (To k nie je premennd, ale konStanta, ktord
prislicha danému nestabilnému izotopu.) Prvy krok je upravif rovnicu tak, aby sme na kazdej strane
rovnosti mali iba jednu premennd’, pricom hodnotami dn a dt by sa nemalo delif. V naSom
pripade tomuto popisu vyhovuje napriklad tvar

n__ . de
n

Teraz sa bude treba nejako zbavif tych d -Cok. A tak pouZijeme jediny tkon, pri ktorom nidm
d -¢ka spolahlivo zmizli — obe strany zintegrujeme. Dostaneme tak rovnost

%:f—k.dt

Vieme, Ze integral z %.dn je In|n|+c, (spometime 10. kapitolu) a integrdl z —k.dt je —kt+c,.

Jednotlivé aditivne konStanty sme rozliSili koeficientami. Po zintegrovani teda dostdvame

5 Toto sa nemusi daf vZdy. Diferencidlne rovnice, pri ktorych sa to d4, sa nazyvaji separovatelné.
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In|n|+c,=—kt+c,

Z tejto rovnosti ndm staci vypocital n a budeme vedief, kolko molekul daného izotopu budeme
mat v ¢ase t .
V prvom rade si presunieme vSetky aditivne konStanty vpravo. Dostaneme

In|n|=—kt+c,—c,

Hodnota c¢,—c; bude tiez konStanta, mdZeme si ju teda nahradif jednym pismenkom c . Mame
teda rovnicu

In|n|=—kt+c

KedZe chceme vypocitat n, potrebujeme sa zbavif toho logaritmu. KedZe sa uvedené vyrazy
rovnajud, budu sa rovnaft aj vyrazy

In|n| _ _—kt+c
=e

Cize

C

In|l=e™.e

Z fyzikdlnej podstaty veci vieme, Zze n je kladné Cislo, takZe ta absoldtna hodnota je tam len na
ozdobu. Keby sme ale chceli ndjst vSetky funkcie, ktoré nasej diferencidlnej rovnici vyhovuju, tak
by sme museli pripustif aj ziporné moznosti. Ci uZ tak, alebo tak, vieme, 7e |n|=+1.n pricom +1
alebo —1 volime podra toho, ¢ije to n kladné, alebo zdporné.® Z toho dostaneme

a teda

C

e
n=e .—

+1

Vieme, Ze e° je nejakd kladnd konStanta. A ked ju vydelime plus alebo minus jednotkou,
dostaneme nejaku ind, aj ked’ nie nutne kladnd konStantu. Td si pri troche drzosti mdéZeme znovu
oznacif ¢, aj ked mdme na vedomi, Ze je to iné c, ako pred chvilou. VSeobecné rieSenie naSej
diferenciélnej rovnice teda bude

—kt
n=c.e

Ked este naviac dostaneme zadand okrajovd podmienku, Ze n(0)=6.10", tak po dosadeni tejto

hodnoty do vysledku dostaneme 6.10%=c.e*® 2z Coho plynie, Ze =6.10" (pretoZe

e ¥°=¢"=1 ). Funkcia, ktor spliia aj okrajovii podmienku, bude teda n=6.10%.e7".

6 Toto je trochu rychly uzdver. Nijak sme nevylucili moZnost, Ze to, ¢i zvolime +1 alebo —1 bude zavisief od ¢ .
To by ale nasa funkcia musela byt nespojita a teda by sa nedala vSade derivovat.
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Uloha 14: Skiste metédou separacie premennych vyrieSit diferencidlnu rovnicu y':—iy To je ta

diferencidlna rovnica, kde vysli tie kruznice. Mali by ste teda (podla ulohy 8) dostat
funkcie y:i\/ c—x* . (Ak ste nedostali vo vysledku Ziadne c , tak ste na niec¢o zabudli.)

Uloha 15: Skiste rovnakou metédou vyriesit diferencidlne rovnice y'=—<, y'=% a y':%.

X y
Nechajte si nejakym softvérom nakreslif grafy vysledkov (a namiesto ¢ vo vaSom
vysledku skuste dosadif kladné aj zaporné hodnoty). Je zaujimavé, Ze také malé zmeny
v diferencidlnej rovnici vedud k takym velkym zmendm v povahe vyslednych funkcii.
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