18. kapitola — spravy

Uloha5a6
RieSime rovnicu
n, i
? =n,e
Obe strany vydelime n, a ¢ " prepiSeme na ﬁ :
1_1
7T
e=2
Zlogaritmujeme:
kt=In2
In2
t=—=>
k

V pripade toho uhlika C dostaneme tzmm 5728 rokov.

Uloha 7

Koncentrécia nestabilného uhlika poklesla na 0,6672 ndsobok povodnej. To znamena, Ze
0,6672ny=nge """
O 6672 — e70,000121t
In0,6672=-0,000121¢

In 0,6672
=————~3344
~0,000121 3344 rokov

2016 —3344=—1328 , takze to bude doska z ¢ias Tutanchamona. '

Ak pri latke nepozndme pravdepodobnost rozpadu k , ale dobu polpremeny, nie je problém

si k vypocitaf. Z predoslej dlohy vieme, Ze k zlnTZ . Rovnica potom bude vyzeraf takto:
_In2
0,6672=¢ 57
In2

1 72=—
n 0,66 =78 t
—In0,6672
=——>——.5728
In2
Keby niekto potreboval vSeobecny vzorec, z posledného vysledku ho jednoducho uhéddne.
Uloha 8
1 1 _
Ak y=+Vc—x’=%(c—x*)?, tak y'=il(c—x2) 2 (=2x)= X - X
2 +Ve—x y

1 Pozrite https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_pharaohs
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Smerové pole dané diferencidlnou rovnicou y'=—-" vyzerd tak, ako na obrazku 1.
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Obrazok 1: Smerové pole

. . . A 1 . 1 . . .
Po chvili pozerania v lom moéZete uvidiet funkciu y=-a po dalsej chvili pozerania aj

ostatné funkcie tvaru y=§ . Ak bude ¢ zdporné, dostaneme grafy, ktoré si v druhom a Stvrtom
kvadrante. A skutoCne, ak y:§ , tak y'Z—%Z—%.
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Ked nechame Eulerovou metdédou pocitaf tabulkovy kalkuldtor nejaké dalSie Cleny, situdcia
sa vyvinie tak, ako moZete vidief na obrdazku 2. Graf vyzerd ako kruZnica az po x=3. Potom
preskoci niekde pod os x a znovu sa po nejakej inej kruznici blizi k osi x . Potom opét nasleduje
preskok na opacnd stranu osi x atd. Medzi hodnotami x=3,41 a x=3,42 sa zmeni hodnota
funkcie z 0,00498 na —6,84363 takZe sa pokracovanie grafu dostalo iplne mimo nésho obrazka.
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Obrazok 2: Pokracovanie Eulerovej metédy

Preco sa takito vec deje? Staci sa pozrief na vypis vypocitanych hodn6t z inkriminovane]
skakajucej oblasti:

E -6,71729364 2,99 0,376458109
20¢) -7,94245078 3 0,297033601
05| -10,0998674 3,01 0,196034927
305 -15,3544067 3,02 0,042490859
307 -71,0741099 3,03 -0,66825024
a08| 4,534229577 3,04 -0,62290794
=0 4,880335901 3,05 -0,57410458
0 5,312620874 3,06 -0,52097838
sn 5,87356432 3,07 -0,46224273
12 6,641532214 3,08 -0,39582741
3 7,78116906 3,09 -0,31801572
=14 9,716500809 3,1 -0,22085071
£14,03663123 3,11 -0,0804844
216) 38,64102881 3,12 0,305925889
217, -10,1985485 3,13 0,203940404
28| -15,3476209 3,14 0,050464195
29| -62,2223337 3,15 -0,57175914
30 5,509312877 3,16 -0,51666601
321/ 6,116136775 3,17 -0,45550464
32| 6,959314325 3,18 -0,3859115

Obrazok 3: Skéactice hodnoty funkcie
. v v v . sz . . —X 2 v v svve
Pripomenime, Ze nasa diferencidlna rovnica je y' = Znamena to, ze ¢im blizsie bude graf

k osi x, tym bude y menSie. Ked delime ¢islom, ktoré je blizko nuly, vychddzaji ndm velké
Cisla. Takze bude vychadzatf velkd derivacia. T4 aj po vyndsobenim malickym krokom sposobi
velky skok. To sposobuje, Ze funkcia neskonéi tam, kde jej konci defini¢ny obor, ale Eulerova



metdda preskoci z jedného rieSenia (v tomto pripade jednej kruznice) na iné. A potom sa znovu
bude po kruznici pribliZovat k nule.

Uloha 13

Vyska stredu kocky sa bude menif tak, ako moZete vidief na obrazku 4.
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Obréazok 4: Pohyb drevenej kocky vo vode

Kocka kmitd od —3cm po 3cm a jeden kmit trvd priblizne 0,44 s. Dostali sme teda

funkciu y=—0,03 cos (% x) . Aby sme totiZ periédu sinusu zmensili na 0,44 , potrebujeme x
vyndsobif ¢islom % . Ked totiz budeme pocitat hodnotu funkcie pre x=0,44 tak dostaneme

—0,03cos(2m) (lebo to 0,44 sa nam vykrédti) takZe sme presne o periédu dalej oproti
—0,03cos(0) .

Cislo % je rovné priblizne 14,28 , takze peridda naSej funkcie je priblizne 14,28 -krat

kratSia, ako peridda sinusu. Sugestivne poloZend otdzka v zadani naznacuje, Ze toto Cislo by malo

nejako stvisief s ¢islom 200. A skutoéne — je relativne nedaleko od &isla /200~14,14 . (Rozhodne

[IPTION ., . AN 2 o, . L. . .
najblizsie z cisel, ktoré moZeme dostaf ako 7“ kde k je Cislo s dvoma desatinnymi miestami.)

Kandidat na rieSenie nasej diferencidlnej rovnice je teda funkcia y=-0,03 cos (V200 x)

Ked7e sa jednd o zlozenid funkciu, jej derivacia bude y'=0,03sin(/200x).4/200 . Druhd
derivdcia bude y''=0,03cos(v200x).v200.4200=—200y takZe nasa funkcia je rieSenim
zadanej diferencidlnej rovnice. NaSa funkcia md v nule hodnotu —0,03 a nulovd derivéiciu, takze
sedia aj okrajové podmienky.

Uloha 14 a 15
Diferencidlnu rovnicu y'=— X; si prepiSeme do tvaru
&y__x
dx vy
odseparujeme premenné
ydy=—xdx
a moZeme integrovat
f ydy= f —xdx
2 X
y? +C 1= ? + C,

Vyndsobime dvomi, vSetky konStantné vyrazy prestahujeme na pravi Cast rovnice, spojime do
jednej konStanty a dostaneme

2_ 2
y =c—x



Z toho uz vidime, Ze

y:i\/c—x2

Zadania z dlohy 18 vyrieSime bez podrobnejSieho komentara:

dy__y
dx X
dy __dx
y X
dy ¢ _dx
R

In|y|=c—In|x|

eln|y|:ecfln|x\

yl=%
x|
:£
y X

V poslednom kroku sme sa zbavili absolitnych hodndt rovnakym trikom, ako ked sme
v kapitole riesili diferencidlnu rovnicu radioaktivneho rozpadu.
Rovnica

dy

X
Xy
sa rieSi uplne rovnako, ako rovnica z tlohy 17 az na to, Ze z rieSenia musite poskrtaf vSetky minusy
(Skrtate ich zvislo nadol, takZe tam vSade bude plus). Nakoniec dospejete k rieSeniu y::x/ c+x’.

Tieto funkcie maji ako graf hyperbolu.
Diferencidlna rovnica

dy _y

dx  x
sa bude riesif rovnako, ako prva rovnica tlohy 18, az kym nedospejete do stavu

In|y|=c+In|x|
Z. toho potom dostanete

c+lnlx

eln\y\:e
METPY
y=cx

Je zaujimavé, Ze staci tak mdlo zmenif diferencidlnu rovnicu a vyjdud také odliSné funkcie.



Na zaver komentdarov sa este na chvilu vrafme k diferencidlnej rovnici y'=ky, ktorou sa
celé toto naSe rozpravanie o diferencidlnych rovniciach zacalo. Jej interpretiacia v pripade
zaporného k bola ,,&im je toho viac, tym rychlejSie to ubdda®, v pripade kladného k sa rovnica da
preformulovat do podoby ,,éim je toho viac, tym rychlejSie to pribida®. Rovnica ma vSeobecné

riesenie y=ce" | ktoré hovori, ako presne dand vec ubida (v pripade zdporného k) alebo pribida
(v pripade kladného k). Zatial sme spomenuli iba nestabilné izotopy a penu na pive. Spomeiime
eSte niekolko d’alSich zaujimavych veci, ktoré sa spravaji podra tejto diferencidlnej rovnice.?
Peniaze v banke. Cim viac ich mdte, tym je v4&3{ trok a teda tym rychlejsie pribudaji. Ak
je urok dve percentd, znamend to, Ze po jednom roku mate mat 1,02 ndsobok pdvodnej sumy, Cize
s.efl= 1,02s , z ¢oho priamo dostanete, Ze k=In1,02~0,0198 . Sprdvne by ste teda po pol roku
mali maf s """ ~5.1,00995 . Nepribudlo vam teda jedno percento, ale iba 0,995 %. (To, Ze
¢islo e sa prvykrat v histérii objavuje v stvislosti s tvahami o trokoch, sme uz spominali.)
rychlejSie. Dajme tomu, Ze niekoho zamordovali v chladiacom boxe so stabilnou teplotou —20 C
a ndjdend mftvola mala o 0smej rdno teplotu 12°C a o pol deviatej 4 C. Zvolme si t=0h

o 0smej rdno. Vieme, Ze rozdiel oproti okolitej teplote sa sprdva podla funkcie T=c.e" Dalej
vieme, Ze v Case t=0 bol ten rozdiel 32°C, z ¢oho sa dozvieme, Ze ¢=32. O pol deviatej bol
rozdiel oproti okolitej teplote 24 C , takze 24=32.¢""°, z ¢oho dostaneme, Ze k .0,5=ln(24/ 32)
a teda, Ze k~—0,575. Teda vieme, Ze funkcia popisujica tepelny rozdiel tela oproti prostrediu je
T=32.e "' . Ak teda chceme zistif, kedy sa priblizne vrazda stala, potrebujeme zistif, kedy mala
obef teplotu 36,5 C teda T=56,5C . To ale zistime jednoducho. Musi plati 56,5=32.¢ >,
teda —0,575t= ln(56,5/ 32) z ¢oho dostaneme, 7Ze t~0,9887 , Cize vrazda sa udiala okolo siedme;j.
Pripominame, Ze dve merania bolo treba spravif preto, lebo v§eobecnd rovnica mé az dva parametre
a oba by sa z jedného merania urcit nedali.

RozmnoZovanie organizmov pri neobmedzenych zdrojoch. Cim je baktérii v Petriho
miske viac, tym sa rychlejSie rozmnozuju. Tento exponencidlny rast pred nejakym casom vydesil
Thomasa Roberta Malthusa, ktory sa ako socioldg eSte zaciatkom 19. storocia obdval, Ze sa Tudstvo
premnoZi a katastrofa je neodvratnd. NaStastie sa v pripade obmedzenych zdrojov Zivé organizmy
spravajt viac podla diferencidlnej rovnice y'=ky(m—y),kde m je maximdlna moZnd udrZatelna
populdcia. (Této rovnica navySe oproti povodnej hovori, Ze mnoZenie sa spomaluje tym viac, ¢im
blizsie sa populédcia k hranici nachddza.) Pre vlastny pokoj duse si mdzete tito rovnicu vyrieSif

a pozrief sa, aky ma vysledok graf. k a m si zvolte nejaké konkrétne Cisla. Pri pocitani sa vdm
bude hodif fakt, ze m :1/7m +ri/—_"; pretoZe ten tvar vpravo sa lepSie integruje.

Rychlost chemickej reakcie. Cim je litky, ktord moZe eite reagovaf menej, tym pomalsie
reakcia prebieha.

Atmosféricky tlak v zavislosti od vysky. Toto bude treba vysvetlif podrobnejsie. Vieme, Ze
tlak v danej vyske je vlastne tiaZ celého vzduchového stipca nad tymto miestom. Dalej vieme, Ze
podla Boylovho zdkona je hustota plynu pri danej teplote priamo umernd tlaku. Nech hustotu
vzduchu vo vyske h opisuje funkcia o(h) a tlak v tej vyske funkcia p(h). Podla Boylovho

zdkona teda plati o(h)=a.p(h). Aby sme vypoditali tiaz celého vzduchového stipca, musime

vypocitat g{ o(h) , ¢o je to isté, ako p,—g [ o(h) kde p, je tlak na hladine mora. (Preco?)

Dostavame teda, 7e plati p(h)=p,—g[ e(h)=p,—g[a.p(h). Ked obe strany tejto rovnosti

zderivujeme, dostaneme p'(h)=—g.a.p(h)=k.p(h). To znamend, 7e aj tlak v zavislosti od
vysky spliia naSu stard znamu diferencidlnu rovnicu a tym padom exponencidlne klesa, pretoze k

.....
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je zaporné. Ked teda vieme, Ze tlak na hladine mora je 1010hPa a tlak vo vyske 3000m je
701 hPa , hovori ndm to, Ze 1010=c.e"" a teda ¢=1010 a dalej 701=1010.e"**® z oho sa
dozvieme, ze k~-0,0001217 . Tlak bude maf teda v zdvislosti na vyske hodnotu 1010, e *°"?!7"
Ked teda chceme vediet, aky atmosféricky tlak je na Mount Evereste, dosadime za vySku 8848m a
dostaneme priblizne 344 hPa . Oproti tlaku na hladine mora je to zhruba tretina. Ziaden div, Ze si
tam horolezci nosia kyslik. Skor je zvlaStne, Ze tam niektori boli aj bez kyslika. Rovnako ak by sme
chceli vypocitat atmosféricky tlak vo vyske 400km (priblizne v takej vySke obieha Zem ISS),
dosadime za vySku 400000m a dostaneme tlak 0,0000000000000000000014 hPa . Nieto divu, Ze
uz tam ta ISS Ziadne trenie vzduchu nebrzdi.
Jednou diferencidlnou rovnicou sa dé pocitat naozaj mnoho roéznych veci.
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