12. kapitola — spravy

Uloha 2 a7 4

Posledny vyraz, ku ktorému sme sa pri ipravich dostali, sa d4 obyCajnym vynatim pred
zatvorku upravif na

lirng(x+dx)f(x+dx)_f(x)+lim f(x>g(x+dx)—g(x)

dx=0 dx x>0 dx

limg(x+dx).lim f(x+dx)—f(x) + f(x).lim g(x+dx)—g(x)

dx=0 dx=0 dx dx=0 dx

Ak predpokladdme, Ze funkcie f a g maji v bode x deriviciu, tak druhd a tretia limita

z posledného vyrazu su presne derivacie funkcii f a g. Okrem toho, v komentari k druhej dlohe

desiatej kapitoly sme ukdzali, Ze ak m4 funkcia v nejakom bode derivéciu, tak je tam aj spojitd. Pre

funkciu g teda bude platif lim g(x+dx)=g(x). TakZe derivicia funkcie f(x).g(x) bude
dx=0

f'(x).g(x)+f(x).g'(x). Okrem predpokladu, ze funkcie f a g maji derivicie sme ni¢ iné
nepotrebovali, pretoZze spojitost funkcie g je toho dosledkom.

Ked podla tohto vzfahu zderivujeme x°.x*, dostaneme 3x*.x*+x>.4x°> teda
3x%+4x°=7x°, ako sme odakdvali.

O tom, ako sa tento vzfah da vyuZif, je cely zvySok tejto kapitoly.

Uloha 5
a) (x*.sinx)'=2x.sin x+ X" cosx
b) (x.lnx)':1.lnx+x.§:lnx+1
c) (lnx.cosx)’2%.cosx+lnx.(—sinx)zcoxﬁ—lnx.sinx
d) (x*.Inx.sinx)'=((x*.Inx).sinx)'=(x*.Inx)".sin x+ x> Inx.cos x=

21 . 2. . . 2
=(2x.Inx+x ;).51nx+x In x.cosx=2 xIn x sin x+Xx sin x+ X" In x cos x

Uloha nerobila problémy. Vi&sinou sa tu diali iba beZné algebraické chyby (niekto vymenil
plus za krét, niekto najprv zderivoval obe funkcie a potom nezderivoval nic€).

Uloha 6
Opit sa odvolame na komentéar k dlohe 2 z kapitoly 10, kde sme zistili derivaciu funkcie

1| _—f'(x)
)=

.S tymto poznatkom moZeme smelo derivovat:

=F (). (). 4= ) L) a2t

"glx) (x)  glx)  g'lx) g'(x)

A mame do zbierky d’al$i uzito¢ny vzorec.



Uloha 7

, l.x—lnx.l
X _1-Inx
- 2 - 2

X X

In x
X

a)
b) Najprv pripomeiime, Ze % je x, takze derivacia by mala vyjst 1. Komu nevysla, nech
hladd chybu.
()(3 '_3x2.x2—x3.2x_3x4—2x4_x7_1
Xz - (XZ)Z - X4 - X4 -
o) (1gx)'=[3}
Z tejto fazy sa dalo pohnif viacerymi smermi. Cudia si bud’ spomenuli, Ze pre kazdé x sa
1

2
COos X
1+tg” x . Oba vysledky st spravne (pretoZe je to td istd funkcia, len zapisand r6znymi spdsobmi).

__C0S X.Cosx—sin x.(—sin x) __cos’x+sin’x

2 2
Cos x Cos x

sin’x+cos’x=1 a vySiel im vysledok alebo cely Citatel zlomku vydelili cos’x a vy$lo im

COS X
sin x

' (—sinx).sinx—cosx.cosx _ —sin’ x—cos’x

To sa opit da upravif bud na 51;21 N

d) (cotgx)'=

sin® x sin’x
alebona —1—cotg’x

Uloha 9

Ak pri metéde per partes zvolime f' a g opacne, ako v predoslej ukazke, dopadne to
takto:
f'=x g=sinx 2 g
fx.sinxdx= e , =—.sinx—f—cosxdx
f=5 g'=cosx| 2 2
2
O integrali f X?COS xdx niektorf Tudia tvrdili, Ze sa pocita zlozitejSie, neZ povodny (a mali
pravdu), niektori vyhlésili, Ze sa nedd vypocitat. On sa ale vypocitat di. Dokonca metédou per
partes:

2
r— X 2
=cosx (=% . .
f 9=73 :%.smx—fx.smxdx

2
fx—cosxdx:
f=sinx g'=x

2

Teraz by sme mohli vypocitat integral fx.sinxdx spOsobom uvedenym v Kkapitole

a vyhrali by sme. Ale pocitaf integral fx. sin xdx obchadzkou cez integral f%zcos xdx a zase
spif, je samozrejme zbyto¢nd robota.

Mimochodom — ¢o dostanete, ked dosadite to, co ndm vyslo pri pocitani f);cos xdx
naspif do integrdlu v prvom riadku vypoctu?

Uloha 10

f'=cosx g=x
f=sinx g'=1
= x.sin x+cos x+c¢

a) fx.cosxdxz :x.sinx—fsinx.ldxzx.sinx—(—cosx)+c=

f'=sinx g=x’

b) 2 sinx dx=
fx.smx X f=—cosx g'=2x

2.
=—X cosx—f —2x.cosxdx=

2.
=—Xx cosx+2f X.cos x dx



V tomto Stadiu su dve mozZnosti pokra¢ovania. Bud integrél f x.cosxdx vypocitat
pomocou d’alSieho per partes, alebo si v§imnuf, Ze uz ste ho vypocitali ako ulohu a). RieSenie tlohy
teda bude —x*.cosx+2(x.sinx+cosx+c)=—x".cosx+2x.sinx+2.cosx+c (VSimnite si, Ze
namiesto 2c¢ sme do vysledku napisali opéf c , pretoZe ak bola konStanta ¢, tak bude aj 2c¢ . T4
konStanta za znamienkom rovnosti je ale dvakrat viacsia, nez ta pred nim.)

Na ukaZzku este vysledok zderivujeme, nech je vidno, ako sa tam vSetko krdsne navzdjom
zlikviduje. Dostaneme:
=2 X.COSX—XZ'(—SinX)+2 X.C0s X+2.sin x—2.sinx=x"sin x

c) V tejto ulohe bolo treba najprv urobif pod integralom sucin, nech mame ako robif per

partes. Ludia to skuSali viacerymi spdsobmi, ale ako funkény sa ukézal spdsob f 1.Inxdx . Ked
1

sme spravili tento krok, treba zvazif, o zo suc¢inu bude f'. Moznost f'=Inx nie je $tastna volba,
pretoZe na to, aby sme zistili f , by sme museli integrovat Inx a o to sa prave pokisame. Budeme
teda pocitaf takto:

'=1 g=Inx F y
J I 1 :[x.lnx]i—fx.%dx:(e.lne—l.lnl)—f ldx=

X 1 1

jl.lnxdx:
1

=(e.1-1.0)—[x];=e—(e—1)=e—e+1=1

Uloha 12

Této uloha sa tiez dala rieSif viacerymi spdsobmi. Jeden bol zopakovat postup pre kosinus:

. 2 =sin x =sin x . :
fsm xdx= f g’ :—smx.cosx—f —Cos X.sin xdx=
f=—cosx g'=cosx

. 2 . . 2 . . 2
:—smx.cosx+fcos xdx:—smx.cosx+f 1—sin” x dx=-—sin x .cos x+x—f sin” x dx
Z toho dostaneme

. 2 .
2 f sin“xdx=—sinx.cos x+x

—sin x.cos x+x
+c

fsinzxdxz 5

In4d moZnost je takéto:
.2 _ 2 _ 2
f sin xdx—f 1—cos xdx—x—f cos x dx
v 2 v , v, .
Kedze f cos”xdx uZ pozname, staci dosadif a dostaneme:

2 sin x .cos x+Xx 2x—(sin x.cos x+x) X—sin x. cos x
x—| cos"xdx=x— 5 +c= 5 +c= 5 +c

¢ize opéf to, o predtym.
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