9. kapitola — spravy
Pri ¢itani tychto sprav je dobré cely Cas maft pred o¢ami definiciu limity z deviatej kapitoly.

Uloha 3

Na tejto ulohe je pekne vidno, ako definicia limity funguje. Zadand funkcia sa sprava skoro
vSade rovnako, ako funkcia y=x+1, jedinou vynimkou je bod x=2, kde m4 funkcia hodnotu 5.
Jej graf mbzete vidief na obrizku 1.
Napriek tomu, Ze hodnota f(2)=5, tak lim f(x) nebude 5. Ak by to bola pitka, museli by
Xx=>2

sme pre kazdé €>0 ndjst také okolie dvojky, Ze vSetky funkéné hodnoty z tohto okolia budu od
pitky d’aleko maximélne o €. Ked si ale zvolime také €, aké vidite na obrazku, je celkom zrejmé,
Ze sa nam vhodné O vymyslief nepodari. Nech ho totiZ zvolime hocijako, tak v deltovom okoli
dvojky ndjdeme také x , ktorého funk¢énd hodnota bude mensia, ako 3 — sta¢i vybraf hocico z lave]
polovice intervalu. A pre toto x zarucene nebude splnené |f(x)—5|<e . To by sa totiZ ta funkénd
hodnota musela nachadzat v tom epsilonovom pése okolo hodnoty 5, lenze ona je mensia, ako 3.
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Obrézok 1: Cislo 5 nie je limitou Obrézok 2: Cislo 3 je limita
funkcie, ak x -2

Naopak — bude pomerne jednoduché ukazaf, Ze ta limita bude 3. Ako vidno na obrazku 2,
pre kazdé zadané € staci zobraf 0<e a vSetky hodnoty funkcie s vynimkou tej hodnoty v dvojke
sa spolahlivo vojdu do intervalu 3=*¢ . Keby sme to chceli ukdzat formdlnejsie, pouZijeme fakt, Ze
zadand funkcia ma hodnotu y=x+1 vo vSetkych bodoch okrem toho jedného, ktory ndm definicia
limity povoluje vynechaf. V3etky hodnoty funkcie na intervale (2—8;2+8) okrem stredu budd
teda z intervalu (3—0;3+8) a kedZe sme si zvolili §<e, tak tie hodnoty budi aj z intervalu
(3—e;3+¢). To znamend, Ze pre vietky x€(2—9§;2+8) okrem dvojky bude platit |f(x)—3|<e ,
takze lim f(x)=3.

x=2
Ak m4 funkcia v nejakom bode limitu, ale nemé tam hodnotu, alebo je hodnota ind, nez ta

limita, je funkcia v tom bode nespojita. Funkcia, s ktorou sme sa teraz zaoberali, je definovana pre
vSetky redlne Cisla, ale v bode x=2 je nespojita.



Uloha 4

Ku konsStantnym funkcidm sa limita hladd jednoducho — bude platit, Ze limitou v kazdom
bode je priamo td konstanta, teda lim c=c . Skuto¢ne, pre Tubovolné € nie je problém ndjst také

X=X,
okolie bodu X, , aby sa funkénd hodnota na celom intervale (x,—8;x,+9) IiSila od ¢ o menej nez
€ . Ako hodnotu & si moZeme totiZ zvolif Gplne Tubovolné kladné ¢islo. Funkénd hodnota je stéle
c atedasaod ¢ nebude lisif vobec.

Z uvedeného vyplyva, Ze konStantné funkcie st spojité v kazdom bode.
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Obrazok 3: Limita konS§tanty
Keby funkcia v jednom bode b nebola definovand, nezmenilo by sa ni¢. Ked ratame limitu
v tomto bode, definicia ndm umoziuje stred intervalu ignorovat. Keby sme ratali limitu v inom
bode X, zvolili by sme skratka O tak, aby sa v intervale (xo—é;xo+6) bod b nenachédzal.

Ako vy ste zvolili €, ak by ste chceli ukdzat, Ze t4 limita nemdZe byt nieco iné — napriklad
c+0,017?

Uloha 6
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Obrazok 4: 3x+1

Pri tomto priklade sa da l'ahko uhddnut, ak4 bude limita, ak sa bude x bliZif k dvom. (Ano,
bude to 7, y=3x+1 vyzerd byt spojitd funkcia, takZe sta¢i dosadif.) Na to, aby ¢lovek naSiel pre
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zadané € vhodné 0, sa ale bude treba trochu zamyslief. Ked sa pozriete na obrazok 4, je z neho
vidno, ze O by malo byf vyrazne menSie, ako €, pretoZze funkcia y=3x+1 rastie strmo.
Konkrétne ma smernicu 3, takZe &isla f(x;) a f(x,) maju trikrat vi¢siu vzdialenost, ako &isla x,
a X,. To naznaluje, 7e aby sa vietky funk&né hodnoty z intervalu (2—8;2+8) zmestili do
intervalu (7—e¢;7+¢), tak by mala byt & maximélne tretinaz €.

A skuto¢ne, ak zvolime 0<g/3, tak bude platif 38<e . A interval (2—6 ;2+6) sa zobrazi
na interval (3(2—08)+1;3(2+08)+1)=(7—38;7+308) a ten sa bude nachddzaf cely vo vnitri
intervalu (7—¢;7+¢).

Uloha 7

Obrazok 5: Funkcia sgn(x)

ZaujimavejSia Cast tejto dlohy je limita funkcie sgn(x) v nule. Je to totiz dobrd ukdzka
toho, ako to vyzerd, ked niekde funkcia limitu nemd. Problém je totizZ v tom, Ze nech si zvolime
aktkolvek §, tak v intervale (0—§;0+8) zarucene bude aspoil jedno kladné a aspoii jedno
zaporné Cislo a funkcia sgn tam teda bude maf aj hodnotu 1, aj hodnotu —1 . To je ale problém,
pretoZe ak by mala maf t4 funkcia v nule limitu a, tak musime pre kazdé kladné € vedief ndjst
také O, %e vSetky hodnoty funkcie na intervale (0—9;0+d) sa musia vmestif do intervalu

(a—e; a+e) . Stad ale, aby sme museli hfadaf & pre 8:% . Nech by bolo a akékolvek, interval

(a—e;a+e) bude maf dizku 1 a hodnoty 1 a —1 sa do neho naraz nezmestia, lebo ich
vzdialenost je az 2. Takze Ziadne a limitou byt nemdze.

Ulohy 8a 9

Pointa dlohy 8 je podobna ako pri tlohe 7. Lubovolny interval totiZ obsahuje racionélne aj
iraciondlne Cisla, teda Dirichletova funkcia dosiahne na l'ubovolnom intervale hodnoty O aj 1.
Funkcia preto nemo6Ze mat limitu v Ziadnom bode X,. Ak by sme totiZ chceli tvrdif, Ze tam ma

nejakd limitu a, staci zvolif 8:%. Interval (a—e¢;a+e) bude mat dizku % a nech by sme 9§

zvolili T'ubovolne, v intervale (x0—6 s Xt 6) zaruCene ndjdeme aj Cisla, v ktorych bude maf funkcia
hodnotu 0, aj ¢isla, v ktorych bude mat hodnotu 1. A obe tieto hodnoty sa nemdzu zmestif do takého
kratkeho intervalu. Dirichletova funkcia preto nemd limitu v Ziadnom bode.



Funkcia z dlohy 9 vSak na rozdiel od Dirichletovej funkcie limitu v bode 0 m4. Graf tejto
funkcie sa kresli mimoriadne zle, preto je obrazok 6 skutocne iba ilustracny. Ale dobre znazortiuje,
Ze mnoho bodov funkcie bude leZaf na priamke y=x a mnoho bodov bude leZaf na osi x .

Obrazok 6: Limita v bode 0
Z obréazka vidno, Ze ak zvolime O menSie alebo rovné €, tak vSetky funk¢éné hodnoty
z intervalu (0—6;0+6) budu bud 0 (ak je x iraciondlne), alebo x (ak je x raciondlne), tym
padom budu vietky funkéné hodnoty z intervalu (0—98;0+8) a kedZe sme zvolili d<e , tak budd

aj z intervalu (0—g;0+¢) , takZe lim f(x)=0.
x=>0

Ak sa budeme zaoberaf ktorymkol'vek bodom okrem x=0, da sa ukdzaf pomocou rovnake]
finty, ako v predoslej ulohe, Ze tam funkcia limitu maf nebude. T4to funkcia mé teda limitu jedine
vbode x=0. A kedZe je aj limita aj funkénd hodnota v tomto bode 0, je ta funkcia jedine v tomto
bode spojita.

Ulohy 10 a 11

V dlohe 10 si l'ahko vSimneme, Ze ked chceme dosadif ¢islo 3 do funkcie, dostaneme aj
v Citateli aj v menovateli nulu. To je na jednu stranu otrava, na druhd stranu sa z toho da usudif, ze
oba polynémy moZeme pisaf v tvare (x—3) krét nie¢o iné a ked sa zamyslime, alebo vyrieSime
kvadratické rovnice, zistime aj, Ze o to ,,nie€o iné* je. Preto plati

. xX*—x—6 .. (x=3)(x+2) .. x=3 .. x+2
lim = =lim =lim lim
x33 X°—5x+6 x33 (x—3)(x—2) x93 X—3 x23 X—2

V tejto faze niektori ludia vyhlésili, Ze t4 prva limita je 1, zistili, Ze do tej druhej funkcie sa
da ta trojka bez problémov dosadif a tak dosadili a vySlo im, Ze limita je 1. %: 5 . Tento vysledok je

dobre. Vyvstala ale drobnd pochybnost: na rozdelenie zlomku na dva sme vyuzili vetu o sucine.
Prva limita je limita z konStantnej funkcie, ktora nie je v jednom bode definovand (hodnota je vSade

1 okrem x=3) a takéto limity sme vybavili v dlohe 4. Aj to, Ze lim x+2=5 a lim x—2=1 vieme
x=3 x=3

zistit zo suctove] vety a z ulohy 5. Jedina vec, ktorou si nie sme isti, je ten podiel, lebo na podiel
Ziadnu vetu nemame.
Potrebovali by sme skratka nejakd vetu, ktord hovori, Ze ak lim f( x)=a a lim g( x): b,
XX, XX,
f(x)

tak potom lim m:% . Problém je, ze hned uloha 11 hovori o tom, Ze to celkom takto fungovat

X=X,



nebude, lebo lim1=1 a lim x=0, ale nie je pravda, Ze lim l:% . (A] ked sa d4 pomerne rychlo
x=>0 x=0 x>0

zistif, Ze lim% nebude existovat, lebo kazdy interval (0—§;0+8) obsahuje aj &islo, v ktorom je
x>0

funk¢éna hodnota % vicsia, ako 10, aj Cislo, v ktorom je mensSia, ako —10 (preco?) a l'ubovolného

kandiddta na limitu @ nim zrusi, Ze zvolime € menSie ako 1 a do intervalu (a—e;a+e) sa obe
tieto ¢isla nezmestia, lebo ich vzdialenost je vicsia, ako 20.)

V tomto Staddiu som vyhlésil, Ze uvedend veta plati pre vSetky pripady, ked b#0 a povolil
som ju pouzivaf, aj ked sa ddkaz neudial. Ludom, ktori tdzili po dokaze, som sltibil, Ze ich
odkdZzem na zdroj na internete a tak to teraz plnim. Do6kaz ndjdu tu:
http://en.wikibooks.org/wiki/Calculus/Proofs_of_Some_Basic_Limit_Rules RieSia tam sice iba

pripad lim L

ER ale v spojeni so sic¢inovou vetou ndm to uplne ku Stastiu staci.
x=>c

Uloha 12

Uloha 12 predstavuje problém, ktory sme nacali uz v §tvrtej kapitole (pozrite si komentar
k dlohe 8 z tejto kapitoly). Teraz sa ndm ju kone¢ne podarilo uzavriet.

Chceme zistif, ako je to s derivaciou funkcie y=|x| v bode x=0. Ked si tito deriviciu
zapiSeme ako limitu, dostaneme

i 02D [0

dx=0 dX dx=>0 dX

Poslednd funkcia md hodnotu 1 pre kladné dx a —1 pre zdporné dx . O tejto funkcii sme
v dlohe 7 ukazali, Ze limitu nema. Takze ani absolitna hodnota nema v nule derivaciu.

Miso si spomenul, Ze absolutna hodnota nas vtedy zaujimala kvoli tomu, Ze sme hladali,
kedy ddva obycajnd derivdcia a symetrickd derivdcia r6zne hodnoty. (Symetrickd derivdcia bola
vymyslend eSte v prvej lekcii, ked sme potrebovali presnejSie vypocitat rychlost lopticky.) A v§imol
si, Zze keby sme symetricku deriviciu definovali ako

lim f(x+dx)—f(x—dx)
x>0 2dx

tak v pripade derivécie tej absolitnej hodnoty v nule dostaneme

. |0+dx|—|0—dx| . l|dx|—|dx _
}bgr(l) 2dx _cgg(l) 2dx =0

takZe symetricka derivdcia absoldtnej hodnoty v nule je nula.

Mafo si ale vSimol, Ze tymto spdsobom by sme vedeli zderivovaf aj taku hr6zu, ako je
Dirichletova funkcia, pretoZe keby sme napriklad hladali jej symetricku derivaciu v nule, dostali by
sme

lim f(0+dx)—f(0—dx)
dx=0 2dx

V pripade raciondlneho dx by sme v Citateli dostali 1—1 teda O, pretoZe ak je raciondlne dx, je
raciondlne aj —dx . Podobne, ak by bolo dx iraciondlne, v Citateli by sme mali 0—0, teda zase


http://en.wikibooks.org/wiki/Calculus/Proofs_of_Some_Basic_Limit_Rules

nulu. Funkcia, z ktorej ratame limitu je teda pre vSetky dx#0 nulova a teda aj td symetrickda
derivécia bude O .

Podobne sa d4d ukézaf, Ze Dirichletova funkcia ma symetrickd derivaciu v kaZzdom
raciondlnom cisle. (Na ¢om to v iracionédlnych ¢islach zlyha? Poriadne odpovedaf na tito otdzku nie
je uplne jednoduché.)

Vyzerd to teda tak, Ze ak funkcie nemaju deriviciu, eSte stile mdoZzu maf symetricku
derivéciu. Otédzka je, ¢i je obyc€ajné derivécia silnejsi pojem, ako symetrickd — teda Ze ak mé funkcia
obyc¢ajnu deriviciu, ¢i uz potom zarucene ma aj symetrickud a ¢i je td symetrickd vzdy rovnakd. Ako
to uz v matematike byva, ked sme jeden otvoreny problém uzavreli, prirodzene sa otvoril dalsi.
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