6. kapitola
Plocha pod krivkou

V tdvode tohto kurzu sme sa zamySlali nad tym, ako zistif, ako rychlo nejakd veli¢ina
v danom okamihu rastie. V Stvrtej kapitole sme ukdzali metodu, ako sa takdto vec da pocitaf
(dokonca na konci komentdrov ku 4. kapitole sme nasli fintu, ako sa d4 pocitaf extrémne rychlo)
a v piatej kapitole sme zistili, Ze rychlosf rastu a smernica doty¢nice ku grafu je to isté, konkrétne
hodnota dy/dx . Tato hodnota sa nazyva derivacia.

V tejto kapitole sa budeme venovat druhej velkej téme z ndsho doterajSieho rozpravania,
ktora je v istom zmysle opakom predoslej ulohy, teda otdzke, Ze ked vieme, ako rychlo sa nieco
deje, ako zistif, kolko sa toho udialo. Po skusenostiach z druhej a tretej kapitoly vieme, Ze odpoved
bude suvisief s plochou, ktord sa nachddza pod grafom funkcie rychlosti. A o tom, ako tito plochu
efektivne zistovat, bude tato kapitola.

Obsah plochy pod krivkou — the hard way

Budeme pracovaf s cvi¢nou funkciou y=x a budeme sa pokusaf zistif, akd velkd je plocha
pod jej grafom na intervale (0; 1), teda aky je obsah tej vySrafovanej asti na obrazku 1.

y=x’

0 1 X
Obrazok 1: Plocha pod grafom

Predtym, neZ sa nam to podari, ale potrebujeme zistif nejaké predbezné informacie. Najprv

. . , Ly . . . . . _ (n+1).n
pripomenieme zndmy vzfah pre stcet aritmetickej postupnosti 1+2+3+...+(n—1)+ n=-—7>".Na

to, aby sme vedeli vypocitaf Ziadany obsah, ale budeme potrebovaf sicet inej postupnosti,
konkrétne 1°+2°+3°+...+(n—1)’+n’. V tomto pripade sa nejednd o aritmetickd ani o geometrickd
postupnost (pre¢o?) a zndme finty nezaberd. Preto sa budeme musief pozrief po nieCcom novom.
Nasledujuce tri dlohy by mali viest k odhaleniu spravneho vztahu.



Uloha 1: Vypocitajte hodnoty nasledujiicich zlomkov:
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1°+2°43°+4°+45°+6° _
142+3+445+6

Uloha 2: Uhadnite, ako bude vyzeraf vysledok pre vSeobecné n a s pouZzitim vzfahu pre suicet
aritmetickej postupnosti z toho odvodte vzfah pre 1°+2°+3%*+...+(n—1)+n’.

Uloha 3: Ku ndjdenému vzfahu sme pri§li pomocou tzv. inZinierskej indukcie' — teda 7e sme sa
pozreli, ako to funguje pre nejaké malé Cisla a potom sme dufali, Ze to d’alej bude
fungovaf rovnako. Skuste ukdzaf, Ze ndjdeny vzfah bude naozaj fungovat pre kazdé

prirodzené ¢islo n .

1 Nézov ,inzinierska indukcia® pochddza z vtipu, ktory je sicasfou matematického folkléru, v ktorom sa rdzne
profesie pokusaju ukazat, Ze vSetky neparne Cisla vécsie ako jedna st prvocisla:
InZinier: ,,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, d’alej budu.*
Fyzik: ,,3 je prvodislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, 9 je chyba v merani, 11 je prvocislo, ...
Filozof: ,,3 je prvocislo, 5 je prvocislo, 7 je prvocislo, 9 je prvocislo, 11 je prvocislo, ...
Informatik chvilu programuje, potom to spusti a program zacne vypisovat: ,,1 je prvocislo, 1 je prvocislo, 1 je
prvocislo, ... «



Vyzbrojeni spradvnym vzfahom moZeme zacaf pocitaf. Skisime najprv odhad pomocou
schodovej metddy. Rozdelime si interval od O do 1 na desaf rovnakych Casti a na kazdom tseku
prekryjeme oblast najmensim obdiZnikom, ktory ju zakryje.
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Obrizok 2: Odhad plochy pomocou obdiZnikov
Uloha 4: Vypocitajte sucet obsahov tych sivych obdlZnikov.

Uloha 5: A teraz to skiiste vSeobecne. Cely interval si rozdel'te na n Casti, kazd4 bude mat Sirku % .

Napiste si sicet obsahov jednotlivych obdiznikov vedra seba, vyjmite pred zdtvorku o sa
da a pouzite vzfah, ktory ste objavili v ulohe 2.



Ak ste predoslud dlohu doviedli do vitazného konca, malo by vam vyjst, Ze obsah schodov,
n(n+1)(2n+1)
3n’

3 2
2n°+3n°+n

s V tomto momente si

ktoré funkciu pokryvaju, je alebo v rozndsobenom tvare

povieme — Co takto zobraf nejaké naozaj velké n . Napriklad az také velké, Ze %de. V tom

1

pripade by platilo n=—-, takZe obsah pod krivkou by bol

i L+1 £+1 i+i+i
dx \ dx dx . , dx?’ dx2 dx
3 alebo po roznasobeni 1
3|— 3—;
dx dx’

Uloha 6: Tie vyrazy v predoSlom odseku su zle. NaStastie ste si v ulohe 5 odvodili spravny vzorec.
Opravte to a upravte ten vyraz tak, aby ste sa zbavili zlomkov a dostali polyném
s premennou dx . Potom dx zanedbajte. Kol'ko vdm vysSiel obsah plochy pod krivkou?

Uloha 7: Rovnakym spdsobom zistite, akd bude plocha ttvaru pod krivkou y=x> na intervale
(1;2).

Ked si zvolime nejaké konkrétne x, tak mali¢ky obdiZnik pri tomto x bude mat dlhsiu
stranu x> a krat$iu stranu dx . Jeho obsah bude teda x2dx . Sucet vietkych takychto obdiZnikov od

0 do 1 (a teda obsah plochy pod krivkou y=x’) budeme zapisovat f(l) x*dx a &itaf ,urcity

integral od 0 do 1 z funkcie y=x”* Znak pre integrdl vznikol z pismena s (ako suma), ktoré sa v
Svabachu zapisuje f.



Obsah plochy pod krivkou — the easy way

Ked sme riesili tlohu 18 zo Stvrtej kapitoly, ako mezdikrok sme potrebovali ndjst funkciu,
ktorej derivdciou je y=x. A aj sme ju nali — dokonca sme ich nasli vela. Jedna z nich je

X3

napriklad funkcia y=7 . Funkcia y=x* hovori, ako rychlo funkcia y:’g rastie. Ak teda chceme

zistif, o kolko funkcia y:%3 podrastla od x=0 do x=1, musime zistif obsah plochy pod
funkciou y=x? naintervale (0;1).

=1 vieme samozrejme zistif

>

Lenze! O kolko ndm funkcia y:’g podrastla od x=0 do

wlo

aj ovela jednoduchsie. Dosadime do nej 0 a 1 a zistime rozdiel. %— =% . TakZe obsah plochy pod

funkciou y=x* naintervale (0;1) bude %.Hotovo.

Uloha 8: Vypogitajte pomocou tejto finty obsah plochy pod funkciou y=x> na intervale (1;2).

Uloha 9: Zoberte namiesto y:%3 nejakd ind funkciu, ktorej derivicia je y=x”, napriklad funkciu

y:§+2. Vypocitajte s jej pomocou obsah plochy pod funkciou y=x* na intervale
(0;1) a (1;2) . Vyslo to inak?

Uloha 10: Vieme, 7e ked hladdme funkcie, ktorych deriviciou bude y=x*, tak funguji vsetky
funkcie v tvare y:§+c , kde c je nejaka konStanta. Skuste na zdklade predoslej dlohy
zddvodnif, Ze iné funkcie, ktorych derivdciou by bolo y=x* existovaf nebudu.

Funkcia, ktord ma ako derivaciu zadani funkciu sa nazyva neurcity integral funkcie alebo
primitivna funkcia k zadanej funkcii. Teda neuréity integrél z funkcie x* je kazda z funkcif %3+c
Zapisuje sa to f ' dx:%3+c . No a trik, pomocou ktorého sme pocitali obsah pod krivkou druhym
spdsobom sa formalne zapisuje nasledovne: ak F (X):f f(x)dx (teda ,ak F(x) je takd funkcia,
ktorej zderivovanim dostaneme f(x) ) tak fz f(x)dx=F(b)—F(a) (teda ,tak plochu pod

funkciou f(x) zistime tak, Ze vypocitame, o kolko funkcia F(x) na danom intervale podrastla‘).



Predchddzajuce pravidlo sa nazyva Newton-Leibnitzova veta, aj ked jej dokaz ako prvy
publikoval James Gregory a vSeobecnejSiu podobu poznal uz Newtonov ucitel Isaac Barrow.
Hovori sa jej aj ,,fundamentdlna veta matematickej analyzy*.

Predvedme eSte iny pohlad na vec. Predchddzajice pravidlo v podstate hovori toto: Ak
méme funkciu f a vyrobime si funkciu S(x), ktord ndm prezradi obsah plochy pod funkciou f
na intervale (a,x), pricom a sme si pevne zvolili a x sa meni, tak funkcia S(x) je zarucene
jednou z primitivnych funkecii k funkcii f .

Toto sa ale d4 uvidief z geometrickej podstaty veci. Akd bude derivicia funkcie S ? Plati, Ze
dS=S(x+dx)-S(x) Ked sa pozriete na obrazok 3, vidite, ¢ dS je tamten vybodkovany ttvar,
ktory si pre naozaj malé dx mozeme nahradif obdiZznikom. (Ak si spominate, v druhej kapitole to aj
obdiZnik o 3irke jeden pixel naozaj bol.) Sirka toho obdiZnika je dx , jeho vyska je f (x) . Plati
teda, e dS=f(x)dx ateda dS/dx=f(x) . Derivécia funkcie S je f(x) a S tym pddom musi byt
jedna z primitivnych funkcii k f .
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[® o]

a X x+dx

\

Obrazok 3: Derivécia obsahu pod funkciou
Uloha 11: Poriadne si premyslite a pochopte, ¢o bolo povedané v predoslych dvoch odsekoch. Ako

sa zmeni funkcia S, ked hodnotu a zvolime inak?

Uloha 12: Kde pretina funkcia y=x’—5x+4 os x? Akd je velkost plochy ohranienej touto
funkciou a osou x ? Aké ma byt znamienko vysledku?
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