4. kapitola
dx, dy a iné d (napriklad dé-rivacie)

Na zaver prvej kapitoly ste dostali dlohu na premyslenie. Ta uloha znela takto: Ako rychlo
sa meni funkcia y=-—48 x2+9,8 x—1 akje x=0,4 ? Ako by sa vobec dalo nieco také zistit? Co to
md spolo¢né s tilohou 7? Co m4 t4 funkcia spolo¢né s hddzanim lopticky?

Jedna z moznych reakcii na ulohu je nasledujuca: ,,Ak je x=0,4, tak t4 funkcia ma hodnotu
2,152 a t4 hodnota sa jednoducho nemeni.*' T4to reakcia je v istom zmysle dplne presnd. Na druhd
stranu pripomina d’alSiu zo Zenonovych ap6rii. Zenon bol ten grécky filozof, ktorého sme spominali
v prvej kapitole a ktory tvrdil, Ze pohyb neexistuje. A dalsi z jeho argumentov, preco pohyb
neexistuje, bol nasledujtci: ,,Ak sa letiaci $ip nachddza v kazdom okamihu na svojom mieste, tak je
v kazdom jednotlivom okamihu nehybny. Ak by sa totiZ v nejakom okamihu pohyboval, nebol by
na svojom mieste.“> Oba tieto pohlady hovoria o tom istom. Ich podobnost zv1ast vynikne, ked
porovnime graf funkcie y=—4,8x>+9,8x—1 a zdznam polohy tenisovej lopticky z prvej kapitoly.
Na obrazku 1 mozete vidief, ako presne zmienena funkcia zodpoveda pohybu lopticky. Graf funkcie
je 7Ity, vyska lopticky v danom &ase je vyznacend Giernymi $tvoréekmi. Cierne $tvoréeky zadinaju
piatym snimkom (Cas 0,2 s ), pretoZe priblizne vtedy opustila lopti¢ka Andinu ruku.
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Obrazok 1: Funkcia vs. lopticka

Desiaty snimok (teda Siesty Stvorcek) zodpoveda presne ¢asu 0,4 s od zaciatku hodu. No a
tvrdif, Ze funkcia sa v tom bode nemeni, je to isté, ako tvrdif, Ze sa v tom okamihu nemeni poloha
lopticky. Ak ale spolu so Zenonom nerezignujeme na snahu ten pohyb nejako zmysluplne popisat,
tak by sme to mali nejako vymyslief aj s tou funkciou.

1 Autorom tejto reakcie je MiSo Palenik.
2 Citované z knihy Martina MojZiSa Tri hlavy draka (veda z Casopisu .tyZderl), W PRESS, Bratislava (2014). Celd
knizku vrelo odporticam.



PopiSeme fintu, ktorou takéto ulohy riesil Pierre de Fermat a popiSeme ju jazykom, ktory
zaviedol Gottfried Wilhelm Leibniz. Budeme sa pri tom odvoldavat na skusenosti, ktoré ste
nadobudli v predoslych kapitolach:

Uz vieme, Ze hodnota funkcie y=-4,8x’+9,8x—1 Vv bode x=04 je

—4,8 . 0,42 +98.0,4 — 1 Cize 2,152 . Akd bude hodnota tejto funkcie ,,0 jedno filmové policko
neskor“? Samozrejme zalezi od toho, ako rychlo bezi kamera a kolko ¢asu jeden snimok zaberie.
Nech je dalSie policko nasnimané neskdr o miniatirny okamih, ktory si ozna¢ime dx teda na
mieste  0,4+dx.> Aka bude hodnota funkcie v tomto bode? No predsa

—48.(0,4+dx) +9,8.(0,4+dx)—1.

Ak teda chceme zistif rychlost, akou sa funkcia meni, staci pozriet, o kol’ko sa ndm zmenilo
y a vydelif to ,Casom medzi polickami®, teda tym dx. Ak si funkciu zapiSeme tradi¢nym
sposobom y=f(x) , hodnota o ktord sa zmenilo y je f(0,4+dx)—f(0,4) teda

—48.(0,4+dx) +9,8.(0,4+dx)—1—(—-48.04+98.04—1) =

= —4,8.(0,16+0,8dx+dx’) + 3,92+9,8dx — 1 + 4,8.0,16 —3,92 + 1 =

= —0,768 — 3,84dx — 4,8dx* +3,92 + 9,8dx — 1 +0,768 — 3,92 + 1 =
= 5,96dx—4,8dx’

a ked' tito hodnotu vydelime dx , dostaneme 5,96 —4,8dx .* Tento vysledok evidentne stile zavisi
od toho, aké velké dx si na zaliatku zvolime. Cim bude maf nasa kamera rychlejSie snimkovanie,
teda ¢im krat$i bude dsek dx, tym lepsi vysledok dostaneme. S istou ddvkou drzosti teda dx
v tomto momente zanedbame uplne a rychlost, akou funkcia rastie bude teda 5,96.

Uloha 1: Poriadne si pozrite predoSly vypocet, aby ste si boli isti, Co sa v nom vlastne udialo.
Uloha 2: Porovnajte tento vysledok s vysledkom tlohy 7 z prvej kapitoly. O kolko sa li§i?
Odpoved:

Uloha 3: Vypocitajte rovnakym spésobom, ako rychlo rastie funkcia y=—48 x2+9,8 x—1 Vv bode
x=1,5. Co sa modzete dozvedief z toho, aké znamienko bude mat vysledok?

3 Pozor! To dx je jeden symbol. Neznamend to ,,dé krat iks“. Pre zaciatoCnikov tdto symbolika pdsobi troSku
maétidco, ale casom si zvyknete.
4 Pripometime, Ze poCas tpravy sme umoctiovali na druhd dvojélen (0,4 +dx)2:0,42+2 . 0,4 .dx+dx’
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Uloh podobnych dlohe 3 sa d4 samozrejme vymysliet velké mnoZstvo (pre kazdd hodnotu
x jedna). Ked by clovek ale mal hladaf rychlost pre pitnaste x , zacne premyslat, ¢i by sa nedali
nejakym sposobom vypocitat vSetky naraz. Ide to a vypocty budi dokonca prehladnejSie, nez ked
ste pocitali dlohu 3. Postup bude uplne rovnaky. Najprv vypocitame hodnotu dy , ktord nam povie,
o kolko sa zmeni y medzi dvoma polickami, ktoré si v Casoch x a x+dx. Teda
dy=f(x+dx)—f(x) . A ked budeme chcief vediet, ako rychlo funkcia v bode x rastie, vypo&itame
dyldx .
Pod'me teda pocitat dy :
dy = —4,8 . (x+dx)’ +9,8. (x+dx)—1 — (—4,8x*+9,8x — 1) =
= —48 . (X+2xdx+dx’) +9,8 . (x+dx)— 1+ 4,8x*—9,8x+ 1 =
= —4,8x"—9,6xdx — 4,8dx* +9,8x +9,8dx — 1+ 4,8x" — 98x+ 1 =
= (—9,6 x+9,8)dx—4,8dx’
dy/dx bude teda —9,6x+9,8—4,8dx .V tejto faze opif zoberieme dx najmenSie mozné, Cize ho
Sfastne zanedbame a dostaneme, Ze nasa povodnd funkcia v bode x rastie rychlostou —9,6 x+9,8 .
Tato nova funkcia dy/dx , ktora hovori, ako rychlo pdvodna funkcia rastie, sa nazyva derivdcia
povodnej funkcie.

Uloha 4: Zase si to poriadne precitajte a pochopte.

Uloha 5: Dosadte do derivécie, ktord sme prave vypocitali, za x hodnoty 0,4 a 1,5.

Uloha 6: Vedeli by ste z derivécie zistit, pre aké x povodnd funkcia nadobudla najvéacsiu hodnotu?

Uloha 7: Vypoditajte s pomocou derivédcie znovu tlohu 11 z prvej kapitoly. Porovnajte novy
vysledok s vysledkom, ktory vam vysiel vtedy.

Uloha 8: V prvej kapitole sme rychlost vedeli vypocitat viacerymi sposobmi. Jeden z nich bol, ze
ked sme pocitali rychlost v nejakom snimku, zobrali sme rozdiel poloh lopticky
v okolitych snimkoch a vydelili trvanim dvoch snimkov. Ak by sme chceli urcovat
rychlost rastu funkcie rovnako, treba zistif, Gomu sa rovna (f (x+dx)—f(x—dx))/2dx .
Skuste najst derivaciu nasej funkcie tymto sposobom.



Funkcia, s ktorou sme pracovali doteraz, je predsa len trochu komplikovand — vyrobili sme
ju tak, aby o najlepSie zodpovedala letu lopticky. Podme sa pozrief, ako vyzeraju derivicie
jednoduchsich funkcii:

Uloha 9: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y= x>

Uloha 10: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y=3x

Uloha 11: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y=5

Uloha 12: Zistite, ako rychlo rastie v bode x funkcia y= x’+3x+5 . Kde bude mat pévodna
funkcia najmenSiu hodnotu? Kolko to bude? Ako suvisi vysledok tejto ulohy s vysledkom
predoslych troch?



Uloha 13: V dlohe 12 z kapitoly 3 bola na grafe vpravo zakreslena Cast funkcie y:—%x2+%x .
N4jdite jej derivaciu a nakreslite graf tej derivacie. Porovnajte s vysledkom, ktory vysiel

vtedy.

Uloha 14: Aky by bol zépis funkcie, ktord je derivdciou funkcie, ktord je zadand v tlohe 10
z kapitoly 3 vpravo?

Uloha 15: Akd bude derivacia funkcie y=x>?



Uloha 16: Vedeli by ste vymyslief funkciu, ktord bude maf deriviciu y=3x ?

Uloha 17: A este dve dalie?

Uloha 18: Vedeli by ste vymyslief funkciu, ktord bude maf deriviciu y=x*+3x+1?



