3. kapitola — spravy

Na zaciatok dolezitd pozndmka — vSetky tie re¢i o Univerzalnom Genidlnom Termostate su
len zésterka pre ovela univerzdlnejSi koncept. Pocas celej kapitoly je vzdy vlavo graf toho, ako
rychlo sa nejaka veli¢ina meni a vpravo graf toho, aké hodnoty nadobtida. A je vicSinou jedno, ¢i je
vlavo rychlost a vpravo poloha telesa, vlavo rychlost sfahovania a vpravo mnozstvo uZz stiahnutych
dat, vlavo udaj, ako vel'mi je otvoreny kohutik (pripadne odtok) a vpravo mnozZstvo vody vo vani
alebo vlavo vykon termostatu a vpravo aktudlna teplota.

Uloha 7

Ulohy 1 az 6 vii&§inou nerobili problémy. Ked bolo na termostate nastavené, Ze najblizsie tri
hodiny ma teplota rast rychlosfou 2 °C/h, tak l'udia Standardne vyznacili teplotu na zaciatku, o tri
hodiny zakreslili do grafu teplotu o Sest stupfiov vicSiu a dané dva body spojili tisecCkou. (Pri ulohe
4 si uvedomili, Ze teplota na dplnom zaciatku nie je zadand a kedZe ndSmu univerzdlnemu
genidlnemu termostatu nastavujeme iba ako sa teplota ment, tak si zac¢iatok mézu zvolit, aky chcu.
Tento drobny detail sa Casom ukaze byt velmi dolezity.)

Tento pristup spdjania bodov useckami sa vSak pri tlohe 7 ukdzal byt nepouzitelny. A to
z nasledujiceho dévodu: Ked vieme, Ze pociatocna teplota bola T, a potom sa menila stidlou
rychlostou 2 °C/h, tak vieme povedaft, Ze v ¢ase t bude teplota T=T +2t . Tento vzfah funguje nie
iba pre celé hodiny, ale aj pre iné Casové useky.' A kedZe funkcia T=kt+q je linedrna® a linedrne
funkcie maja ako grafy priamky, tak pouZitie dseciek je Gplne na mieste.

Problém s ulohou 7 ale je, Ze sa teplota stdlou rychlosfou nemeni. Nebude teda stalif
vypocitaf teplotu na zaciatku a na konci, ale bude si treba poradif nejako inak. A Tudia si inak
poradili.

David priSiel s fyzikdlnym pristupom. Spomenul si, Ze situdcia v dlohe 7 je uplne rovnaka,
ako ked sa pocita vo fyzike rovnomerne zrychleny pohyb. Vtedy sa tieZ rychlost meni linedrne. A je
celkom jedno, ¢i ide o rychlost zmeny drahy alebo rychlost zmeny teploty. No a drdha vtedy vysla
ako kvadratickd funkcia Casu. A tak tvrdil, Ze aj teplota sa bude menif kvadraticky. Okrem toho
tvrdil, Ze ak bude na termostate kvadratickd funkcia, teplota sa bude menif kubicky, ak bude na
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Obrazok 1: Pefov postup

1 Urdcite by vdm nerobilo problémy vypocitat, o kolko teplota narastie za 3,14 hodiny.

2 Ako linedrnu méate pravdepodobne vZziti funkciu y=kx+q . My mame teraz namiesto y teplotu ( T ) a namiesto
x mame Cas ( t ). Okrem toho je kvocient q pociato¢na teplota ( Ty ) a smernica k hovori, ako rychlo funkcia
rastie (v naSom pripade ma k konkrétnu hodnotu 2 [°C/h]).
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termostate kubicka funkcia, teplota bude polyném Stvrtého stupiia atd. Nepovedal vSak, preco by
takato fascinujica vec mala platif, vravel iba, Ze fyzici to tak pocitaju.

Peto pouzil pristup z predchadzajicej kapitoly. Pocas kazdej hodiny odhadol priemernd
rychlost zmeny teploty a takto vypocital, o kolko teplota v jednotlivych hodindch naréstla.

Pefovu dvahu mdZzete vidief na obrazku 1. Za prvi hodinu teda teplota stipla o 1/4 stupnia,
za druht stipla o 3/4 stuptia, za tretiu o 5/4 stupria, za Stvrtd o 7/4 stupnia, za piatu o 9/4
stupfia a za Siestu o 11/4 stuptia. Ak by bola pociato¢na teplota nula (to nemusi byf, to sme si

zvolili), tak by sa teplota vyvijala takto:
Po 1. hodine:

Po 2. hodine:
Po 3. hodine:
Po 4. hodine:
Po 5. hodine:

Po 6. hodine:
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Ked sme si v§imli Citatele tych zlomkov, ktoré vysli, tak Davidova tedria, Ze vysledok bude
nejaka kvadratickd funkcia — konkrétne funkcia T=¢*/4 (plus pripadne nejakd pociatocnd teplota
T, ) ziskala isti vaznost. Teplota po Siestich hodinach teda bude o 36/4 = 9 °C vicsia.

Dusan to robil podobne ako Pefo, ale s tym rozdielom, Ze pocas jednotlivych hodin nepocital
s priemernou zmenou teploty, ale s maximélnou — teda ratal, Ze pocas prvej hodiny sa bude teplota
menif rychlosfou 0,5 °C/h, pocas druhej hodiny rychlosfou 1 ‘C/h atd’. A vedel, Ze tak nedostane
presny vysledok, ale horny odhad. Jeho postup vidno na nasledujicom obrazku:
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Obrazok 2: Dusanov postup
Ak by sa zacinalo na nule, tak podla jeho spdsobu pocitania by boli medzivysledky po

jednotlivych hodindch
Po 1. hodine:

Po 2. hodine:

Po 3. hodine:




) 1 2 3 4 .
. 4+ D = 2
Po 4. hodine: AR, > C
) 1 2 3 45 15 .,
. Sy s = 2
Po 5. hodine: Sttt 5 15 > C
Po 6. hodine: —1+—2+—3+—4+—5+—6 = 21 °C

Znalci si v8imli, Ze Citatele tych zlomkov tvoria aritmetickd postupnost a Ze takd postupnost
vedia scitaf a vyprodukovali vSeobecni formulku pre stav podla DuSanovho pocitania po n-tej
hodine. Vyslo im

(n+1).n
2 :n2+n
2 4

To je zase kvadraticka funkcia (d’al$i argument v prospech Davida). Vyslo to o n/4 viac,
ako Pefovi. To je ale v poriadku, ritalo sa s tym, Ze to bude horny odhad skuto¢ného vysledku.
Dusanovi vysla teplota po Siestich hodindch o (36+6)/4=10,5 °C vicsia.

Pytal som sa, aké vysledky by sme dostali, keby sa robili horné odhady nie kazdd hodinu ale
kazdd polhodinu a Arthur priSiel s elegantnym rieSenim. V prvom rade vyhlésil, Ze keby sme
pocitali podla Pefovho sposobu, tak zmena teploty (ktora je rovnaka ako obsah tych schodikov na
obrazku 1) je rovnakd, ako plocha toho trojuholnika pod cervenym grafom, pretoZze z kazdého
schodu tréi rovnaky kus mimo velkého trojuholnika, ako v trojuholniku chyba. Ked sme pocitali
podla Dusanovho sposobu, dostali sme o n/4 viac, takze plocha tych precnievajicich schodikov je
n/4 .’
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Obrazok 3: Arthurov postup

Ked teraz nebudeme robif vypocty po hodine, ale po polhodine, tak zmena teploty za prva
polhodinu ndm vyjde 0,5 h . 0,25 °C/h (to je obsah toho prvého schodika), zmena teploty za druhd
polhodinu bude 0,5 h . 0,5 °C/h (to je obsah toho druhého schodika) atd. Celkova zmena teploty
bude teda rovnaka, ako je obsah toho vysrafovaného schodista.

Pri tomto pristupe ndm oproti Pefovej verzii stile nejaké schody precnievaji. Ked sa ale
pozriete na obrdzok 3, uvidite, Ze velkost precnievajicej plochy sa o polovicu zmenSila. Kazdému
vySrafovanému precnievajicemu trojuholnicku zodpoveda jeden biely, ktory patril do vypoctov,
ked sme ich robili kazdd hodinu. (Dobre sa na obrazok pozrite a pohladajte, ktory trojuholnicek to
je.) Plocha novych schodov bude teda n?/4 (obsah trojuholnika pod grafom) plus n/8 (polovica
obsahu prec¢nievajicich schodikov z minula). (Toto v pripade Siestich hodin da zmenu 9,75 °C.)
Rovnako je vidiet, Ze keby sme robili odhady kazdi $tvrthodinu, celkovd zmena bude n’/4+n/16 .
A keby sme takto pokracovali d’alej, rozdiel oproti Pefovmu rieSeniu by sa stdle zmenSoval.

3 Na to sa dalo prisf aj tak, Ze plocha jedného precnievajiceho schodiku je 1/4 a schodikov je n .
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V tejto faze debaty som pripomenul, ako sa ratalo v predoslej kapitole mnoZstvo stiahnutych
dat po jednotlivych pixeloch a rozmyslali sme, ¢i by sa nieCo podobné nedalo pouzif aj tu. Keby
sme pouZili Pefovu metédu, tak sa ni¢ podstatné nezmeni. Podla Arthurovej uvahy
o pre¢nievajicich a chybajicich trojuholnickoch dostaneme stdle obsah trojuholnika pod grafom.

Keby sme to robili DuSanovou metédou, dostaneme stidle o nieCo viac, ako obsah
trojuholnika (pozrite obrdzok 4), ale ¢im menSie pixely zvolime, tym menej sa to bude liSif. (To
vyplyva z Arthurovej tivahy o tom, Ze ked zmenSime Sirku schodu na polovicu, zmensi sa aj rozdiel
o polovicu a okrem toho to je aj vidno. Ako sa ale ukdZe v budicnosti, slovicko ,,vidno* je v istom
zmysle oSemetné a treba s nim nardbat opatrne.)
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Obrazok 4: Zmena teploty metédou ,,pixel po pixeli
V kazdom pripade, veci vyzeraja tak, Ze zmena teploty v danom case je rovnakd ako obsah
utvaru pod grafom. TakZe ak chcem zistif, o kolko mi teplota narastie v Case ¢, staci vypocitat
obsah patri¢ného trojuholnika (pozrite obrazok 5)
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Obrazok 5: Zmena teploty v Case t

t.(t/2) ¢ t°

Obsah’ je =7 Teplota v Case t bude teda T:Z+ T, . Déavid mal teda pravdu, Ze

pojde o kvadraticki funkciu. A Pefo mal dobrd intuiciu, ked volil priemerné hodnoty.’

Ulohy 9 a 10 tieZ nerobili vaZnejsie problémy. Teplota sa tam menila na jednotlivych
intervaloch stdle rovnako. Stacilo sa pozrief, o kolko sa zmeni za hodinu a podla toho nastavif
termostat. V tejto suvislosti je patricné pripomentf, Ze ked' sa nejaka veli¢ina meni stile rovnako,

4 Tento vysledok uz sme dostali predtym z Pefovho spdsobu pocitania a Arthurovej dvahy. Tam sme ho ale mali len
pre celé hodiny, pripadne pre nejaké jenmejSie delenia. Teraz sme ho drzo zovSeobecnili pre Tubovolny cas.
5 Po tejto rozprave som si dovolil do kapitoly pridat novu dlohu. Je to dloha €. 8 v elektronickej podobe. Pozrite si ju.

4



teda ked je jej grafom priamka, tak sa jedna o linearnu funkciu. Taka funkcia ma zapis y=kx+q
(za predpokladu, Ze x je vstupnd premennd a y vysledok). A to ,,0 kolko sa zmeni hodnota
funkcie, ked’ sa x zmeni o 1* mi hovori prave konStanta k , ktord sa nazyva smernica. (Po anglicky
sa tomuto Cislu hovori slope — sklon. Tento ndzov eSte lepSie vystihuje, ¢o to Cislo vlastne
znamend.) V udlohe 10 mohlo niektorych T'udi miast, Ze to, ako rychlo teplota rastla ¢i klesala
nemuselo vzdy byt celé ¢islo. Ale aj necelé ¢isla su Cisla.

Uloha 11

Ako velmi zaujimava sa ukdzala byf dloha ¢islo 11. Teplotny graf sa tam menil skokovo.

.....

Dusan priSiel so zaujimavym napadom, Ze termostat by sa nastavil takto:
T[C/h]
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Obrédzok 6: DuSanovo rieSenie

KedZe teplota sa vicSinu Casu nemeni, tak hodnota termostatu musi byt skoro v§ade na nule.
Ked ale potrebujeme dosiahnuf, aby sa v Stvrtej hodine okamZite ochladilo o dva stupne, tak sa
vritime v ¢ase o dve hodiny dozadu a zacneme chladif rychlostou jeden stupeni za hodinu. Rovnaky
trik spravime aj v siedmej hodine.

Tento pristup ale vyZaduje jednak cestovanie v Case, jednak aspon dva paralelné vesmiry,
kedZe napr. pocas tretej a Stvrtej hodiny mé termostat sicasne udrzovat teplotu stdle rovnaku aj
chladif o jeden stupen za hodinu a to v jednom vesmire naraz dost dobre nejde. Okrem toho by sme
museli vedief medzi tymito vesmirmi podla potreby prepinaf. Usudili sme, Ze to su prili§ silné
podmienky dokonca aj pre Univerzalny Genidlny Termostat a Ze to teda asi nebude dobré rieSenie.

V tomto momente sme si tieZ v§imli, Ze problém s paralelnymi vesmirmi sa ndm vyskytol uz
v zadani dlohy (a aj v mnohych dalSich dlohédch tejto kapitoly). Ak sa lepSie pozriete na graf
zadania, vidite, Ze sa od vas napriklad chce, aby po Styroch hodinach bola teplota naraz 3 °C aj
5 °C, ¢o sa celkom dobre nedd. Zatial sme to ale nepokladali za nejaky vazny problém.

Zaujimavy dovod, preco dloha 11 nebude maf rieSenie, predniesol Ddvid. Tiez zacal s tym,
Ze termostat musi byt skoro vSade nastaveny tak, aby teplotu nemenil. Vynimku tvoria iba dva body
— Cas 4 hodiny a ¢as 7 hodin. Ako ma byt nastaveny termostat v tychto casoch?

Hodnota urcite musi byt zdpornd, ked'ze teplota nim klesne. David tvrdil, Ze t4 hodnota musi
byt —o . Na otdzku, Ze preco, vravel, Ze ind byt nemdZe a po chvili dohadovania sme prisli na to,
Ze keby bola nejaka ind, napriklad —1000 “C/h, tak by to zlyhalo na tom, Ze uZ miliéntinu hodiny
po Stvrtej potrebujeme, aby bola teplota 3 °C anie 5 °C. To ale znamen4, Ze ta rychlost chladnutia
musi byt vicSia ako —2 °C/miliéntina hodiny, ¢o je —2000000 °C/h, takZe tych —1000 °C/h je
malo. A uplne rovnakou fintou ukazeme, Ze madlo je hocico iné, nez —oo °C/h, staci zobraf
dostatocne kratky cas po Stvrtej, aby to bolo vidno.



Problém ale je, Ze ani keby sme vedeli nastavif nas termostat na —o© °C/h, tak to nerie$i nas
problém, pretoZe rovnako by nam to vyslo, keby sme chceli okamzZite zniZif teplotu nie iba o 2 °C
ale aj o 5 alebo 80 °C. Tak by sa ndm mohlo staf, Ze pri tomto nastaveni by Univerzdlny Genidlny
Termostat teplotu stiahol na absolitnu nulu a nemohli by sme protestovat, Ze spravil nieCo
nespravne (okrem toho, Ze porusil treti termodynamicky zdkon). A kedZe ani konecné ani
nekonecné hodnoty nefunguju, tak iloha nema rieSenie.

Viaceri ['udia sa v tomto momente ozvali, Ze také funkcie, ktoré sa menia skokovo, su nejaké
divné. Zaujimavé bolo, preco tito otdzka priSla na pretras azZ teraz. TotiZ v zadani vSetkych tloh od
prvej az po siedmu také funkcie boli a vtedy si nikto ni¢ nevSimol. To viedlo k debate o tom, ¢i sa
rychlost moZe skokovo menif. Nakoniec sme usudili, Ze zéleZi od toho, rychlost coho meriame. Ked
napriklad meriame rychlost stahovania siboru, tak sta¢i vytiahnut siefovy kabel z pocitaca a dita sa
prestant sfahovaf okamzite a rychlost klesne na nulu hned. Ked meriame rychlost pohybu telesa,
tak keby sa ta rychlosf zmenila skokovo, tak by sme tym Davidovym sposobom vedeli ukdzat, ze
zrychlenie musi byt nekonecné. A kedZe podla Newtonovho zdkona je zrychlenie priamo imerné
sile, ktord ho spdsobuje, tak aj td by musela byt nekonecnd a to sa nebude daf. (Tento argument
priSiel myslim od Mafa.)

Uloha 12

Uloha 12 sa ukdzala byt tieZ zaujimava. Teplota sa totiZz menila nie po lomenej &iare, ale po
parabole. RieSenie, s ktorym priSiel Tomdas, vyzeralo priblizne takto: Ked sa pozriem na graf,
vidim, Ze teplota mi za prvd hodinu stipla o 3 °C, za druhi o 2 °C, za tretiu o 1 °C, za Stvrtd o
0°C, za piatu o —1 °C atd. Tak skusim, ¢o spravi nasledujice nastavenie termostatu, v ktorom
za¢nem na vykone 3 ‘C/h a potom budem o stupeni za hodinu klesat:
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Obréazok 7: Tomdas — 1. pokus

Ked sa ale pozriem na plochu pod grafom za prvu hodinu, vidim, Ze je to iba dva a pol
Stvorceka, takze za prvi hodinu by mi teplota stipla iba o 2,5 °C a nie o 3 °C. Musim teda cely
graf posunuf vyssie. Posuniem ho cely vyssie o pol stupiia a potom uz to bude fungovat.

Ked sa pozrieme na obrazok 8, tak je vidno, Ze pre celé hodiny to naozaj funguje. Za prva
hodinu teplota vzrastie o 3 °C, za druhi o 2 °C atd. Otazka bola, ¢i to funguje aj pre tie Casy
medzitym. Aby sme to zistili, potrebovali sme spravif dve veci: jednak sme potrebovali zistif, aky
obsah bude pod grafom tej TomaSovej priamky, dvak sme potrebovali ndjst rovnicu tej paraboly zo
zadania.

Obsah pod grafom sme ratali takto: TomédSova priamka ma smernicu —1 a kvocient 3,5
(v tom &isle pretina os y ), takZe rovnicu bude maf y=—x+3,5 (teda presnejSie T=—t+3,5).



Oblast pod grafom medzi ¢asmi 0 a t je lichobeznik. Ten mé vysku t, jednu zdkladiiu dizky 3.5 a
druhd —t+3,5. Jeho strednd priec¢ka je priemer zdkladni, teda (—t+7)/2 a obsah je vyska krit
strednd priecka, teda t(—t+7)/2=(—t*+7t)/2=—0,5t+3,5¢ .

namiesto pocitania obsahu lichobeZnika treba od jedného obsahu trojuholnika (nad nulou) od¢itat
obsah menSieho trojuholnika (pod nulou). Ked sa na to ale pozriete lepsie, tak ten rozdiel aj tak
bude lichobeZnik.
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Obrazok 8: Tom4s — 2. pokus
Podme sa teraz pozrief na tu parabolu zo zadania. Vieme, Ze kvadratickd funkcia ma
vieobecnd rovnicu y=ax’+bx+c - Dalej vieme, Ze t4 na$a kvadratickd funkcia prechadza cez body
[0,0], [1,3] a [2,5]. To znamen4, Ze ak do tej kvadratickej funkcie, dosadime 0, m4 ndm vyjst 0, ak
dosadime 1, m4 ndm vyjst 3 a ak dosadime 2, m4 ndm vyjst 5. To znamen4, Ze
0=a.0’+b.0+c
3=a.1’+b.1+c
5=a.2’+b.2+c

0=c
3=a+b+c
5=4a+2b+c
To je ale sustava rovnic, ktord vieme vyrieSif. Ked sme ju vyrieSili, dostali sme, Ze
a=-0,5, b=3,5 a ¢=0. NaSa parabola ma teda rovnicu y=-0,5 x2+3,5 x ateda je to pre kazdé
t presne ta plocha, ktord ostdva pod tym TomaSovym grafom.
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