11. kapitola
Ako je to daleko?

Predstavte si, Ze po havdrii s asteroidom ste sa katapultovali na sdradniciach [42;47]
v zdchrannom module, ktory dokédze dosiahnuf najviac polovi¢nu rychlost svetla (aké trdpne).
Viete, Ze najblizSia transgalaktickd dialnica m4 rovnicu 3x—4y+62=0 a Ze jednotky pouZité
v stiradnicovej sustave st svetelné roky. Samozrejme si to namierite najkratSou cestou maximalnou
rychlostou priamo k dialnici, pretoze dufate, Ze tam nieco stopnete. Otdzka ale je, na aky dlhy Cas sa
mate ulozif do hibernacného spanku. Nechcete predsa stravif roky Zivota zizanim na vesmirne
prazdno. A na to potrebujete zistif, ako je to od vaSej momentélnej pozicie k tej dialnici daleko.

Uloha tohto typu sa d4 riesif mnohymi sposobmi. Raz ste ju u? dokonca riesili. Uloha 6
z 9. kapitoly totiZ odpoveda presne na nasu otdzku. Iné mozné rieSenie je zistif si rovnicu priamky,
ktora je kolma na dialnicu a prechddza vasou aktudlnou poziciou (mimochodom — je to priamka
4x+3y—309=0) a potom zistif jej priesecnik s dialnicou.

KedZe nés caka niekolko rokov hibernacného spinku, mdzeme eSte predtym venovaf pér
chvil tomu, aby sme to nepocitali s konkrétnymi ¢islami, ale vSeobecne, pre pripad, Ze by sa ndm
este niekedy podobnd nehoda stala. Mdme teda miesto havarie [X,;Y,] a rovnicu najbliZiej
dialnice ax+by+c=0 a chceli by sme zistit, ako je to k tej dialnici daleko. A td vzdialenost vyjde

lax,+ by, +c|
Va*+b?

V tejto kapitole sme obratili zauZivany postup — doteraz sme vzdy najprv pocitali a potom sa
pochvalili nejakym novym vzfahom. Tentokrdt sme vzfah najprv zverejnili, ale zatial vObec nie je
jasné, ako sme k nemu prisli. Preco to funguje tak, Ze do rovnice priamky dosadime bod, ktorého
vzdialenost zistujeme a pre¢o potom treba vysledok este vydelit di7kou normalového vektora tej
priamky. Jediny zmysel tam ddva iba ta absoldtna hodnota — bolo by zvlaStne, keby vzdialenost
vySla zdporna.

Keby sme problém riesili ktorymkolvek navrhovanym postupom, museli by sme sa prehryzt
mnoZstvom divych vyrazov a dprav a nakoniec by ndm sice uvedeny vztah vysiel, ale neboli by sme
z toho ovela mudrej§i. Nedozvedeli by sme sa, ¢o tam hfadd t4 dizka vektora a preco je tam td
rovnica priamky. Iba by to skratka vyslo.

Preto sa v tejto kapitole pokisime o odvodenie inym sposobom — takym, aby z neho bolo
aspon trochu vidiet, preco to tak vySlo. Popritom odvodime eSte jeden vzfah, ktory sa moZze ukdzat
ako uzito¢ny.

Najprv teda k tomu inému uZito¢nému vzfahu. Predstavte si, Ze méte dany bod a dva vektory
u(x,;y,) a v=(x,;y,), ktoré z tohto bodu vychadzaji. Aky je obsah trojuholnika uréeny tymito
dvoma vektormi?
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Obrazok 1: Trojuholnik

Ak by sme nepracovali v siradnicovej sustave, ale v klasickej geometrii, obsah trojuholnika
mozeme lahko vypocitat s pomocou dvoch stran a uhla medzi nimi. Ak by bolo znacenie rovnaké,
ako na obrdzku 1, vzfah pre vypocet obsahu je

bcsin x
2

S=

V nasom pripade hodnoty b a c predstavuji dizky vektorov. To vypoéitat vieme. Problém ndm
robi iba ten sinus. S pomocou vektorov vieme pocitaf iba kosinusy. Dal by sa sice pouZif vzfah
sinax=v1—cos’« » ale to by ndm tam vnieslo odmocniny, ¢omu by sme sa zatial chceli vyhnut.
Namiesto toho siahneme po inej finte. Plati totiZ, Ze sin x=cos(90°—«) .

Obrazok 2: Obsah trojuholnika

Pozrite sa na obrdzok 2. Su na fiom vektory 4 a Vv a trojuholnik, ktorého obsah chceme
vypocitat. Vieme, Ze jeho obsah je
|t||v|sin
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Vytvorime si vektor w , ktory bude kolmy na V. Ak boli siradnice vektora v(x,;y,), siradnice
vektora w budu (yv; —Xv) . Overte si to na obrazku. Vieme, Ze plati
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pretoZe 90°— je uhol medzi vektormi & a w . Obsah nasho trojuholnika teda bude
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Vieme viak, 7e vektory Vv a w maji rovnaki diZku. Preto sa vietky dizky, ktoré v tom vzfahu
vystupuju, vykrétia a obsah trojuholnika mézeme zapisat ako
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Ked7e stradnice vektora # si (X,;y,) a sdiradnice vektora w sme si vypocitali zo siradnic
vektora v ako (y,;—X,), dostdvame, Ze trojuholnik uréeny vektormi i a Vv m4 obsah
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Uloha 1: Pri odvodzovani sme sa dopustili malej nepresnosti. Viete ju odhalit? Viete zistit, kde a
ako presne vznikla? Ako by ste vylepSili vysledny vzfah? (Ndpoveda: Skiuste vypocitat
obsah trojuholnika daného vektormi (1;3) a v(3;2).)

Vréafme sa teraz k problému vzdialenosti bodu od priamky. Uvahy sledujte na obrazku 3.
Chceme zistit, ako daleko je bod A od priamky p (vzdialenost si ozna¢ime v ). Na priamke p si
zvolime dva body P a Q tak, aby ich vzdialenost bola 2. VSimnite si trojuholnik PQA . Jeho
zékladiia PQ ma velkosf 2 a jeho vyska na tito zékladiiu je v . Jeho obsah teda bude
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Vzdialenost bodu A od priamky p teda bude rovnakd, ako obsah trojuholnika APQ. A obsah
trojuholnika APQ vypoéitame s pomocou vektorov PQ a PA a vzfahu, ktory sme odvodili pred
chvilou.
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Obrazok 3: Vzdialenost bodu od priamky

Podme sa pozrief, o to spravi, ked to rozpiSeme po stradniciach. Nech bod A ma
suradnice [xA;yA], priamka p md rovnicu ax+by+c=0 a bod P m4 suradnice [Xp;yp],
pricom si budeme pamiitaf, Ze hodnoty X, a Yy, vyhovuji rovnici priamky p, pretoze bod P na



nej lezi. Zistif stiradnice vektora PA je jednoduché. Je to (X,—Xp;y,—Yp) . Vektor PQ zistime
tak, Ze smerovému vektoru priamky p upravime dizku tak, aby bola presne 2. Normalovy vektor
priamky p je
(a;b)
takZe smerovy vektor bude
(=b;a)
Jeho dizka je \/ (— b)2—|—a2, ¢o je to isté ako \/ a’+b’, takze vektor, ktory ma ten isty smer, ale
dizku 1, bude maf sdradnice
-b a
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Va*+b* Va*+b
Vektor PQ mé maf dizku 2, takZe jeho stradnice budi
—-2b  2a
V@ +b* " Va?+b?
Mimochodom — v§imli ste si, Ze obe stiradnice maji v menovateli td zdhadnid dizku normalového
vektora? Presne povedané, nebola to dlzka normélového, ale smerového vektora, ibaze rovnako
velkého.

Oba vektory mame vypocitané, moZeme rataf obsah trojuholnika APQ . Ten by mal podla
pred chvilou odvodeného vzfahu byt
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(Xa—X5p) —(Ya—Y»)
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(Ano, t4 absoldtna hodnota je presne to, ¢o ndsmu vzfahu chybalo a na ¢o ste mali prist v dlohe 1.)
Obsah mdzeme dalej upravif na

(x,—xp)2a+(y,—yp) 2b|=|axA+byA_aXP_byP|
oV @ +b? Vai+b?
A v tomto momente si spomenieme, Ze bod P leZi na priamke p. To znamend, Ze pre jeho
suradnice plati

axp+by,+c=0
a teda
c=—ax,—by,
To znamend, Ze vo vzfahu pre obsah trojuholnika moZeme nahradif vyraz —ax,—by, vyrazom c .
Obsah trojuholnika (a tym paddom aj vzdialenost bodu A od priamky p ) bude tym padom
lax ,+by ,+c|
T

Co je presne to, o sme potrebovali.

Fajn. Vzdialenost pocitaf vieme, podme sa teraz pozrief na nejaké ulohy.



Uloha 2: Vyrieste znovu dlohu 6 z kapitoly 9.

Uloha 3: Nijdite vietky body, ktoré majii rovnakd vzdialenost od priamky y+%=0 a od bodu

1
[0,4].

Uloha 4: Si dané Styri priamky a:x+y=0, b:x—y=0, c:x+y—4=0 a d:x—y—4=0.
N4jdite vSetky body, ktoré maju td vlastnost, Ze stucin vzdialenosti k priamkam a a b je
rovnaky, ako sucin vzdialenosti k priamkam c¢ a d. (Pamitite sa eSte na Pappov
problém, ktory riesil Descartes? Toto je jeho Specidlny pripad.)

Uloha 5: Akii dIhd dobu strdvite v hibernagnom spénku?



