7. kapitola
Problémy s priamkou

Této kapitola je ndzornym prikladom toho, Ze ni¢ nie je dokonalé. P§jde totiZ o to, ako ¢o
najlepsie zapisaf v suradnicovej rovine priamku. Povieme si o vSetkych beznych sp6soboch, ako to
urobif a zistime, Ze kazdy z nich ma isté prednosti ale Ziaden z nich nie je bez chyby.

O jednom spdsobe zdpisu priamky sme sa zmienili uZ na zaciatku tretej kapitoly. ISlo o to,
Ze sme mali dany bod, v ktorom sa nachddzala kozmickd lod a smer, ktorym sa pohybovala. Ked
sme pocitali, kde sa v jednotlivych Casoch nachddzala, dostdvali sme body priamky.

Tento trik mdZeme pouZif aj vtedy, ked chceme zapisaf priamku, ktord prechddza dvoma
dopredu uréenymi bodmi. Majme napriklad bod A|—1;—1]| abod B[1;3] a chceli by sme zapisat
priamku, ktord nimi prechddza. Vektor, ktory ide z A do B (teda vektor B—A) m4 suradnice
(2;4) . Ked teda budeme k bodu A pripocitavaf vSetky mozné ndsobky tohto vektora, dostaneme
vSetky body hladanej priamky. Z4pis naSej priamky teda bude vyzeraf takto:

p:|—1;-1]+k(2;4) keR

kde to p je meno priamky ato k€IR znamend, Ze za k mate dosadif vSetky redlne ¢isla, ak chcete
dostat vietky body priamky.' Cislo k sa nazyva parameter (lebo za neho dosadzujeme rdzne redlne
¢isla) a uvedeny zdpis priamky sa nazyva parametricky.
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Obrazok 1: Parametrické vyjadrenie priamky

Vyhoda parametrického zdpisu je, Ze ddva o priamke pomerne dobru predstavu. Je z neho
jasné, ktorym bodom priamka prechddza a ktorym smerom ide. Ked mate priamku zadand tymto
spOsobom, nie je problém si ju nakreslif. Zaujimavy je aj fyzikdlny zmysel tohto zdpisu. Ak
parameter urcuje ¢as, parametricky zdpis vyjadruje rovnomerny priamociary pohyb (spomeiite si na
tretiu kapitolu). A ako bonus, ked nechcete, nemusite zapisovaf celd priamku. Keby ste chceli
zapisaf iba iseCku AB, mohli by ste napisat

p:l—1;—1]+k(2;4) ke(0;1)
Ak totizZ dosadime za k nulu, dostaneme bod A. Ak dosadime za k jednotku, dostaneme bod B .

(Skontrolujte, Ze ¢i naozaj.) Ak teda budeme dosadzovat za k ¢isla od 0 do 1, budi ndm vychéadzat
iba tie body, ktoré sa nachadzaju na tsecke AB.

1 SnaZivejsi Ziaci to mdzu spravif za doméacu tlohu.



Nevyhody parametrického zdpisu priamky zacnu byt zrejmé z nasledujticej tlohy.

Uloha 1: Kolko roznych priamok je zapisanych v nasledujicom zozname?

° a'[ 2;1|+k(6;2) keR
e b:[1;2]+k(-3;-1) keR
o c:4;2|+k(12;4) keRR
e d:[—5;0]+k(3;1) keRR
® ¢: [1,1] k(—=3;-1) keR
o [:[—2;0]+k(1;3) keR
o g:[34 ,13]+k(9,3) keRR
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Obrazok 2: Obrazok na kreslenie

Je jasné, v com je problém. Kazdd priamka mdze byf v parametrickom tvare zapisana
mnoZzstvom sposobov. MoZzeme ju zapisaf s pomocou ktoréhokolvek jej bodu a ktoréhokolvek
nasobku jej smerového vektora. A potom sa zle rozoznava, ¢i dva zdpisy reprezentuju tu istd
priamku, alebo nie.

Dal§iu nevyhodu parametrického vyjadrenia si dovolime ilustrovaf na oblibenej hracke
patriacej dnes do matematického folkléru.
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Obrézok 4: Obdiznik

Obrézok 3: Stvorec

Na obrizku 4 vidite obdiZnik s rozmermi 13X5 3$tvoréekov, ktory sme rozrezali na $tyri
Casti. Z tych Casti sme potom poskladali Stvorec s rozmermi 8X8 Stvorcekov, ktory mdzete vidiet
na obrazku 3. VSetko vyzerd byt v poriadku, jediny problém je v tom, Ze 13X5=65 a 8X8=64.
Jeden Stvoréek zmizol.



Citatel pravdepodobne nebude chcief riesif problém svetového odpadu lisovanim do
obdiZnikovych foriem a zbavovanim sa jednej Sestdesiatpitiny pihym preskladanim (aj ked autor
bol svedkom opacného procesu — Stvorcovd ¢okoldda bola nakrdjanad na uvedené tvary v snahe jej
objem zviit poskladanim do obdiZnika). V kazdom pripade sa pokiste vyriesif nasledujicu dlohu
predtym, nez budete ¢itaf dale;.

Uloha 2: Kde sa ten $tvoréek stratil?



Mozno ste prisli na to, Ze problém sa moze skryvat v hrubych ¢iarach, ktoré sme pouZili pri
kresleni obdlZnika. Ak si umiestnime pociatok suradnicovej sustavy do Tavého dolného rohu
obdlznika, tak uhlopriecka sa d4 v parametrickom tvare zapisaf ako

u:[0;0]+k(13;5) keR
Vrchol trojuholnika D m4 siradnice [8;3]. Na obrizku 4 sa zd4, Ze na uhlopriecke leZi.
Uloha 3: Overte vypoctom, €i je to naozaj tak.

A sme pri druhom probléme parametrického tvaru — aj ked pravdepodobne ste nan narazili
uz pri ulohe 2. Ak mate zadand priamku v parametrickom tvare, a okrem nej nejaky bod, zistuje sa
celkom komplikovane, ¢i bod na tej priamke lezi, alebo nie (a to eSte v ulohe 3 zjednoduSuje
situéciu, Ze ta priamka prechddza pociatkom suradnicovej sustavy).

Bolo by fajn, keby sme mali k dispozicii nejaky rozhodovaci mechanizmus, s pomocou
ktorého by sme vedeli hned rozhodnit, Ze nejaky bod na zadanej priamke leZi alebo nelezi. Taky
mechanizmus sa da vymyslief. Je ale dolezité, aby ste predtym vyrieSili vSetky ulohy z konca
predoslej kapitoly. Ak ste to eSte nespravili, urobte to teraz.

TotiZ — v tych ulohédch ste mohli objavif jednu podstatni vlastnost skaldrneho sti¢inu a to td,
Ze ak su dva vektory na seba kolmé, tak ich skaldrny sucin je nula. A prave tato vlastnost bude hraf
kIacovu tlohu v naSich dalSich dvahach.
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Obrazok 5: VSeobecné vyjadrenie priamky

Na obrazku 5 mozete vidiet prekresleny obrazok 1. Ako novinku v fiom moZete vidief
vektor 1, ktory je kolmy (inak povedané normélovy, preto to pismenko i) na naSu priamku
prechddzajicu bodmi A a B. Vyrobime si ho tak, Ze vezmeme smerovy vektor priamky (teda
vektor (2;4)) a ndjdeme taky vektor, ktory bude maf skaldrny si¢in so smerovym rovny nule.
Vyhovuje napriklad vektor (—4;2) ale existuji aj iné’.

No a teraz prichddza pointa. Ako zistime, ¢i bod C lezi na naSej priamke? Predsa tak, Ze ak
je vektor C—A (to je vektor, ktory ide z A do C) kolmy na vektor ii, tak leZi a ak vektory
kolmé nie su, tak neleZi.

2 Vyrobili sme ho tak, Ze sme vymenili stradnice a jednej z nich zmenili znamienko. Skutocne potom plati
(2;4).(—4;2)=2.(—4)+4.2=—8+8=0



Rozpi¥me si to po sdradniciach. Ak bod C ma stradnice [x;y], tak vektor C—A m4
siradnice [x;y|—[—1;—1]=(x—(—1);y—(—1))=(x+1;y+1). Aby bol tento vektor kolmy na
normélovy, musi platif

(x+1; y+1).(—4;2)=0
(x+1).(—4)+(y+1).2=0

—4x—4+2y+2=0

a teda

—4x+2y—2=0

To, k ¢omu sme prisli, je vztah, ktory sa nazyva vSeobecné vyjadrenie priamky. Robi presne
to, ¢o od neho chceme — overuje, ¢i sa nejaky bod na priamke nachadza, alebo nenachadza. Ak do
neho dosadime napriklad bod X|[1;5], dostaneme —4.1+2.5—2=0 ateda 4=0, ¢o samozrejme
neplati, tak’e bod X na naSej priamke nelezi. Ak vyskdSame bod Y|[3;7], zistime, Ze

—4.3+2.7—2=0, €o je pravda, takZe bod Y na tej priamke lezi.
Vseobecné vyjadrenie priamky ma vzdy tvar
ax+by+c=0
kde (a;b) je normdlovy vektor priamky (v8imnite si pri odvodzovani, ako sa tam tie stradnice
normalového vektora dostali).

Ked uz toto vSetko vieme, mdZeme vSeobecnu rovnicu k danej priamke ziskaf aj rychlejsie.
O naSej priamke vieme, Ze ma normélovy vektor (—4;2). Tym padom vieme, Ze jej rovnica bude
maf tvar

—4x+2y+c=0

Jediny problém je zistif to c. Vyberieme si nejaky bod, o ktorom je isté, Ze na tej priamke leZi
(napriklad bod B|[1;3]). Pre tento bod musf byt rovnost pravdiva. Musi teda platif, Ze

—4.1+2.3+c=0
A z toho uZ je vidief, Ze ¢ musi byt —2 ateda Ze rovnica priamky bude
—4x+2y—2=0

Je to td istd rovnica, ako predtym, len sme k nej dospeli jednoduchsie.

Vrdfme sa teraz k ulohe 3. Vieme, e priamka u m4 smerovy vektor (13;5). Za
normdlovy vektor mézeme zobraf (—5;13) . VSeobecnd rovnica teda bude

—5x+13y+c=0
Vieme vSak, Ze priamka prechddza cez bod [0;0], takZe ked ho tam dosadime, musime dostat
pravdivy vyrok. Z toho plynie, Ze ¢ musi byt 0 a rovnica uhlopriecky obdiZnika je teda
—5x+13y=0

Ked chceme zistif, ¢i na tej priamke leZi bod [8;3], dosadime a dostaneme —5.8+13.3=0
a teda —1=0. Neplati to, aj ked tesne. Bod [8;3] teda na uhloprietke neleZi a obrdzok 4 je
zavadzajici. Na obrdazku 6 moZete vidief, ako to vyzerd, ked jednotlivé dtvary zanesieme do
obdiZnika presne. St¢asne je z neho zrejmé, kam sa podel ten jeden strateny $tvordek.
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Obrizok 6: Utvary v obdizniku — presny obrazok

Na parametrickom tvare vyjadrenia priamky ndm vadili dve veci. Prvd bola ta, Ze sa zle
zistovalo, ¢i na priamke nejaky bod lezi, alebo nie. V tomto ma vSeobecny tvar jednoznacne
vyhodu. Druhd vec, ktord ndm vadila, bola, Ze ked bola t4 istd priamka zapisand dvoma r6znymi
sposobmi, nedalo sa na prvy pohlad vidiet, Ze je to ta istd priamka. Ako je na tom z tohto hladiska
vSeobecné vyjadrenie?

Prvy problém je, Ze ked dopocitavame hodnotu c, vyberieme si vZdy nejaky ndhodny bod
na priamke. Zatial sme ale nijako nedokdzali, Ze pre dva rdzne body tej istej priamky dostaneme to
isté c . Nastastie to tak je.” Zdujemcovia si mo6zu nastudovat, 7e preco.

Druhy problém je, Ze kazdd priamka md mnoZstvo roznych normdlovych vektorov.
Napriklad normdlovy vektor priamky z obrdzku 5 nemusi byt nutne (—4;2). Pokojne moZete
pouZif aj (8;—4) . Rovnica priamky potom bude

8x—4y +c=0

a ked tam dosadime bod B|1;3], ktory na tej priamke leZi, vyjde ndm, Ze aby to sedelo, ¢ mus{
byt 4, takZe vSeobecné vyjadrenie priamky v tomto pripade bude

8x—4y +4=0

To je nieco trochu iné, ako vyjadrenie tej istej priamky, ktoré sme vypocitali pred chvilou a ktoré
bolo

—4x+2y—2=0

Ked sa na to ale pozriete lepSie, zistite, Ze ked prvu rovnost vydelite —2, dostanete druht. Takze
ked nejaky bod spliia prvy vzfah, zaruene bude spliiaf aj druhy a naopak.

3 Aby sme ukdzali, Ze ¢ vyjde vidy rovnako, nech pouZijeme ktorykolvek bod priamky, budeme musief opustit
konkrétne priklady a pocitat vieobecne. Majme priamku, ktord ma normélovy vektor (a;b) . Smerovy vektor tejto
priamky tym padom bude (—kb;ka), kde k je redlne &islo. Ak si zoberieme nejaky bod [x; y,] , ktory leZi na
priamke, dostaneme, Ze musi platif

ax,+by,+c=0
ateda
c=—(ax,+by,)
Ak si zoberieme ktorykolvek iny bod na tej istej priamke, zarucene ho vieme ziskaf tak, Ze k bodu [X,; Y]
pripo¢itame nejaky ndsobok smerového vektora. Tento druhy bod bude maf teda sidradnice
[Xo; Yol+1(—kb ;ka)=[x,—1lkb; y,+lka] . Ked ho pouZijeme na vypocet c , dostaneme
a(x,—1Ikb)+b(y,+Ilka)+c=0
ax,—ablk+by,+ablk+c=0
ax,+by,+c=0
ateda
c=—(ax,+by,)
takZe ¢ vyslo rovnako, ako predtym.



Situdcia pri vSeobecnom vyjadreni je teda lepSia, ako pri parametrickom vyjadreni. Ak
mame dva r6zne zdpisy jednej priamky, tak jeden bude ndsobkom druhého a to sa d4d rozoznaft
celkom dobre. Stale to vSak nie je tplne idedlne, pretoze tych réznych zéapisov je vela.

Nevyhoda vSeobecného zapisu priamky oproti parametrickému je td, Ze z neho nie je rovno
vidiet, kde t4 priamka vlastne je. Je sice vidno normdlovy vektor, z ktorého si viete vypocitat
smerovy. Musime ale ziskaf asponl jeden bod, ktory na tej priamke lezi. To sa véacSinou spravi tak,
Ze si jednu suradnicu zvolite (najlepSie rovnu nule, aby sa to dobre pocitalo) a druhu dopocitate tak,
aby ta rovnica fungovala.

Majme napriklad priamku

x—3y—2=0

Jej normdlovy vektor je (1;—3) a smerovy modze teda byt (3;1) — alebo hociktory jeho ndsobok.
Aby sme nasli nejaky bod, ktory na tej priamke lezi, m6Zeme si zvolift y=0 . Potom plati x—2=0
ateda x=2.Bod [2;0] je teda bodom priamky a jej parametrické vyjadrenie bude

p:[2;0]+k(3;1) keR
Nakreslif tito priamku je uz celkom jednoduché.

Uloha 4: PrepiSte priamky z tlohy 1 do vSeobecného tvaru a znovu sa pozrite, ktoré zapisy opisuju
td istd priamku.

Uloha 5: Do obrézku 7 nakreslite priamky p:x—y+2=0, q:3x+2y—6=0 a r:—2x+3y+3=0

AY

Obrazok 7: Obrazok na kreslenie



Podme pokraCovat v hladani optimdlneho zédpisu priamky. Existuje jeden zdpis, ktory je
takmer dokonaly. Pre kazdu priamku existuje iba jeden taky zdpis a priamka sa podla neho aj
celkom dobre kresli. UZ ste sa s nim stretli, ked vas ucili o funkciach. TotiZ — vezmeme vSeobecné
vyjadrenie priamky a vypocitame z neho y. Napriklad ak vezmeme vSeobecni rovnicu nasej
priamky z obrazkov 1 a 5, dopadne to takto:

—4x+2y—2=0

2y =4x+2

y=2x+1

Tento GZasny zdpis sa nazyva smernicovy tvar priamky. Vo vSeobecnosti ma tvar y=kx+q
kde to Cislo k sa nazyva smernica a ¢islo g sa nazyva kvocient. (V pripade naSej priamky je teda
smernica 2 a kvocient 1.

Aky je smerovy vektor priamky s rovnicou y=kx+q ? Ked si priamku prepiSeme do
vSeobecného tvaru, dostaneme

kx—y+q=0
Normadlovy vektor tejto priamky je (k;—1) a smerovy teda bude (1;k). Smernica preto hovori,
vidiet, ako to vyzerd v pripade naSej priamky. (Pre fajnSmekrov: smernica je tangens uhla, ktory
zviera priamka s osou X . Z toho obrazka to je vidiet.)

Vyznam kvocientu uvidite, ked do smernicového vyjadrenia y=kx+q dosadite za x nulu.
Vyjde y=q z &oho je vidno, Ze bod [0; q] lezi na naSej priamke. Kvocient teda uréuje, v ktorom
bode pretne priamka os y .

Z toho, aky vyznam ma smernica a kvocient je zrejmé, Ze jedna priamka nemodZe mat dve
rozne smernice alebo dva r6zne kvocienty.

Sy cea

\/

Obrazok 8: Smernicové vyjadrenie priamky

Skvelé. Smernicovy tvar je jednoznany a priamka sa podla neho dobre kresli. PrecCo si
neponechaf iba ten a na predoslé dva zabudnif? Ano, pretoZe aj tento tvar ma svoju slabinu.
Vezmime si napriklad priamku

u:[3;1]+k(0;2) keR
Jej normélovy vektor je (2;0) a v8eobecn4 rovnica (po dopo&itani ¢ ) vyjde 2x+0y—6=0 ¢o po

vypusteni nulového ¢lena bude 2x—6=0. A problém je na svete. Z tohto vzfahu sa totizZ zle pocita
vy, pretoZe tam vobec nie je. Ked si priamku nakreslite, problém je eSte oc¢ividnejsi — je totiZ kolma



na os x aprechiddza cez bod [3;0]. A keby sme ju mali zapisaf ako funkciu, musela by t4 funkcia
mat pre trojku nekonec¢ne vela hodnot.

Skratka, smernicovy zdpis je sice uzasny, ale na rozdiel od predoslych tvarov sa v fiom
nedaji zapisaf dplne vSetky priamky. TakZe si nakoniec ponechdme vSetky tri zdpisy a budeme
pouzivaft ten, ktory sa ndm prave najviac hodi.

Uloha 6: Priamky z tdlohy 4 prepiste do smernicového tvaru.
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Uloha 7: Do obrdzku 9 dokreslite priamky y=2x+% , y=—2x+3 a y=—§x—%
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Obrazok 9: Obrazok na kreslenie



